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4 Filtrage adaptatif

Notations et abréviations
R C Z N Ensembles numériques

H = L2(Ω) Espace de Hilbert des v.a. de carré intégrable
H = Rd Espace euclidien standard
A, x Matrices et vecteurs fixes en gras droit (possibilité)
< x,y > Produit scalaire sur H espace de Hilbert

ω Epreuve aléatoire ou réalisation
p.a. Processus aléatoire
p.s. Propriété "presque sûre" (avec proba 1)
m.q. En moyenne quadratique (convergence)

E(X) = mX Espérance du vecteur aléatoireX
Xc = X −mX Variable ou vecteur aléatoire centré

E(X |Y ) Espérance conditionnelle à la tribuσ(Y )
EL(X |Y ) Estimation linéaire en m.q. surV ect(Y )
cov(X,Y ) Covariance de 2 variables aléatoires

Γ(X,Y ) = E(XcY
T
c ) = cov(X,Y ) Matrice intercovariance de vect. aléatoires

var(X) = σ2
X Variance de X

i.i.d., bruit blanc fort Indépendant identiquement distribué (p.a.)
xn oux(n) oux(n, ω) n ∈ Z Signal numérique aléatoire

Γx(n,m) = cov(xn, xm) Fonction de covariance d’un p.a.
γx(p) = cov(xn, xn−p) Fonction de corrélation dexn

γxy(p) = cov(xn, yn−p) Fonction d’intercorrélation dex ety
◦
γx(ν) =

+∞∑
−∞

e−2iπνp
γX(p) Densité spectrale (DSP)

γx(z) =
+∞∑

p=−∞
γX(p)z−p Densité en z de x

ν ∈ [1] Intervalle des fréquences de longueur 1
◦
x(ν) TF de la suite numériquex
x(z) TZ de la suitex

Df(a) Différentielle def : R
n → R

p

J(θ) Fonction de coût de l’algorithme
EQM Erreur quadratique moyenne

Jmin = J(θ∗) EQM minimale duθ∗ optimal
θ ouw ∈ Rd Vecteur des paramètres à estimer

µn µ λn λ = 1 − µ Pas ou facteur d’oubli de l’algorithme
∇J(w) ∈ Rd Gradient enw de la fonctionJ : Rd → R

∇2J(w) Hessien deJ(w) (matricen× n symétrique)
AT A∗ Transposée ou transconjuguée d’une matrice

R = E(U.UT ) Matrice d’autocorrélation de(un) , > 0
cond(R) = λmax/λ1 Conditionnement de la matriceR > 0
ρ(A) = max(|λi(A)|) Rayon spectral de la matrice carréeA

Tr(A) =
∑
λi Trace de la matrice carréeA

Sp(A) Spectre (ensemble des v.p.) deA
Reλ(A) > 0 v.p. deA à partie réelle >0

U(n), ϕn, X(n) vecteur d’état de l’algorithme



Avant-Propos

Le Traité IC2 relève le double défi de l’accessibilité à tous des sciences et tech-
niques, et du transfert de connaissances, dans le domaine Information, Traitement du
Signal et Communications. Il était donc nécessaire qu’un deses volumes fasse le point
sur le Filtrage Adaptatif, domaine qui a connu une grande activité dans la communauté
du Traitement du Signal et des images depuis les années 1970.C’est l’objectif de cet
ouvrage, qui sera publié en deux volumes :

Volume 1 : Théorie et algorithmes
Volume 2 : Applications du Filtrage adaptatif en Signal et Télécommunications

Le Volume 1 présenté ici se situe au niveau des algorithmes deréalisation adapta-
tive (en ligne, dans des contextes éventuellement non stationnaires) des tâches d’op-
timisation du TS : les domaines d’applications sont nombreux (filtrage optimal de
Wiener, annulation d’écho et suppression de bruit, égalisation ou filtrage inverse, ana-
lyse spectrale, compression de l’information, modélisation), et plusieurs d’entre eux
seront approfondis dans le Volume 2.

Pour des raisons de simplicité d’écriture et d’énoncé des résultats, nous traiterons
exclusivement du Traitement de Signaux réels monodimensionnels, même si la plupart
des méthodes exposées s’étendent à des cas complexes ou multidimensionnels. Nous
nous proposons donc :

1) d’exposer les principes de base et les méthodes généralesqui sous-tendent la
multiplicité des approches que l’on trouve dans la littérature spécialisée : quelques
idées simples doivent servir de guide pour se retrouver dansce maquis, pour classifier
les algorithmes particuliers, et être capable de les adapter à un besoin spécifique,

2) de donner un accès rapide et direct aux algorithmes, leur compréhension, leur
utilisation, et les résultats que l’on peut en attendre : quelques exemples de base seront
développés et permettront d’illustrer (y compris par des simulations) et de comparer
les différents algorithmes,
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6 Filtrage adaptatif

3) de donner les résultats mathématiques plus sophistiquésnécessaires à l’étude
des problèmes de convergencedes algorithmes : ces compléments pourront alors servir
d’introduction et de guide général pour aborder des ouvrages plus spécialisés ou des
articles donnés en références.

Cet ouvrage est une synthèse de nombreux travaux faits dans le domaine. Il pourra
intéresser aussi bien des étudiants de 2◦ et 3◦ cycle universitaires ou des écoles d’ingé-
nieurs utilisant le Traitement du Signal, que les ingénieurs ou scientifiques travaillant
dans le domaine du Traitement du Signal et des Télécommunications. Le langage ma-
thématique utilisé est accessible au scientifique-ingénieur muni d’une culture standard
de niveau second cycle universitaire en algèbre linéaire etprobabilités-statistique. Des
connaissances à ce niveau sont également requises concernant les concepts de base et
problèmes du Traitement du Signal .

Le contenu du livre

Le Chapitre 1 présente le problème de base du Filtrage de Wiener, dans sa version
de filtrage RIF. Il est remis dans le contexte général des problèmes d’optimisation en
TS, et on donne ensuite les algorithmes standards d’Analysenumérique permettant la
résolution de l’optimisation déterministe de la fonction de coût de Wiener (Gradients,
Moindres carrés).

Le Chapitre 2 étudie les deux grandes classes d’algorithmesadaptatifs utilisés
pour le Filtrage transverse (RIF) : gradients stochastiques (LMS) et Moindres carrés
récursifs (RLS). Ceci constitue l’essentiel des utilisations courantes des traitements
adaptatifs en TS, et les propriétés de convergence y sont étudiées par des méthodes
spécifiques à ces deux algorithmes. Les variantes intermédiaires (NLMS, Projection
affine APA, algorithmes en treillis) sont aussi présentées.La convergence et les per-
formances des algorithmes sont étudiés dans les contextes stationnaires.

Le Chapitre 3 étend ces algorithmes à des modèles où la fonction de coûtJ(θ)
n’est plus quadratique enθ. Les méthodes générales d’étude de la convergence tran-
sitoire, du comportement asymtotique de fluctuation en situation stationnaire, puis de
poursuite de modèle en contexte lentement variable, sont développées et illustrées sur
plusieurs exemples simples. En particulier des méthodes d’approximation de sous-
espaces sont développées en détail, en montrant à la fois l’intérêt et aussi les limita-
tions des méthodes et résultats généraux de convergence.

Le Chapitre 4 présente plusieurs approches des Algorithmesde Moindres carrés
rapides (MCR) indispensables pour la mise en oeuvre en tempsréel de l’algorithme
RLS : il s’agit de réduire la complexité de calcul pour la rendre proportionnelle à
la longueur M du filtre adaptatif. Sont ainsi développés les algorithmes transversaux
rapides, puis les versions en treillis ou à base de décomposition QR. Le contrôle de la
stabilité numérique de ces algorithmes est aussi abordé.
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Le Chapitre 5 approfondit le Filtrage RII adaptatif avec lesdifférentes approches
classiques des automaticiens (Equation d’erreur ou Erreurde sortie, Steiglitz-Mac
Bride, Hyperstabilité). Les propriétés de convergence sont données. Ce chapitre com-
plète donc naturellement les approches des Chapitres 2 et 3.

Contenu du Volume 2

Ch6 Adaptation sans référence : l’algorithme CMA
Inbar Fijalkow, Phillip Regalia

Ch7 Implémentations et problèmes associés
Olivier Sentieys

Ch8 Annulation d’écho
Jacob Benesty, André Gilloire, François Capman

Ch9 Egalisation et communications
Jacques Palicot, Maurice Bellanger, Inbar Fijalkow

Ch10 Antennes adaptatives, algorithmes avec contrainte
Pascal Chevalier, Jean-Marc Romano

Ch11 Apprentissage non linéaire
Jacques Palicot

Notations Une liste de notations de base est jointe à l’ouvrage. Cependant, la
diversité des auteurs ayant travaillé de façon autonome surles différents chapitres n’a
pu permettre une normalisation systématique et uniforme des notations. Le lecteur
devra donc en tenir compte et s’adapter à la spécificité de certaines notations dans
chaque chapitre : nous avons essayé qu’il n’y ait pas d’ambigüité dans l’interprétation
de celles-ci dans leur contexte spécifique de chaque chapitre.

Références: Chaque chapitre a sa bibliographie intégrée. Les ouvrageset articles
cités sont repérés par nom d’auteur et année, se référant à labibliographie .

Nous remercions chaleureusement tous les auteurs qui ont bien voulu contribuer à
la réalisation de cet ouvrage, et lui donner ainsi toute sa richesse issue de la diversité
de leurs expériences d’enseignants, de chercheurs et d’ingénieurs de la communauté
du Traitement du Signal.

François Michaut, Maurice Bellanger

le 29 Mai 2005
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Chapitre 1

Filtrage adaptatif : le problème de base

CONTENU.– Ce chapitre introductif présente la démarche adaptativedans le contexte
des applications en traitement du signal. La formalisationen termes d’estimation op-
timale est abordée ainsi que les principales approches statistiques. On se concentre
ensuite sur le problème de base, le plus simple et en même temps le plus répandu dans
les applications réelles : le filtrage de Wiener RIF (RéponseImpulsionnelle Finie) en
contexte stationnaire. Enfin sont abordées les méthodes d’optimisation standards de
l’analyse numérique qui servent de modèle à la constructiondes algorithmes adapta-
tifs. On termine par les propriétés d’ergodisme des signauxqui permettent de relier le
point de vue probabiliste théorique — à la Wiener — et le pointde vue déterministe
pratique des méthodes adaptatives de traitement des données en ligne.

1.1. Traitement du signal et optimisation

1.1.1. Pourquoi du filtrage adaptatif ?

Les méthodes adaptatives en traitement du signal visent l’adaptation automatique
des opérateurs de traitement aux propriétés statistiques des signaux et des systèmes,
ainsi que l’adaptation à leurs variations dans le temps. Il s’agit donc d’un mélange
bien pondéré entre la stationnarité, qui permet grâce à la permanence dans le temps de
propriétés statistiques de se débarrasser, ou tout au moinsde réduire, les fluctuations
purement aléatoires, et la non-stationnarité, c’est-à-dire la variation «lente» au cours
du temps de ces propriétés, sans laquelle il n’y aurait pas besoin de l’adaptatif : il
suffirait de calculer une fois pour toute le «filtre optimal» puis de le mettre en ligne.

Chapitre rédigé par Jean-Marc BROSSIERet François MICHAUT.
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Ces méthodes ont connu un essor considérable depuis les années 60, dû au dé-
veloppement du traitement numérique et à l’augmentation constante de la puissance
des processeurs de traitement (DSP,Digital Signal Processors), permettant la mise
en œuvre en temps réel d’algorithmes de plus en plus sophistiqués, à des cadences
de plus en plus rapides. Elles sont arrivées à une certaine maturité aussi bien en ce
qui concerne le développement et l’implémentation des algorithmes, que du point de
vue des outils théoriques d’étude des performances. Ce chapitre se propose d’en don-
ner une vue synthétique, non exhaustive mais suffisante, pour permettre au lecteur
d’y trouver rapidement les outils et résultats qui l’intéressent, et éventuellement les
références vers des ouvrages permettant d’approfondir desaspects spécifiques.

1.1.2. Quelques exemples : soustraction de bruit, égalisation et identification.

Ce paragraphe présente succinctment trois exemples classiques d’application du
filtrage adaptatif : la soustraction de bruit, l’égalisation et l’identification directe. Ces
exemples ne constituent qu’une infime fraction des applications classiques du filtrage
adaptatif parmi lesquelles figurent notamment l’annulation d’écho, certains codages
de compression, la formation de voies ainsi que de nombreuses techniques de traite-
ment d’antenne. Le lecteur intéressé par des présentationsdétaillées d’applications du
filtrage adaptatif peut se référer, entre autres, aux articles fondateurs [Widrow60, 67,
75] et [Bellanger 85].

Soustraction de bruit. Le schéma typique d’un dispositif de soustraction de bruit
est celui de la figure (1.1). Un signal observé se compose d’unsignal utile, non observé
que l’on souhaite estimer, pollué de manière additive par unbruit supposé indépen-
dant du signal utile. Lorsque ce bruit sur l’observation estobtenu par filtrage linéaire
d’une source de bruit auprès de laquelle il est possible de placer un capteur, il devient
envisageable d’estimer le bruit pour ensuite le soustrairedu signal observé.

Référence bruit

Signal utile

Le signal utile est pollué par une filtrée
de la référence bruit

Signal observé

Filtre inconnu 
affectant la référence
bruit

du signal utile

Filtre estimé

Estimée

+
−

Figure 1.1. Soustraction de bruit.

Egalisation. Le problème est celui de la figure (1.2) : l’observation est une version
perturbée par un bruit blanc additifb, de varianceσ2

b , de la sortie d’un filtreH(z) —
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le canal de transmission — attaqué par un bruit blanc normé (les données transmises).
Le but est d’estimer les données à partir des observations. Si l’on choisit de minimiser
la puissance de l’erreur entre les données transmises et la sortie du filtre égaliseur,
la meilleure solution linéaire est le filtre de Wiener dont lafonction de transfert enz
s’écrit :

W (z) =
H∗ (1/z∗)

H (z)H∗ (1/z∗) + σ2
b

.

En l’absence de bruit (σ2
b = 0), W (z) se réduit au filtre inverse1/H . En présence

de bruit, de fortes valeurs du gain1/H peuvent conduire à trop amplifier le bruit, la
solution de Wiener régularise le filtre inverse grâce à la prise en compte de la constante
σ2

b : elle est semblable au filtre inverse aux fréquences pour lesquelles le rapport signal
à bruit est fort mais amplifie moins les zones de faible rapport signal à bruit.

Données
émises

Algorithme de pilotage

EgaliseurCanal

Bruit
additif

+         −

Observation Données estimées

Figure 1.2. l’égalisation est une «identification inverse».

Identification. Ayant accès à l’entrée et à la sortie d’un filtre linéaire dontla sortie
est bruitée, un problème d’identification directe consisteà estimer le filtre linéaire
inconnu. Ce problème correspond au schéma de la figure (1.3).Lorsque le système
inconnu est susceptible de varier au fils du temps, le processus d’indentification peut
être effectué à l’aide d’un traitement adaptatif.

Entrée

du système à identifier
Estimation adaptative

Système
estimé

à identifier

Erreur d’estimation

Système à identifier

Bruit additif

Sortie du sytème 

Figure 1.3. Identification directe.
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Voyons sur cet exemple pourquoi la solution du problème se formalise en termes
d’optimisation d’un critère de coût, ici l’erreur quadratique moyenne(EQM) mini-
male. Notonsun le signal d’entrée,vn = [H∗(z)]un la sortie du système à identifier
H∗(z), bn le bruit additif de sortie,xn = vn + bn la sortie bruitée (signal de réfé-
rence), et enfinyn = [H(z)]un la sortie du système estiméH(z). On compare les
deux systèmes grâce àl’erreur d’estimationen = xn − yn = bn + (H∗ −H)un. La
puissance moyenne, ou variance pour des signaux centrés, decette erreur est nommée
EQM de l’identification, et se calcule facilement ici compte-tenu de l’indépendance
des signaux aléatoiresun et bn :

EQM(H) = E(e2n) = σ2
b + var{(H∗ −H)un} ≥ σ2

b . (1.1)

L’identification du systèmeH∗ coïncide ici avec la minimisation de l’EQM.

1.2. Estimation optimale

Avant d’envisager l’adaptativité des traitements, ce paragraphe éclaire les notions
indispensables à la définition de l’objectif à atteindre.

Les exemples du paragraphe précédent, et plus particulièrement celui de l’identi-
fication, indiquent le rôle central que joue l’estimation optimale. Celle-ci se décline
selon différents critères tels que la moyenne quadratique (espérance conditionnelle,
projection orthogonale, ...), le maximum de vraisemblanceou bien encore l’estimation
bayésienne avec ses notions de coût et de risque. Bien que l’estimation en moyenne
quadratique soit de très loin la technique la plus employée,d’autres critères d’op-
timisation que l’EQM peuvent être indispensables dans certains cas ; dans les pro-
blèmes d’estimation sans référence, par exemple, des critères qui utilisent des mo-
ments d’ordre différent de deux pour différencier des signaux indiscernables à l’ordre
deux sont nécessaires.

Ce paragraphe débute par une très brève présentation des critères généraux clas-
siques tels que le maximum de vraisemblance ou l’estimationbayésienne. La suite
est consacrée à l’estimation en moyenne quadratique, technique fondamentale pour
laquelle deux exemples célèbres servent d’illustration : le filtre de Kalman et celui de
Wiener.

1.2.1. Estimation non linéaire : maximum de vraisemblance, estimateurs bayésiens.

Nous donnons ici un bref rappel de quelques critères classiques d’estimation utili-
sés en statistique. En général, ces critères mènent à des méthodes non-linéaires.
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Le point de vuede l’estimation paramétriqueest le suivant : une observation aléa-
toire vectorielleY possède une loi de probabilité qui dépend d’un vecteur de para-
mètres à estimerθ. Dans le contexte signal,θ représente les paramètres du modèle de
filtrage qui relie l’observationY au signal de référenceX .

La vraisemblancede l’observationY est alorsL(θ) = p(y|θ), avecθ ∈ Θ ⊂ Rd.

Maximum de vraisemblance.On choisit comme estimateur deθ, la valeur qui
maximise la vraisemblance des observations :

θ̂MV = Arg max{L(θ), θ ∈ Θ}. (1.2)

Ce critère, qui ne privilégiea priori aucune des valeurs deθ, est naturellement adapté
au cas d’un paramètre déterministe mais il peut également s’utiliser pour estimer un
paramètre aléatoire lorsque sa distributiona priori est non informative (en quelque
sorte «uniforme» pour un intervalle borné).

S’il existe, cet estimateur du maximum de vraisemblance estasymptotiquement
efficace, c’est-à-dire qu’il atteint la borne de Cramer-Rao (cf paragraphe 1.5.3).

Estimation bayésienne.L’approche bayésienne consiste à introduire une infor-
mationa priori sur les valeurs possibles du paramètreθ, en le considérant lui-même
comme aléatoire de loia priori connuep(θ).

On peut alors choisir l’estimateur̂θ (Y ) qui maximise laprobabilité a posteriori
de l’observationY :

θ̂MAP = Arg max{p(θ|y), θ ∈ Θ} = Arg max{p(θ)p(y|θ), θ ∈ Θ}. (1.3)

Une généralisation de cette approche consiste à associer à chaque estimation de
θ un certain coûtC évaluant la qualité de l’estimation. Ce coût peut être le carré
de l’erreur (critère de l’EQM) ou autre chose. On noteε (Y ) = θ̂ (Y ) − θ l’er-
reur d’estimation, différence entre la valeur estiméeθ̂ (Y ) et la vraie valeurθ. Un
coût est une fonction positiveC qui quantifie l’importance que l’on attache à l’er-
reur ε (Y ) commise lors de l’estimation deθ. Le risque est la valeur moyenne du

coûtR = E {C (ε)} =
∫ ∫

C
{
θ̂ (y) − θ

}
p(y, θ)dθdy. L’estimation bayésienne op-

timale au sens du coût choisi est celle qui minimise le risquecorrespondant, solution
de l’équation

∂

∂θ̂ (y)

{∫
C
{
θ̂ (y) − θ

}
p (θ | y) dθ

}
= 0.

Cette équation admet deux cas particuliers remarquables :
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Coût uniforme. La solution obtenue à l’aide d’un coût uniforme est la solution au
sens du maximum de probabilitéa posteriori(MAP).

Coût quadratique. Pour le coût quadratiqueC (ε) = ε2, la relation précédente de-

vient 2
∫ {

θ̂ (y) − θ
}
p (θ | y) dθ = 0. En remarquant que

∫
p (θ | y) dθ = 1,

on trouve pour estimateur optimal l’espérance conditionnelle :

θ̂ (Y ) =

∫
θ p (θ | Y ) dθ = E(θ|Y ).

Lorsque la densité conditionnellep (θ | Y ) est symétrique autour de son maxi-
mum θ̂MAP l’estimation au sens du maximuma posterioricoïncide avec la
solution du minimum d’erreur quadratique.

Le cas du coût quadratique, simple cas particulier des méthodes précédentes, est
d’une telle importance pratique que nous lui consacrons le paragraphe suivant.

1.2.2. Estimation en moyenne quadratique (m.q.) et théorème de projection.

SoitH un espace de Hilbert1. Le résultat fondamental d’approximation dans les
espaces de Hilbert, est le théorème de la projection orthogonale :

THÉORÈME.– [Projection orthogonale]
SoientH un espace de Hilbert muni du produit scalaire< ., . >, x ∈ H etU ⊂ H un
sous-espace de Hilbert ; alors la meilleure approximation en norme quadratique dex
par un élément deU existe et est unique, c’est laprojection orthogonaledex surU
caractérisée par :

x̂ = pU (x) ⇔ ∀y ∈ U, ||x− x̂|| ≤ ||x− y|| ⇔ x̂ ∈ U etx− x̂ ⊥ U. (1.4)

Différents espaces de Hilbert trouvent leur place en traitement du signal. Pour
le traitement des signaux aléatoires, l’espace de Hilbert adapté est l’ensembleH =
L2(Ω) des variables aléatoires (v.a.) de variance finie, muni du produit scalaire
< X,Y >= E(XY ∗) et de la pseudo-norme associée. Le théorème de la projec-
tion orthogonale s’applique donc directement aux problèmes d’estimation au sens de
l’EQM minimale.

1. On appelle espace pré-hilbertien un espace vectoriel munid’un produit scalaire et de la norme
associée. Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertiencomplet, c’est-à-dire dans lequel
toute suite de Cauchy converge.



Filtrage adaptatif : le problème de base 23

Dans la suite, les v.a. sont supposées centrées. Le problèmegénérique d’estimation
en m.q. est alors le suivant :

Etant donnés un vecteur aléatoireX non observé et un vecteur aléatoireY , ob-
servation partielle et bruitée deX , statistiquement dépendante deX ; calculer une
fonction des observationŝX (Y ), qui estime au mieuxX à partir des observationsY .

L’espérance conditionnelle : globalement optimale.L’espérance conditionnelle
deX par rapport à l’ensemble des observationsY constitue la meilleure approxi-
mation deX en moyenne quadratique, dans la classeL2(Y ) de toutes les fonctions
non-linéaires deY , de carré intégrable. Pour des v.a. centrées, l’espérance condition-
nelleX̂ = E(X | Y ) est l’estimateur du minimum de variance, c’est-à-dire que pour
toute fonctionF (deRm dansRn) et∀λ ∈ Rn :

E
{
λT
(
X − X̂

)}2

≤ E
{
λT (X − F (Y ))

}2
. (1.5)

Cependant, le calcul de cette espérance conditionnelle estgénéralement difficile, et
nécessite la connaissance de la loi de probabilité conjointe du couple(X,Y ), c’est
pourquoi on se limite souvent à l’estimation linéaire optimale.

Estimation linéaire en m.q. (ELMQ). Le meilleur estimateur linéaire EL(• | Y )
de X à partir deY possède des propriétés semblables à celles de la moyenne
conditionnelle. En particulier, EL(X | Y ) est linéaire enX . De plus, siY1 est
un ensemble d’observations qui contient l’ensemble d’observations Y2, on a :
EL (EL (X | Y1) | Y2) = EL (X | Y2). Dans le cas gaussien, la décorrélation équi-
vaut à l’indépendance d’oùE(• | Y ) = EL(• | Y ), l’estimateur linéaire est globa-
lement optimal. Ceci signifie en particulier que si un algorithme calcule l’espérance
conditionnelle à partir des deux premiers moments (moyenneet covariance) dans le
cas gaussien, le même algorithme utilisé en contexte non gaussien réalise une projec-
tion linéaire. EL(• | Y ) est l’estimateur linéaire de variance minimale, mais il esten
général sous-optimal dans la classeL2(Y ).

1.2.3. Deux approches de l’ELMQ : Wiener et Kalman

Il s’agit de deux approches complémentaires de l’ELMQ, obtenues en fixanta
priori la structure de l’estimateur pour ensuite identifier les paramètres de cette struc-
ture. Elles recherchent l’optimum dans la classe des filtreslinéaires et diffèrent par le
mode de représentation des signaux. Elles reposent sur le même critère d’optimisation
et conduisent donc essentiellement aux mêmes résultats2.

2. Dans le cas de signaux stationnaires
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Représentation interne des signaux et filtre de Kalman

Kalman a proposé (1961) pour résoudre le problème de l’ELMQ une structure de
filtre basée sur une représentation interne des signaux. La représentation interne adop-
tée par Kalman caractérise un signal aléatoire par un modèled’état, elle se prête par-
ticulièrement bien au maniement des systèmes non stationnaires. Elle a été construite
au départ par les automaticiens, dans des contextes de poursuite optimale de trajec-
toire, et on la retrouve donc naturellement dans l’étude desalgorithmes de poursuite
des non-stationnarités (chapitre 3).

De la représentation interne des signaux découlent :

– une formulation récursive de la solution optimale, avec unhorizonD(n) =
[0, .., n] croissant avec le temps,

– la prise en compte naturelle des non-stationnarités,

– un modèle d’état du système (le vecteurXk) et des observationsYk qui se com-
pose d’un couple {équation d’état, équation d’observation} :

Xk = AkXk−1 +Wk−1 (1.6)

Yk = CkXk + Vk (1.7)

Notations :

–Wk est le bruit de modèle, bruit blanc centré, de covarianceQk.

– Vk bruit de «mesure» blanc de covarianceRk, indépendant deWk.

– Yk est une observation partielle de l’état, bruitée parVk.

– Ψk est l’espace engendré par les observations{Y1, · · · , Yk}.

– Les matricesAk etCk reflètent la dynamique de l’état et la manière dont celui
ci est observé.

L’estimation linéaire optimale en moyenne quadratique deXk connaissant toutes
les observations jusqu’à l’instantm est notéeX̂k|m = EL (Xk | Ψm). L’erreur d’es-

timation est notéẽXk|m = Xk − X̂k|m et la matrice de covariance de l’estimateur

Pk|m = E
(
X̃k|mX̃

T
k|m

)
. Le filtre de Kalman calcule l’estimation optimalêXk|k au

sens de l’ELMQ de l’étatXk à partir de l’ensemble des observations effectuées jus-
qu’à l’instantk, sous une forme récursive [Chui 87] :

Algorithme de Kalman




Pn|n−1 = AnPn−1|n−1A
T
n +Qn−1 Equation variance 1

Kn = Pn|n−1C
T
n

(
Rn + CnPn|n−1C

T
n

)−1
Gain de Kalman

Pn|n = (I −KnCn)Pn|n−1 Equation variance 2
X̂n|n−1 = AnX̂n−1|n−1 Prédiction de l’état

X̂n|n = X̂n|n−1 +Kn

(
Yn − CnX̂n|n−1

)
Estimation de l’état
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Filtre de Kalman adaptatif. La mise en œuvre d’un filtre de Kalman suppose une
connaissancea priori parfaite des paramètres du modèle d’état. En pratique, il arrive
fréquemment que le modèle d’état ne soit connu qu’imparfaitement. Dans ce cas, il
doit être partiellement estimé à l’aide des observations elles-mêmes. La structure du
filtre de Kalman devient alors dépendante des données : le filtrage est dit adaptatif.
La manière la plus courante d’estimer une partie du modèle enmême temps que les
paramètres utiles consiste à étendre le vecteur d’état du système pour y inclure les
paramètres inconnus. De cette façon, l’estimation du vecteur d’état conduit à chaque
itération à une mise à jour des paramètres à estimer et des paramètres inconnus du
vecteur d’état. Nous renvoyons le lecteur intéressé à [Ljung 83].

Représentation externe des signaux et filtre de Wiener

L’approche de Norbert Wiener repose sur une représentationexterne des signaux,
c’est-à-dire une représentation qui décrit leurs propriétés statistiques : densités de pro-
babilité et leurs sous-produits (moments, fonctions de corrélation, ...). En limitant
l’étude aux filtres linéaires, seules les propriétés statistiques d’ordre un et deux in-
terviennent. Ainsi, l’approche de Wiener repose sur la connaissance des propriétés
statistiques d’ordre deux (fonctions de corrélation dans le domaine temporel ou inter-
spectres et spectres dans le domaine des fréquences). Son importance tient à la fois
à la simplicité du calcul théorique de la solution optimale et à la généralité de cette
démarche.

Le contexte du filtrage de Wiener est résumé dans le schéma de la figure 1.4 : le
signal observé estun, il est filtré par le filtre de WienerW (z), afin d’approcher au
mieux en m.q. lesignal de référencexn. L’erreur d’estimation, à minimiser en m.q.,
esten. Tous ces signaux sont supposés aléatoires, centrés et stationnaires à l’ordre
deux. NotonsD ⊂ Z l’horizon d’observation — ou mémoire du filtre — ; le théorème
de projection permet de caractériser le filtre optimal d’horizonD par l’orthogonalité
entre l’espace d’observationUn = {un−k, k ∈ D} et l’erreur d’estimation :

yn =
∑

k∈D

wkun−k E(enUn) = 0 avecen = xn − yn. (1.8)

Autrement dit,yn estime la partie dexn corrélée linéairement àun, et l’erreur d’esti-
mationen estdécorrélée de l’espace d’observation.

Figure 1.4. Contexte du filtrage de Wiener.
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Solution générale non causale.La meilleure estimation est obtenue pour l’hori-
zon maximal soitD = Z, et dans ce cas la condition de décorrélation (1.8) donne une
équation de convolution

w ∗ γu(p) = γxu(p) ∀p
dont la solution se calcule par Tranformée en Z (TZ bilatérale) :

W (z) =
γxu(z)

γu(z)
. (1.9)

Le filtre obtenu est généralement non causal et de durée infinie. Lorsque l’on recherche
un filtre vérifiant certaines contraintes, il est nécessairede reprendre le calcul précé-
dent en tenant compte de ces contraintes. En pratique, il estclair que la contrainte de
causalité est nécessaire à une réalisation temps réel. En général, la causalité ne peut
pas être strictement respectée et l’on se contente d’une estimation retardée. Autrement
dit, il faut tronquer une partie de la réponse anticausale dufiltre. Pour la partie causale
du filtre, deux solutions peuvent être envisagées : soit la tronquer pour obtenir une
structure à réponse impulsionnelle finie (RIF) ; soit la modéliser par un modèle avec
pôles et zéros. Dans ce premier chapitre, nous ne considérons que la première possi-
bilité (paragraphe 1.3.1), la modélisation à Réponse Impulsionnelle Infinie (RII) étant
abordée aux chapitres 3 et 5.

1.3. Le filtrage de Wiener RIF

Nous abordons maintenant plus en détails le problème de base, le plus simple
de l’ELMQ, et le plus courant en filtrage adaptatif : le filtrage de Wiener à horizon
d’observation (mémoire du filtre) finiDM = {0, ...,M − 1}. Le filtre est alors RIF
d’ordreM et le vecteur des paramètres à estimerw = [w0, ..., wM−1]

T correspond à
la réponse impulsionnelle finie du filtre. L’espace d’observation est alors de dimension
finieUn = [un, ..., un−M+1]

T .

Nous utilisons toujours le point de vue probabiliste : on raisonne sur la totalité
des trajectoires de processus aléatoires, le traitement utilise les statistiques d’ordre
deux des signaux et cherche à réaliser l’EQM minimale, ce quirevient à la décorréler
l’erreuren et l’observationUn.

1.3.1. La solution RIF : équations normales

L’estimation s’écritx̂n =
∑M−1

k=0 wkun−k = UT
n w. La matrice d’autocorrélation

deUn (ou matrice de covariance de ce vecteur aléatoire) et le vecteur d’intercorrélation
entre la référencexn et l’observationUn seront notés ainsi :

ΓU = E(UnU
T
n ) ≡ R ΓxU = E(xnUn) ≡ p (1.10)
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et l’EQM s’exprime alors comme une fonction quadratique dew :

J(w) = σ2
x − 2pTw + wT Rw. (1.11)

Les équations de décorrélation caractérisant le filtre optimal (1.8) deviennent ici un
système linéaireM ×M dit deséquations normales

Rw = p, (1.12)

équivalent à l’annulation du gradient∇J(w) = 2(Rw−p). Si l’espace d’observation
est de rang pleinM , la matriceR est inversible et il existe une solution unique de
Wiener :w∗ = R−1p. Le calcul de l’EQM minimale découle de l’orthogonalité entre
Xk − X̂k et X̂k :

ε2min = E(x̂k − xk)
2

= E [xk (xk − x̂k)] = γx(0) − pTw∗. (1.13)

L’autocorrélationΓU et l’intercorrélationΓxU doivent être connuesa priori. Lorsque
tel n’est pas le cas, ces quantités doivent être préalablement estimées. Une alternative
est le point de vue déterministe.

1.3.2. Le point de vue déterministe : moindres carrés

Dans les approches stochastiques de Wiener et de Kalman, lesdonnées sont consi-
dérées comme une réalisation particulière d’un processus aléatoire. Les propriétés sta-
tistiques de ce processus sont supposées connues au second ordre. De ce fait, la procé-
dure de traitement obtenue ne dépend pas d’une réalisation particulière mais seulement
des propriétés statistiques connuesa priori. On privilégie ainsi les réalisations les plus
probables au détriment de celles qui le sont moins.

Dans une approche déterministe au contraire, le traitementest adapté à la réali-
sation particulière que l’on observe. On obtient ainsi un algorithme dépendant des
données : le meilleur estimateur pour la séquence particulière observée.

Bien sûr, les deux approches se rejoignent en pratique dès lors que les proprié-
tés statistiques des signaux doivent être estimées à partirdes données observées. La
passerelle entre les deux approches repose sur l’ergodismedes signaux mis en jeu (cf
paragraphe 1.5.4).

Le critère des moindres carrés

Le vecteur des paramètres, ici les coefficients du filtre RIF,est toujours notéθ =
(w0, ..., wM−1)

T . Le modèle de liaison entre le signal(xn) à estimer, le signal(un)
d’observation à filtrer et l’estimateuryn est décrit par le modèle de régression suivant :

xn = ϕT
nθ∗ + bn yn = ϕT

n θ (1.14)

oùϕn = Un = (un, un−1, ..., un−M+1)
T est le vecteur d’observation, appelé dans le

cas des moindres carrés levecteur de régressionet bn représente le bruit du modèle
de régression, ou bruit de sortie du filtre optimalθ∗.
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Moindres carrés : résolution et interprétation

Il s’agit d’une méthode d’optimisation «en bloc», version déterministe de l’opti-
misation probabiliste de Wiener : on suppose connues les données(xk, uk) sur un bloc
de taillen, et on minimise le critère géométriqueJn(θ) sur l’erreurek = xk − ϕT

k θ :

Jn(θ) =
1

n

n∑

k=1

e2k. (1.15)

Le lien avec la minimisation deJ(θ) = E(e2n) pour le filtre de Wiener, est fait par
l’ergodisme (loi des grands nombres)J(θ) = lim

n→∞
Jn(θ) (cf paragraphe 1.5.4).

On travaille donc dans l’espace euclidienH = R
n muni du produit scalaire

< X,Y >= XTY =

n∑

i=1

XiYi. (1.16)

Introduisons les vecteurs deRn :

X = (x1, ..., xn)T Y = (y1, ..., yn)T B = (b1, ..., bn)T E = (e1, ..., en)T

la base de l’espace d’observation obtenue par décalage temporel des vecteurs

Φi = [u1−i, ..., un−i]
T , i = 0..M − 1

et l’espace d’observation

Φ = [Φ0, ...,ΦM−1] matrice des observations, (1.17)

l’écart des moindres carrés s’écrit alors

Jn(θ) =
1

n

n∑

k=1

e2k =
1

n
||X ||2 − 2rT

n θ + θTRnθ (1.18)

fonction quadratique deθ, avec les matrices et vecteurs

Rn =
1

n
ΦT Φ =

1

n

n∑

1

ϕkϕ
T
k , (1.19)

rn =
1

n
ΦTX =

1

n

n∑

1

xkϕk. (1.20)

Ces matrices et vecteurs ont une interprétation statistique simple : ce sont les estima-
teurs empiriques de la matriceR = E(ϕnϕ

T
n ) et du vecteurp = E(xnϕn) intervenant

dans les équations du filtrage optimal de Wiener (1.12). La fonction quadratiqueJn(θ)
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a un minimum unique obtenu en annulant le gradient∇Jn(θ) = 2(Rnθ − rn) d’où
leséquations normales empiriques:

Rnθn = rn. (1.21)

Cette méthode des moindres carrés est une méthode en bloc de traitement des
données observées sur[1, .., n]. Elle fournit une suiteθn d’estimateurs du paramètre
optimalθ∗ de Wiener défini par (1.12). On verra au chapitre 2 comment la transformer
en un algorithme adaptatif, récursif, de traitement en ligne des données. On voit bien
que la convergence des solutions de (1.21) vers celle de (1.12) découle des propriétés
d’ergodisme au second ordre des signaux traités(xn, un).

1.4. Optimisation déterministe : les algorithmes

Nous avons vu comment les problèmes du traitement du signal se ramènent à l’op-
timisation d’un critère de coût fonction d’un vecteur de paramètres. Le cas du filtrage
de Wiener RIF, notre problème de base, conduit à une fonctionJ(w) quadratique. La
solution en est facile : c’est l’annulation du gradient, donc un système linéaire enw
(équations normales). Cependant la mise en œuvre adaptative passe par une démarche
récursive, basée sur les algorithmes numériques d’optimisation. Nous en étudions ici
les principaux représentants, qui servent de modèles pour la construction des algo-
rithmes adaptatifs (chapitres 2 et 3).

De plus, ces démarches récursives sont indispensables dansles cas d’optimisation
d’une fonction non-quadratique qui ne se ramènent pas à la résolution d’un système
linéaire (chapitre 3).

1.4.1. Gradient déterministe

On cherche à minimiser, par un algorithme itératif, la fonction de coûtJ(w) =
σ2

x − 2pTw + wT Rw. On a∇J(w) = 2(Rw − p). L’ algorithme du gradient à pas
µn pour minimiserJ(w) consiste à se déplacer, à partir de l’estimationwn−1 , dans la
direction de plus grande pente−∇J(wn−1), ce qui donne la forme itérative suivante :

wn = wn−1 + µn(p − Rwn−1) (GD). (1.22)

On part d’un vecteur initialw0 arbitraire (en général, en l’absence d’informations
préalables,w0 = 0) et on étudie la convergence de (GD) vers le filtre optimalw∗
défini par leséquations normales:

Rw∗ = p. (1.23)
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Raisonnons sur l’écart à l’optimumVn = wn − w∗ pour lequel on obtient, par
substitution de (1.23) dans (GD), la récurrence linéaire homogène

Vn = (I − µnR)Vn−1. (1.24)

La matrice d’autocorrélationR est positive, supposons la définie positive, c’est-à-dire
inversible, afin de garantir l’existence d’une solution uniquew∗ et notons0 < λ1 ≤
... ≤ λM ses valeurs propres.

Algorithme à pas décroissant

On prendµn suite positive décroissante vers0. Pour n assez grand, les valeurs
propres deI − µnR sontγk = 1 − µnλk > 0 donc||I − µnR|| = 1 − µnλ1 et

||Vn|| ≤
n∏

k=n0

(1 − µkλ1).||Vn0 || = rn||Vn0 ||,

l’égalité ayant lieu pour le vecteur propre deλ1, la convergence vers0 deVn aura lieu
si et seulement silimn→+∞ rn = 0 c’est-à-dire

∞∏

k=n0

(1 − µkλ1) = 0 ⇔
∞∑

1

µk = +∞. (1.25)

Elle est donc assurée siµk ≈ 1/k, mais s’avère très lente (non géométrique) puisque
lim rn+1/rn = lim(1 − µnλ1) = 1. On vérifie par exemple quern = 1/n lorsque
µkλ1 = 1/k. Ceci illustre la lenteur de la décroissance vers0.

Algorithme à pas constantµ

Pour un pas constant, la récurrence (1.24) se résout en

Vn = (I − µR)nV0 ⇒ ||Vn|| ≤ β(µ)n||V0|| (1.26)

avecβ(µ) = ||I − µR|| = max
k

|1 − µλk|. La condition de convergence est donc ici

β(µ) < 1 ⇔ 0 < µ <
2

λmax(R)
=

2

λM
. (1.27)

On aura alors uneconvergence linéaire de tauxβ(µ). Ce taux se calcule aisément en
remarquant que le maximum des|1 − µλi| ne peut être que1 − µλ1 ou µλM − 1,
la séparation se faisant pour l’égalité :µ = µopt = 2

λ1+λM
, le taux de convergence

optimal est donc

βopt = β(µopt) =
λM − λ1

λM + λ1
=
C − 1

C + 1
avecC = cond2(R) =

λM

λ1
. (1.28)

La conclusion, particulièrement importante du point de vuedes applications temps
réel, est donc quela vitesse de convergence du gradient à pas fixeµ est fortement
dépendante à la fois du choix du pas de calculµ, et du conditionnementde la matrice
d’autocorrélationR qui limite la vitesse maximale possible.
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Courbe d’apprentissage du Gradient

Au lieu de caractériser la convergence de l’algorithme par l’écart ||Vn||, il est
fréquent de le faire par la courbe de décroissance versJmin de la fonction de coût
J(n) = J(wn). La fonction de coût quadratique s’écrit

J(n) = J(wn) = Jmin + V T
n RVn.

On décompose la matriceR dans sa base propre orthonorméeR = QΛQT , on définit
le filtre réduitωn = QVn , etγi = 1 − µλi les v.p. deI − µR. On obtient

J(n) − Jmin = ωT
n Λωn =

M∑

i=1

λiω0(i)
2γ2n

i , (1.29)

cette courbe est donc un mélange d’exponentielles (les différentsmodespropres, de
tauxγ2

i ). Quandn → ∞, la partie prépondérante est donnée par le|γi| maximum, et
la constante de tempsde l’algorithmeτ est définie par

J(n) − Jmin ≈ A.e−n/τ = λkω0(k)
2β2n ⇒ τ =

−1

2 logβ
. (1.30)

CAS DU PETIT PAS: pourµ → 0, on aβ = 1 − µλ1 → 1 (convergence très lente)
et log(1 − µλ1) ≈ −µλ1, doncτ ≈ 1

2µλ1
. Les propriétés du (GD) à pas fixe sont

résumées dans le tableau suivant :

Condition de convergence 0 < µ < 2
λmax(R)

Taux de convergence β(µ) = max |1− µλi| < 1
Pas optimal µopt = 2

λ1+λM

Vitesse et conditionnement βopt = Cond(R)−1
Cond(R)+1

Constante de temps τ = −1
2 log β

, petit pas :τ ≈ 1
2µλ1

Tableau 1.1.Propriétés du Gradient déterministe à pas fixeµ

1.4.2. Newton et quasi-Newton

Les algorithmes de gradient ont une faiblesse irréductible: ils peuvent devenir très
lents si le Hessien est mal conditionné. Les méthodes newtoniennes visent à résoudre
ce problème. Pour une fonction de coût génériqueJ(θ) de classeC2, la méthode de
Newton résout par linéarisation le système d’équations non-linéaires∇J(θ) = 0. Cela
donne l’algorithme itératif suivant :

θk = θk−1 −∇2J(θk−1)
−1.∇J(θk−1). (1.31)
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Bien sûr, dans le cas d’une fonction de coût quadratique, il donne la solution exacte
du premier coup puisqu’il équivaut à la résolution des équations normales (1.12). Cet
algorithme est rapide, indépendamment du conditionnementdu Hessien, sa vitesse est
quadratique, c’est-à-dire que l’erreurǫk décroît selon une loi du typeǫk+1 ≤ Cǫ2k.
Revers de la médaille, il ne possède pas la propriété de descente, c’est-à-dire qu’il
n’existe pas de garantie de décroissance deJ(θ) au cours des itérations ; il risque
donc de diverger.

Pour cette raison, on le remplace par des algorithmes quasi-Newtoniens , qui réta-
blissent cette propriété de descente :

θk = θk−1 − µkSk∇J(θk−1) (1.32)

oùSk est une suite degains matriciels, matrices positives approchant∇2J(θ∗)−1. La
positivité des matricesSk garantit la propriété de descente, avec le choix des pas sca-
lairesµk adéquats, enfin la convergence vers l’inverse du Hessien donne une vitesse
asymptotique au moinssuperlinéaire(linéaire de tauxβk tendant vers0) , indépen-
dante du conditionnement du Hessien.

Illustrons cette démarche sur la méthode des moindres carrés : soitθn−1 la solution
des moindres carrés à l’itérationn− 1. On applique la méthode de Newton surJn(θ)
pour calculer la nouvelle itérationθn, on a

∇Jn(θ) = 2(Rnθ − rn) ∇2Jn(θ) = 2Rn

d’où le calcul du gradient

∇Jn(θn−1) = 2(Rnθn−1 − rn) = − 2

n
ϕnen

et la méthode de Newton donne ici la solution exacte en une itération :

θn = θn−1 +
1

n
R−1

n enϕn. (1.33)

Nous obtenons ainsi un algorithme de moindres carrés récursifs, qui est étudié au
chapitre 2 en détail.

On peut aussi l’interpréter comme une version stochastiqued’une méthode quasi-
Newton appliquée à la fonction d’EQM de WienerJ(θ) = E(en(θ)2) : en effet on a
1
2∇J(θ) = −E(enϕn), doncenϕn est une approximation stochastique de l’opposé
du gradient, tandis que par ergodisme des signaux à l’ordre2 on aura la convergence
R−1

n → R−1 = 1
2∇2J(θ)−1.

L’ approche newtonienne donne la solution exacte des moindres carrés dans le cas
(spécifique à Wiener-RIF) d’une fonction de coût quadratique. Appliquée à des si-
tuations plus générales (cf chapitre 3) elle donne un algorithme itératif approché. On
établit pour les méthodes quasi-Newton une vitesse de convergence au moins superli-
néaire, et en général quadratique (cf [Minoux 83]).
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1.4.3. Autres méthodes : gradient conjugué...

L’inconvénient des méthodes quasi-Newton est leur complexité spatiale et tempo-
relle importante enO(M2) par itération siM est la taille du vecteur de paramètres
à estimer. Il en va ainsi pour les moindres carrés récursifs3. Des alternatives inter-
médiaires entre les gradients et quasi-Newton sont utiles.Certaines sont développées
au chapitre 2 (méthodes de projection) ou au chapitre 4 (algorithmes rapides). Nous
citerons ici pour référence les algorithmes de Gradient-conjugué.

Le principe en est, pour une fonctionf quadratique de HessienA, de construire
enM itérations une suitedk de directions conjuguées (c’est-à-dire une base ortho-
gonale pour la métriquexTAx), et donc de résoudre exactement le problème linéaire
∇f(x) = Ax − b = 0 par combinaison linéaire itérative des directionsdk. Pour une
fonctionf quelconque, cela donne l’algorithme :

Algorithme de Fletcher-Reeves
1) Choixx0, direction initialed0 = −∇f(x0).
2) Itération :xk+1 = xk + µkdk avec le pasµk minimisantf(xk + µdk).

3) Nouvelle direction :dk+1 = −∇f(xk+1) + βkdk avecβk = ||∇f(xk+1)||2
||∇f(xk)||2 .

On établit pour cet algorithme une vitesse de convergence aumoins superlinéaire
enM étapes, voire quadratique enM étapes (donc facteurM de ralentissement par
rapport à quasi-Newton, cf [Minoux 83]).

1.5. Passage aux algorithmes adaptatifs et rôle de l’ergodisme

Les objectifs de l’adaptatif. Typiquement, l’adaptatif permet de poursuivre un
système linéaire qui varie au cours du temps. Les aspects nonstationnaires et non li-
néaires peuvent être liés : un système non linéaire dont le point de fonctionnement
varie peut être approché par un système linéaire évolutif. Il est bien sûr possible
d’étendre les procédures adaptatives aux problèmes d’estimation non linéaires. Nous
terminons ici, en l’illustrant sur le problème de base (filtrage de Wiener RIF), la dé-
marche générale de conception d’un algorithme adaptatif. Les phases détaillées de
construction et d’analyse des performances d’un tel système font l’objet du chapitre 2
pour le problème de base et du chapitre 3 pour le cas général.

La méthodologie pour passer d’un critère à un algorithme adaptatif se compose
des trois phases suivantes :

– formuler le problème en terme d’optimisation d’un critère,

– choisir un algorithme itératif «déterministe» pour la minimisation,

3. RLS : Recursive Least Squares
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– passer à une version stochastique de traitement en ligne des données.

Nous détaillons maintenant ces différentes étapes pour finalement aborder le rôle
de l’ergodisme dans le fonctionnement d’un algorithme stochastique.

1.5.1. Choix du critère à optimiser

L’objectif à atteindre peut être défini essentiellement de deux manières :

Choix d’une fonction de coût qui dépend des paramètres à estimer. Cette fonction
de coût doit être minimale lorsque ces paramètres atteignent leur valeur op-
timale. Comme la plupart des problèmes peuvent être formulés de cette ma-
nière et que cette approche permet d’exploiter directementles algorithmes clas-
siques de l’analyse numérique, il s’agit de la méthode la plus fréquemment uti-
lisée. Comme nous l’avons dit, le coût quadratique est le plus souvent retenu
du fait de la simplicité des algorithmes qui en découlent. Dans certains pro-
blèmes cependant, notamment des problèmes d’égalisation aveugle, l’utilisation
d’une fonction quadratique ne permet pas d’aboutir et il estindispensable d’uti-
liser d’autres coûts ; la mise en œuvre et l’étude des algorithmes obtenus s’en
trouvent considérablement compliquées. L’une des difficultés majeures, liée aux
coûts non quadratiques, réside dans l’existence de minima locaux dans lesquels
la procédure de recherche de minimum risque de s’égarer.

Choix d’une fonction d’erreur qui s’annule lorsque les paramètres à identifier at-
teignent leur valeur optimale. Dans cette optique, l’optimum est vu comme
un point stationnaire de l’algorithme adaptatif. Choisir une fonction d’erreur
constitue une méthode plus générale que choisir une fonction de coût. En effet,
tous les signaux d’erreur ne dérivent pas d’un potentiel alors que de tout po-
tentiel dérive un signal d’erreur4. Certains algorithmes de séparation de sources
par exemple ne peuvent pas être vus comme des procédures de minimisation,
ils sont uniquement définis à partir de leurs points stationnaires.

L’exemple suivant illustre le choix d’une fonction de coût ou d’une mesure d’erreur
dans le cas simple de l’estimateur de moyenne.

EXEMPLE 1 : ESTIMATION D’ UNE MOYENNE. SiXn est une suite i.i.d. de v.a. dont on souhaite
estimer la moyenne, la fonction de coût :

J (θ) = E (Xn − θ)
2 (1.34)

4. DansR
3 par exemple, une fonction à valeurs réelles dont le rotationnel est non nul ne dérive

pas d’un potentiel, on ne peut donc pas en rechercher les zéros par une méthode de minimisation
puisque ses minima n’annulent aucun gradient.
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est minimale lorsque∂J (θ) /∂θ = 0, c’est-à-dire lorsqueθ = θ∗ = E(Xn).

La fonction d’erreur :

H (θ,Xn) = Xn − θ

est nulle en moyenne pourθ = θ∗ = E (Xn), c’est à direE (Xn − θ∗) = EH (θ∗,Xn) = 0.
Ainsi, l’algorithme :

θn = θn−1 + µn E (Xn − θn−1)

atteint un état d’équilibre lorsqueθ est égal à la moyenne deXn. La stabilité de l’équilibre
est liée au fait que la fonctionJ (θ) est minimale enθ∗. De façon équivalente, la stabilité de
l’équilibre est liée au fait que∂ EH (θ,Xn) /∂θ = −1 ≤ 0 enθ∗.

1.5.2. Choix d’un algorithme déterministe d’optimisation

Les grandes classes d’algorithmes ont été données ci-dessus en section 1.4.
Le choix se fait essentiellement entre gradient et quasi-Newton, en fonction des
contraintes de temps de calcul et de complexité d’implémentation.

Prise en compte de contraintes

Une fonction de coût étant définie, il arrive fréquemment quedes contraintes sup-
plémentaires apparaissent dans un problème de minimisation. Les trajectoires des pro-
cédures de recherche de minimun doivent alors être astreintes à rester sur une certaine
variété : elles ne peuvent plus se déplacer librement dans latotalité de l’espace des
paramètres du filtre. L’utilisation d’une procédure telle que le gradient ne garantit
évidemment pas cette condition. La recherche de minimum sous contrainte est bien
connue, elle fait appel à la méthode de Lagrange. Dans le cas des algorithmes itératifs,
il est nécessaire de procéder au calcul différentiel sur desvariétés ou d’effectuer des
projections de façon à s’assurer que la trajectoire appartient toujours à la variété de
contrainte. A titre d’illustration, nous donnons maintenant quelques exemples d’utili-
sation courante.

EXEMPLE 2 : ALGORITHME DU GRADIENT SUR LA SPHÈRE UNITÉ EN ÉGALISATIONIl est
parfois nécessaire de ne pas modifier l’énergie globale contenue dans le signal. Dans ce cas, le
signal sortant de l’égaliseur doit être normé. L’une des façons d’utiliser l’algorithme du gradient
sous cette contrainte consiste à effectuer à chaque itération une opération du type :θn ←

θn
‖θn‖ .

Cette façon de procéder fonctionne à la condition que le signal d’entrée de l’égaliseur soit blanc.
Ceci n’est évidemment pas le cas en général, il faut donc assurer un blanchiment préalable (à
l’aide d’un prédicteur linéaire par exemple). Cette procédure de minimisation sous contrainte
a été introduite par [Benveniste ]. Elle a ensuite été utilisée par [Shalvi et Weinstein ] pour
construire un algorithme d’égalisation aveugle.
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Le problème des minima locaux

Lorsque le seul minimum de la fonction de coût choisie est celui qui correspond
à l’égaliseur optimal (ceci est en particulier le cas pour des fonctions convexes,a
fortiori pour les fonctions quadratiques), les algorithmes de minimisation classiques
conduisent à ce minimum.

En général, la fonction de coût choisie peut comporter des minima locaux. Dans
ce cas, l’utilisation des algorithmes précédents ne conduit pas forcément à la bonne
valeur pour l’égaliseur. Il n’existe aucune solution générale à ce problème. Seules
quelques astuces permettent de favoriser le bon fonctionnement de l’algorithme. Par
exemple, une initialisation judicieuse — proche du minimumglobal — de l’algo-
rithme ou bien encore la prise en compte de contraintes supplémentaires (judicieuse-
ment choisies, elles peuvent permettre d’améliorer la situation, voire parfois de sup-
primer les minima parasites).

1.5.3. Algorithme stochastique et estimation statistique

Abordons ici la phase finale : l’approximation stochastiquedu gradient. Repre-
nons pour cela l’exemple du gradient déterministe pour notre problème de base, défini
en (1.22). L’algorithme travaille sur la fonction d’EQM théoriqueJ(w) = E(e2n) et
utilise les statistiques des signaux, auto et intercorrélations (R,p). On peut aussi le
réécrire explicitement avec l’opérateur d’espérance mathématique

wn = wn−1 + µn E(enUn) (1.35)

et l’on voit qu’il ne s’agit pas encore d’un algorithme adaptatif de traitement des don-
nées en ligne. L’approximation stochastique va modifier l’expression exacte du gra-
dient− 1

2∇J(w) = E(enUn) en supprimant l’espérance mathématiqueE (non réa-
lisable sur les données) : ce qui revient à le remplacer par legradient instantané de
l’erreur − 1

2∇e2n = enUn. On obtient alors un algorithme de gradient stochastique
(étudié en détail au chapitre 2 — LMS —)

wn = wn−1 + µnenUn (1.36)

que l’on voit ici comme une version simplifiée de l’algorithme de moindres carrés
récursifs (1.33). Tous les deux utilisent ce gradient stochastique instantané. Nous ti-
rons de ces deux formes particulières, l’écriture d’une forme générale d’un algorithme
adaptatif.

La forme générale est donc itérative et traitant les données, à mémoire finie :

θn = θn−1 + µnH(θn−1, Xn). (1.37)

On voit apparaître les deux constituants essentiels de l’algorithme :
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– le vecteur d’étatXn ∈ Rd, mémoire finie incluant les données du passé et les
données interne à l’algorithme, nécessaires à l’itération,

– le champ de vecteurs de l’algorithme, fonction déterministeH(θ,X) à valeurs
dansRm

Le schéma de cet algorithme est donné par la figure 1.5.

Figure 1.5. Algorithme adaptatif pour identifierθ.

La caractéristique principale est le caractère aléatoire de la suiteθn générée par
l’algorithme, directement dirigée par les données aléatoires traitées. La fluctuation
aléatoire liée à l’approximation stochastique s’ajoute ici à l’approximation numérique
du paramètre optimalθ∗ par l’algorithme déterministe. Le lien entre le comportement
des algorithmes déterministe et stochastique est évidemment le problème crucial et
difficile du traitement adaptatif : il fait l’objet des chapitres 2 et 3.

Pour l’étude des performances de tels algorithmes stochastiques, il est utile de
les interpréter comme la construction d’une suiteθn d’estimateurs du vecteur dé-
terministe objectifθ∗. On s’intéresse donc à différentes propriétés de ces estimateurs
statistiques :

Convergence (ou consistance) : θn → θ∗ (au sens p.s. ou m.q.)

Erreur quadratique, covariance : Γn = E((θn − θ∗)(θn − θ∗)T )

Efficacité asymptotique : Γn → In(θ)−1 (Borne de Cramer-Rao)

Normalité asymptotique :
√

(n)(θn − θ∗) → N (0,Γ) (Tendance vers une loi nor-
male, théorème de limite centrale)

Pour les méthodes générales d’estimation statistique, voir [Dacunha-Castelle 82]
et [Monfort 80].
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1.5.4. Le lien entre point de vue déterministe et probabiliste : l’ergodisme.

On espère que l’algorithme adaptatif, version stochastique d’un algorithme déter-
ministe, atteindra asymptotiquement le même comportementoptimal pour le filtrage
des données. Ceci ne peut se produire que si lesmoyennes temporellesréalisées par les
itérations de l’algorithme convergent vers le vrai gradient, en réalisant l’opérateurE
d’espérance mathématique qu’on a supprimé. Ce sont donc lespropriétés d’ergodisme
des signaux aléatoires traités, généralisant laloi des grands nombreschère au statis-
ticien, qui seront déterminantes. Nous en résumons ici les principales variantes, qui
seront utilisées dans les études de performances des algorithmes développées dans la
suite de l’ouvrage. On se limite ici au cas de signaux scalaires et stationnaires, ceci se
généralise aux cas vectoriels et non-stationnaires.

Ergodisme de la moyenne

Le signal traité est modélisé par un processus aléatoirex : Z × Ω → C défini
sur l’espace de probabilitéΩ. On le suppose ici centré, et stationnaire au sens large
(invariance par translation du moment d’ordre 2 :Γx(n, n− p) = γx(p)), ou au sens
fort (invariance par translation de la loi du processus). Ona alors le théorème de base
[Dacunha-Castelle 82]

THÉORÈME.– Ergodisme au premier ordre

L’estimateur empirique de la moyennêmx(n) = 1
n

n∑
1
xk est non biaisé. Il est

convergent en m.q. si et seulement si la densité spectrale
◦
γx(ν) ne présente pas de

raie en 0, et alors on a

var(m̂x(n, ω)) ≈ 1

n

∑

p

γx(p) =
1

n

◦
γx(0) quand n→ +∞. (1.38)

Ergodisme du second ordre

On a vu que la plupart des traitements optimaux envisagés réalisent de l’ELMQ,
et utilisent les statistiques d’ordre deux des signaux. Donc la propriété minimale d’er-
godisme requise pour la convergence des algorithmes adaptatifs est l’ergodisme au
second ordre (ou ergodisme de la covariance) au sens fort ou faible défini par

1

n

n∑

k=1

xkx
∗
k−p → E(xkx

∗
k−p) = γx(p) p.s. ou m.q.. (1.39)

Pour obtenir ce résultat, il suffit d’appliquer le théorème précédent sur le processus
produityn = xnx

∗
n−p. Il faut donc connaître ses propriétés à l’ordre deux, c’est-à-

dire les moments d’ordre quatre dex. Un théorème plus fort de [Doob 52] s’applique
aux signaux à corrélation décroissant vers 0.
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THÉORÈME.– [Doob 52]
(i) Si la corrélation deyn tend vers0 à l’infini assez vite :

|γy(m)| ≤ C

mα
pour unα > 0

l’estimateur de la corrélation̂γx(p) = 1
n

n∑
1
yk est consistant

γ̂x(p) → γx(p) p.s. et m.q. (1.40)

(ii) si de plus(xn) est gaussien, l’ergodisme p.s. équivaut à

1

n

n∑

1

|γx(k)|2 → 0 ⇔ la dsp
◦
γx(ν) ne possède aucune raie. (1.41)

On vérifie facilement la propriété (1.39) sur des signaux quasi-périodiques (à am-
plitude non aléatoire) tandis que les conditions de (1.40) sont vérifiées par les signaux
AR, ARMA (filtrées de bruit blanc par un filtre rationnel stable), et plus généralement
les processus à représentation markovienne stable (du typede Kalman (1.6) ).

Processus ergodique

On peut définir une notion d’ergodisme plus forte, liée à la loi de probabilité com-
plète du processus et non plus à ses moments. Pour un processus aléatoire strictement
stationnaire(xn)n∈Z, le point de vue général de la théorie ergodique s’applique à
l’espace de probabilité{Ω, P} associé au processus (espace des suites numériques
ω = (xn)n∈Z), avec la transformation S qui est le décalage temporel (le retard) :
Sxn = xn−1 pour laquelle la probabilitéP est invariante. On a alors le théorème
ergodique.

THÉORÈME.– [Birkhoff 1931]
Pour toute fonctionf ∈ L1(Ω), les moyennes temporelles existent : soitω = (xn) ∈ Ω

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f(xk) = f(ω) existe p.s. (1.42)

et l’on dira que le processus estergodiquesi ces moyennes temporelles sont
constantes, indépendantes de la réalisationω du processus. On montre que ceci équi-
vaut à la propriété suivante pour les événementsA deΩ :

A invariant : ∀n, P(A∆SnA) = 0 ⇒ P(A) = 0 ou1.

L’ergodisme est lié à des propriétés d”indépendance asymptotique ou de mélange.
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Indépendance asymptotique, mélange

La loi forte des grands nombres (LGN) s’applique évidemmentà un processus
indépendant, ou bruit blanc fort. Elle s’étend comme on l’a vu ci-dessus à des
cas de dépendance décroissant à l’infini. Diverses caractérisations peuvent en être
données, qui peuvent d’ailleurs s’appliquer à des processus non-stationnaires. Citons
les principales utilisées dans l’étude de convergence des algorithmes adaptatifs.
Elles sont toujours liées à une mesure de la dépendance entreles tribus du passé
Bn = σ(xk, k ≤ n) et du futurFn = σ(xk, k ≥ n). Pour un événementB, on note
B(n) = S−nB l’événement décalé dans le futur den.
M-indépendance :

n ≥M ⇒ Bk est indépendante deFn+k. (1.43)

Indépendance asymptotique :

ρ(n) = sup{ρuv, u ∈ L2(B0), v ∈ L2(Fn)} → 0 si n→ ∞. (1.44)

Mélange :

∀A,B ∈ B∞ : P(A ∩B(n)) → P(A)P(B) si n→ ∞. (1.45)

Notes

Nous avons abordé les grandes classes de problèmes d’optimisation qui vont inté-
resser le traiteur de signal, soit dans un but defiltrage optimaldes signaux, soit dans
un but demodélisation paramétriquedes signaux.
La démarche la plus couramment utilisée est celle dufiltrage de Wiener transverse
(RIF), car elle conduit au problème simple de minimisation d’une fonction quadra-
tique, équivalent à la résolution d’un système linéaire. Son traitement adaptatif fait
l’objet du chapitre 2.

Nous avons vu cependant d’autres types de représentation des filtres et des signaux,
qui peuvent apporter des performances meilleures avec une économie de paramètres
ou d’intéressantes propriétés de découplage des paramètres : ces méthodes conduisent
à la minimisation de fonctionsnon quadratiquespar rapport aux paramètres. Le trai-
tement adaptatif de ces situations générales fait l’objet du chapitre 3.

Pour un panorama large des problèmes et méthodes optimales en traitement du
signal, on se reportera à [Orfanidis 85]. Des développements sur les méthodes adap-
tatives en signal sont dans [Bellanger 85], [Widrow85], et une référence essentielle
pour l’identification adaptative dans des contextes très généraux (modélisation, auto-
matique et contrôle) est [Ljung 83].
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Les outils essentiels de probabilités et statistique utiles sont dans [Bremaud 84],
[Dacunha-Castelle 82] et [Monfort 80]. Pour les algorithmes d’optimisation en Ana-
lyse Numérique, on trouvera le point de vue algorithmique dans [Minoux 83], et une
approche plus mathématique dans [Ciarlet 85]. Les fondements de la théorie des pro-
cessus aléatoires, notamment stationnaires, sont dans lesréférences classiques [Cra-
mer 67] [Doob 53] et [Gikhman ]. On y retrouvera les principaux résultats concernant
l’ergodisme, dont un résumé est fait dans [Crepel 81].
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Chapitre 2

Algorithmes pour le filtrage adaptatif RIF

CONTENU.– Ce chapitre développe les deux grandes classes d’algorithmes adapta-
tifs pour traiter en ligne le problème de base du filtrage de Wiener transverse ou RIF.
Celles-ci sont issues des deux approches des méthodes numériques d’optimisation rap-
pelées au chapitre 1 : méthodes de gradient, qui donneront ici l’algorithme LMS et ses
variantes, méthodes newtoniennes qu’on obtiendra ici par la méthode des moindres
carrés et le RLS. Les variantes intermédiaires (blocs, treillis, projection) sont dévelop-
pées. On étudie aussi la convergence des algorithmes et leurs performances comparées
dans des contextes stationnaires. La capacité de poursuiteen situation non-stationnaire
sera abordée dans le contexte général du Chapitre 3.

2.1. Gradient stochastique

Le problème à traiter est le filtrage de Wiener d’ordre finiM (voir section 1.3.1).
On cherche le vecteur du filtre transverse d’ordreM défini par l’EQM minimale :
w∗ = Argmin J(w) avec

J(w) = E[e2n] = σ2
x − 2pTw + wTRw (2.1)

L’algorithme LMS est une approximation stochastique de l’algorithmedu gradient
déterministe (GD)(1.22) appliqué à la minimisation de la fonction de coût quadratique
J(w) : celui-ci a été étudié en détail au Chapitre 1 (voir section 1.4.1) .

Remarque: l’appellation LMS consacrée dans la littérature, issue del’anglais
(Least Mean Square), se réfère uniquement au but de l’algorithme (minimiser l’écart

Chapitre rédigé par François MICHAUT et André GILLOIRE et Pascal SCALART.
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quadratique moyenJ(w)) et pas du tout à sa nature. L’appellation correcte est donc
celle de Gradient stochastique (GS) qui explicite la doubleorigine de l’algorithme
(méthode de gradient et approximation stochastique).

La démarche et la dénomination mêmed’approximation stochastique, ont été in-
troduites au départ par [Robbins, Monro 51] sur un problème statistique d’estimation
de la moyenne d’une fonction de variable aléatoire monodimensionnelle. L’applica-
tion au contexte du filtrage optimal de Wiener est sensiblement plus complexe à ana-
lyser : c’est un aspect paradoxal de cet algorithme, dont la mise en œuvre effective
et l’efficacité pratique ont été développées de longue date par les ingénieurs alors que
l’obtention de résultats mathématiques de convergence estplus tardive et nécessite des
techniques difficiles.

2.1.1. Le gradient stochastique : LMS

Le passage de l’algorithme du (GD) (1.22) à un algorithme adaptatif (ou stochas-
tique) de traitement en ligne des données passe par l’élimination de l’opérateurE
d’espérance mathématique : c’estl’approximation stochastique du gradient, qui re-
vient aussi à remplacer le gradient de l’EQM par le gradient de l’erreur quadratique
instantanée∇e2n = −2enU(n). L’ exemple très simple d’estimation d’une moyenne
(Chapitre 1, p34) met en évidence le lien entre cette démarche récursive et la loi des
grands nombres utilisée par le statisticien pour une estimation en bloc de l’espérance :
ici c’est l’algorithme stochastique qui réalisera au coursdes itérations le moyennage
des données.

Estimation récursive deE(Xn)

Soit une suite de variables aléatoires de même loi(Xn)n>0. Sous des conditions
d’ergodisme (indépendance asymptotique entreXm etXm+n sin→ ∞), l’estimateur
empirique de la moyenne sera convergent :

Mn =
1

n

n∑

k=1

Xk → a = E(Xn) p.s. sin→ ∞

On peut aussi l’ estimer en minimisant le coût quadratiqueJ(θ) = E[(Xn − θ)2].
On résout ce problème d’optimisation par la méthode du gradient stochastique : ici le
gradient est la dérivéeJ ′(θ) = −2 E(Xn − θ), on se déplacera dedk = Xk − θ, ce
qui donne l’algorithme à pas décroissantµn = 1

n

θn = θn−1 + µn(Xn − θn−1) =
n− 1

n
θn−1 +

Xn

n
= Mn si θ0 = 0 (2.2)

On voit sur cet exemple que le gradient stochastique redonneici le meilleur estimateur
possible à savoir lamoyenne empirique d’échantillon.
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L’algorithme LMS

On met le (GD) (1.22) sous forme d’espérance, à partir des définitions deR etp :

1

2
∇J(w) = Rw − p = E((UT

n w − xn)Un) = −E(enUn)

et on obtient par approximation stochastique du gradient

LMS wn = wn−1 + µnenUn (2.3)

Cet algorithme est d’une grande simplicité, ce qui en fait leplus populaire des algo-
rithmes adaptatifs. Sacomplexitéest deM multiplications par itération (soit autant
que le filtrage lui-même). On distinguera deux mises en œuvredistinctes :

– Algorithme à pas décroissant :µn → 0 lorsquen→ ∞

– Algorithme à pas constant :∀n, µn = µ > 0

Illustrons le LMS sur un exemple d’application [ ALE Adaptive Line Enhancer] : c’est
le problème de l’extraction d’un signal périodique dans un signal à bande large . Dans
la simulation présentée Figure 2.1, le signal est le suivant:

xn = sin(0.1 ∗ n) + bn bn bruit blanc de varianceσ2 = 2, un = xn−1

et on calcule le filtre optimal de Wiener H d’ordreM = 100. Les résultats en terme
de puissances des erreurs d’estimation sont les suivants :

Erreur WienerE(sn − zn)2 = 0.04 Gain en RSB :50
Erreur LMS E(xlms − sn)2 = 0.08 Gain en RSB :25

Le pas de calcul pour le LMS estµ = 10−4. Le gain en RSB de Wiener est donc
de 50, tandis que celui du LMS est de 25 : ceci pourrait évidemment être amélioré en
diminuant le pasµ et augmentant la taille n pour mieux faire converger le LMS vers
l’optimumw∗ de Wiener.

2.1.2. Convergence du LMS

Pour analyser la convergence du LMS, on introduit l’erreur de filtreVn = wn−w∗,
solution de la récurrence linéaire (à coefficients matriciels, aléatoires, non station-
naires) :

Vn = (I − µnUnU
T
n )Vn−1 + µnbnUn (2.4)

On peut interpréter ce système d’erreur du LMS comme un système dynamique li-
néaire, de matrices de transitionAn = I − µnUnU

T
n , excité par l’entrée externe
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Figure 2.1. Extraction de sinusoïde par Wiener et LMSM = 100
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vectorielle aléatoireCn = bnUn pondérée parµn. Rappelons qu’icibn est le bruit de
sortie du filtre optimal de Wiener, caractérisé par la décorrélationE(bnUn) = 0, donc

Vn = AnVn−1 + µnCn avecE(An) = R E(Cn) = 0 (2.5)

La solution de cette récurrence linéaire s’écrit à l’aide des matrices de transition itérées

Πn,k = AnAn−1...Ak+1 =
n∏

j=k+1

Aj si k ≤ n, etΠn,k = I si k ≥ n :

Vn = Πn,0V0 + Λn avec Λn =

n∑

1

Πn,kµkCk (2.6)

Ceci fait apparaître clairement les deux composantes de cette erreur :

– le transitoire Πn,0V0, effet de mémoire des conditions initiales, solution
homogène de (2.4)

– lafluctuationΛn, effet cumulé de l’excitation aléatoireCn, solution à conditions
initiales nulles de (2.4)

Dans l’hypothèse d’indépendance des processus (un) et (bn), on déduit de (2.6) que
E(Λn) = 0 : la fluctuation est de moyenne nulle, après le transitoire leLMS est
non-biaisé. Dans le cas général, il y a un biais du LMS et le lien entre trajectoire
déterministe du (GD) et trajectoire aléatoire du LMS sera précisé au Chapitre3.

On ne peut espérer une convergence vers0 de l’erreurVn que si la puissance
moyenne d’excitationPn = E(||Cn||2) = µ2

nJmin Tr(R) → 0 lorsquen → ∞, càd
pour l’algorithme à pas décroissant. Nous étudierons d’abord celui-ci, permettant d’at-
teindre strictement la performance optimale de Wiener dansun contexte stationnaire.

Convergence p.s. du LMS à pas décroissant

Des résultats généraux de convergence du LMS, sous des hypothèses réalistes de
dépendance des signaux traités, ont été obtenus par [Farden81] puis [Eweda-Macchi
84]. Nous donnerons le second résultat, en élargissant ses hypothèses applicables à
des signaux stationnaires.

THÉORÈME.– (Eweda-Macchi 84)
Si le processus conjoint{un, bn} est strictement stationnaire et ergodique, possède des
moments finis jusqu’à l’ordre4 avec une matrice de covarianceR = E(UnU

T
n ) > 0,

on a pour la suite (wn) du LMS(2.3)à pas décroissantµn = A
B+n

wn → w∗ avec probabilité1 (2.7)
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L’hypothèse ergodique signifie que la tribu asymptotique (événements invariants par
translation temporelle) est constituée d’événements de probabilité0 ou 1 : elle est
impliquée par les hypothèses de corrélation décroissanteγy(p) = O(|p|−α) don-
nées dans [Eweda 84], mais vaut plus largement aussi pour desprocessus quasi-
déterministes dont la corrélation est infinie.
La condition requise est en fait que tous les processus d’ordre deux sur les données
{xnun−i, ||xnUn||, unun−i} vérifient la loi forte des grands nombres.

En conclusion, pour toutes les classes de signaux rencontrées en pratique, l’algo-
rithme LMS converge en contexte stationnaire vers l’optimum du filtre de Wienerw∗.
La vitesse de cette convergence est donnée par celle du (GD),étudiée en section 1.4.1.

Stabilité exponentielle du transitoire du LMS à pas fixeµ

On se place maintenant dans le cas du LMS à pas fixeµ > 0 : on sait qu’il ne
permettra plus une convergence stricte vers l’optimumw∗, mais lui seul permettra
l’adaptativitédu système, la capacité de suivre en permanence les variations tempo-
relles lentes des signaux ou systèmes traités. C’est donc toujours cet algorithme qui
sera mis en œuvre dans les applications réelles. On sépare l’étude du comportement
entre le transitoire et la fluctuation résiduelle.

On développeΠn,m =
n∏

j=m+1

(I − µUjU
T
j ) en notantFj = UjU

T
j :

Πn,m = I −
∑

j

µFj +
n−m+1∑

q=2

(µq
∑

i1<i2<...<iq

Fi1 ...Fiq ) (2.8)

on montre ensuite que les termes d’ordre 2 et plus enµ sont négligeables devant les
deux premiers : la convergence est donc guidée par||I−∑

j

µFj || = 1−µλmin(
∑
j

Fj)

pour des pas suffisamment petits. On voit que la stabilité exponentielle sera liée à une
propriétéd’excitation persistantedu signalun, s’exprimant sous une forme détermi-
niste ou probabiliste du type

∀m λmin(
m+N∑

j=m+1

UjU
T
j ) ≥ δ > 0 ou λmin(E(UjU

T
j )) ≥ δ (2.9)

Par exemple pour le cas déterministe [Solo 95 p142]), si on suppose le signal borné
selon||Fi|| < M , on déduit de (2.8) que

||Πk+N,k|| ≤ ||I − µ

k+N∑

k+1

Fi|| +
N∑

2

(µMN)j

j!
≤ 1 − µ

δ

2
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à condition de prendreµ < min(1/MN, 1/δ, δ/(2M2N2)). Il en résulte la conver-
gence exponentielle du transitoire du LMS avec un tauxβ = (1 − µ δ

2 )1/N .

Pour des signaux aléatoires, ces propriétés sont des conséquences de la station-
narité, de la positivité de la covarianceR = E(UnU

T
n ) > 0, et de l’ergodisme. On

obtient alors le théorème suivant (cf [Bitmead 83], [Bitmead, Anderson 86]).

THÉORÈME.– Stabilité exponentielle du transitoire LMS
Si (un) est strictement stationnaire et ergodique, de covarianceE(UnU

T
n ) = R > 0,

si on a l’une des deux hypothèses
(H1) Signal borné||Un|| < B etµ < µ0 = 2/B2 ou
(H2) (un) possède des moments finis de tous ordres etµ < µ0

il y a stabilité exponentielle du transitoire, p.s. de taux1 − µλmin(R) et en m.q. :

∀µ < µ0 ∀α < λmin(R), ∃K > 0 : ||Πn,0|| ≤ K(1 − µα)n p.s.

∃C2, δ2 > 0 : ∀µ < 1/δ2 E(||Πn,0Un||2)1/2 ≤ C2(1 − µδ2)
n (2.10)

Ceci montre que le transitoire du LMS, pourµ assez petit, convergera encore vers0
en suivant d’assez près la trajectoire du (GD) associé. Par ailleurs, des résultats de sta-
bilité exponentielle pour les moments de||Πn,0|| ont été obtenus par [Eweda-Macchi
83]. Ces majorations s’étendent aux matricesΠn,k et servent ensuite à contrôler la
fluctuation du LMS.

Fluctuation résiduelle du LMS et EQMR

On se place ici dans les hypothèses de stabilité exponentielle du transitoire. Il est
naturel de s’attendre à ce que la fluctuationΛn du LMS donnée par (2.6) converge
vers une loi asymptotique stationnaire de variance finie proportionnelle au pas de cal-
cul µ : c’est le meilleur résultat que l’on puisse attendre, puisqu’il ne peut y avoir
de convergence stricte en raison de l’excitation aléatoirepermanente du système. On
notera dans la suite||X ||2 = E(||X ||2)1/2 la norme quadratique du vecteur aléatoire
X . On réécrit la fluctuation sous la forme

Λn =

n∑

1

Πn,kdk =

n−1∑

0

Πn,n−kdn−k avecdk = µbkUk

La version stationnaire de la fluctuation sera obtenue par lalimite (àn fixé)

Zm
n =

m∑

0

Πn,n−kdn−k → Zn =

∞∑

0

Πn,n−kdn−k p.s. et en m.q. (2.11)
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On a par (2.10)||Πn,n−kdn−k||2 ≤ µC2(1 − µδ2)
k d’où

∞∑

0

||Πn,n−kdn−k||2 ≤ C2

δ2
⇒ Zm

n → Zn m.q.

de plus||Zm
n − Zn||2 ≤ C2

δ2
(1 − µδ2)

m, donc

∞∑

m=0

||Zm
n − Zn||22 <∞ ⇒ Zm

n → Zn p.s.

Par le même raisonnement sur l’écart||Λn − Zn||2, on obtient le résultat suivant.

THÉORÈME.– [Bitmead 83],[Solo 89]
S’il y a stabilité exponentielle du transitoire (p.s. et en m.q.), si l’excitationbnUn

possède des moments d’ordre 2, la fluctuationΛn du LMS donnée par(2.6)converge
p.s., en m.q. et donc en loi vers lafluctuation stationnaire

lim
n→∞

||Λn − Zn|| = 0 p.s. , m.q. avecZn =

∞∑

0

Πn,n−kdn−k (2.12)

ERREUR D’ AJUSTEMENT DU LMS.– Il est pratiquement utile de pouvoir mesurer
l’effet de la fluctuation sur l’erreur quadratique du LMS. Pour le faire facilement à
partir des résultats ci-dessus, on partira de [Macchi-Bellanger 87] avec une hypothèse :

(H3) "Régression linéaire": le bruit(bn) est blanc et indépendant du signal(un)
(2.13)

Ceci est vrai dans les applications du type Annulation d’écho, Identification de sys-
tème linéaire. On a alors orthogonalité de la suite{Πn,kbkUk}k de la fluctutation
(2.6). On en déduit, par stationnarité :

E(||Λn||2) = µ2Jmin

n∑

k=1

E(||Πn,kUk||2) = µ2Jmin

n−1∑

j=0

E(||Πj,0U0||2

d’où, par croissance deE(||Λn||2) et majoration exponentielle du moment d’ordre2

E(||Λn||2) → F (µ) ≤ µK2 (2.14)

On a donc stabilité en m.q. de la fluctuation du LMS, pour un pasµ < µ0 = 1/δ2, et
une erreur quadratique de fluctuation stationnaire proportionnelle au pas de calculµ.

Une fois passé le transitoire, cette fluctuation résiduellestationnaire du filtre LMS
va entraîner unexcès d’erreur quadratique moyennepour les signaux filtrés :

en = xn − wT
n−1Un = xn − UT

n w
∗ − ΛT

n−1Un = bn − fn
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oùfn = ΛT
n−1Un est le signal d’erreur de fluctuation.

DÉFINITION.– L’erreur quadratique moyenne résiduelle (EQMR) du LMS est

EQMR δ2 = lim
n→∞

E(f2
n) = E[(UT

n Zn−1)
2] (2.15)

et représente l’excès d’eqm obtenu en stationnaire par le LMS par rapport auJmin

de Wiener. L’erreur d’ajustement est le nombreM = EQMR
Jmin

< 1, il représente en
pourcentage la perte d’optimalité par rapport à Wiener.

La combinaison de la convergence en m.q. (2.14) et du calcul récurrent de
E(||Λn||2) à partir de (2.6), associé aux hypothèses d’indépendance entre bn et{un},
donne l’évaluation asymptotique

δ2 =
µ

2
Jmin Tr(R) + µE(f2

n||Un||2) (2.16)

Cette équation définit implicitement la valeur de l’EQMR. Onpeut en tirer une valeur
ou majoration explicite dans les cas suivants :

– Signal borné :|un|2 < B, un de loi uniforme sur[−
√
B,+

√
B] et doncMB =

3Mσ2
u = 3 Tr(R). Alors

δ2 ≤ µ
Jmin Tr(R)

2 − µMB
pourµ <

2

MB
=

2

3 Tr(R)

– Cas général : on majore le second terme de (2.16) par l’inégalité de Schwarz, on
obtient les mêmes expressions que ci-dessus en prenantM2B2 = E(||Un||4).m4/σ

4

(moments de la loi asymptotique stationnaire defn)

– Cas du petit pas :µ→ 0 , on obtient par D.L.

δ2 =
µ

2
Jmin Tr(R) + o(µ) (2.17)

Pour la mise en œuvre de l’algorithme, on devra gérer un compromis pour le choix de
µ : une adaptation rapide (transitoire court) exigeµ le plus grand possible (compatible
avec la stabilité), alors que la précision liée à la réduction de l’EQMR nécessiteµ→ 0.

Remarque: la borne supérieureµ0 admissible pour la stabilité en m.q. de la fluc-
tuation n’est établie de façon exacte que dans le cas du signal borné, où elle a la forme
µ0 = 2

3Tr(R) : elle est nettement plus contraignante que celle établie pour le (GD)

(1.27). On trouve en général dans la littérature la borneµ0 = 2
Tr(R) , qui ne peut s’éta-

blir que sous "l’hypothèse classique d’indépendance" (toujours fausse pour le filtrage
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adaptatif d’ordreM > 1) [Widrow 76]. La vraie borneµ0 dépend de façon com-
plexe de la statistique des signaux, on garantira en pratique la stabilité m.q. par un pas
µ < 2

α Tr(R) avecα ≥ 3.

Estimation déterministe asymptotique sur la fluctuation duLMS

Pour s’affranchir de l’hypothèse (H3) donnée en (2.13), quiest fausse dans beau-
coup de cas du filtrage de Wiener, le résultat le plus général aété établi par [Solo 89]
en se restreignant au cas du signal borné, et en adoptant une démarche d’estimation
déterministe sur une trajectoire (plutôt que probabilistemoyenne) conforme au point
de vue de l’utilisateur (qui ne dispose que d’une réalisation). De plus cette démarche
de "moyennage déterministe" s’étend à des algorithmes trèsgénéraux (cf Chapitre 3).

On notee0(n) = bn−UT
n Zn l’erreur d’estimation stationnaire du LMS. On obtient

le théorème suivant, généralisant (2.17) .

THÉORÈME.– [Solo 89]
On suppose les signaux(xn, un) strictement stationnaires et vérifiant les hypothèses :
(S1) Signal borné||Un||2 < B etµ < 2/B
(S2)Un est un processus "purement non déterministe" (puissance del’innovation à
passé infiniσ2

ε > 0)
Alors l’erreur quadratique moyenne (déterministe) du LMS converge p.s. :

lim
N→∞

1

N

N∑

1

e2k = E(e0(n)2) = Jmin(1 +
µ

2
mf Tr(R)) +O(µ2) (2.18)

avecM = E(b2n||Un||2) et

f =
M

Jmin Tr(R)
m = 1 − 2

M

∞∑

1

E(bk+1b0U
T
k+1Πk,0U0)

On notera que sous l’hypothèse(H3), on retrouvem = f = 1 et donc l’évaluation
(2.17).

Simulations et compromis vitesse-précision du LMS

Les simulations ci-dessous illustrent le compromis vitesse-précision et la borne de
stabilité en m.q. du LMS, en évaluant l’EQMR selonµ, sur50 réalisations. Le modèle
simulé est l’AR2, de paramètres

a1 = 0.5562, a2 = −0.81, Jmin = 0.3114, Tr(R) = 2, nstat = 50

Les résultats sont donnés dans le tableau (2.1) et la figure 2.2. On y constate
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Figure 2.2. LMS : vitesse et EQMR selonµ

– divergence à partir deµ = 0.35, correspondant àα = 3

– puis amélioration de l’estimation de w* jusqu’àµ = 0.02, avec stabilisation de
l’eqm surW (lim varW) à6 × 10−3 et de l’eqm à0.316 : l’erreur d’ajustement est
alors de l’ordre de2 × 10−2 correspondant à l’évaluation théorique du "petit pas"
M = µ

2Mσ2
u = 2 × 10−2 pourµ = 0.02 (M = 2, σ2

u = 1),

– pourµ < 0.02, n = 500 est inférieur au temps du transitoire et l’erreur aug-
mente.

On remarquera aussi la robustesse du LMS et sa tendance à l’auto-stabilisation
en cas de début d’instabilité liée à un pasµ trop grand : voir sur la figure le cas
(a). Cependant, en implémentation virgule fixe, ces bouffées d’instabilité risquent de
conduire à un débordement de capacité, et sont donc à éviter.

µ E(w1) E(w2) lim varW EQM
0.4 5.1699 −1.2438 4.7104 1.027105

0.35 1.7587 −0.7156 9.2103 1.847104

0.30 0.4948 −0.6338 11 27.85
0.20 0.5284 −0.6926 0.88 2.983
0.10 0.5284 −0.6926 4.110−2 3.45910−1

0.05 0.5438 −0.7575 1.910−2 3.3010−1

0.02 0.5640 −0.7923 6.110−3 3.16810−1

0.01 0.5243 −0.7641 7.410−3 3.16510−1

0.005 0.4054 −0.6325 6.110−2 3.46910−1

Tableau 2.1.
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En conclusion, le tableau ci-dessous résume les propriétésprincipales du LMS à
pas fixeµ, utiles pour les choix d’implémentation de l’algorithme.

Stabilité en m.q. 0 < µ < 2
α Tr(R)

α ≥ 3

Stabilité exponentielle du transitoire Tauxβ(µ) = 1− µλmin(R) < 1
Erreur quadratique stationnaire lim E(||Λn||

2) ≤ µJminC

EQMR δ2 = µ Jmin Tr(R)
2−µα Tr(R)

Cas du petit pas :µ→ 0 δ2 = µ
2
Jmin Tr(R) + o(µ)

Tableau 2.2.Propriétés du LMS à pas fixeµ

2.1.3. Variantes du LMS : NLMS, formes par blocs

L’algorithme du gradient stochastique normalisé et le NLMS

Le tableau 2.2 rappelle que la stabilité en MQ de l’algorithme LMS est dépendante
de la trace de la matrice de covarianceR du signal d’excitationun. Cette propriété
a une incidence pratique importance car le filtrage adaptatif a souvent à traiter des
signaux d’excitation de puissance non constante, comme l’est par exemple le signal
de parole. Il en résulte qu’assurer la stabilité en MQ de l’algorithme pour ce type de
signaux nécessite le réglage permanent du pasµ afin que celui-ci soit maintenu dans
le domaine adéquat.

Un moyen simple d’obtenir ce résultat est de normaliser le pas par la variance
du signal d’excitation, supposée connuea priori ou estimée sur les échantillons de ce
signal. On définit ainsi l’algorithme du gradient stochastique normalisépar l’équation
d’adaptation suivante :

wn = wn−1 +
µ

β var(un)
enU(n) (2.19)

oùvar(un) représente la variance de l’excitation.β est un coefficient constant ; on
notera que d’après l’analyse précédente du LMS, le choixβ ≥ 3M

2 garantit la stabilité
en MQ de l’algorithme au moins pour une excitation de distribution uniforme.

Dans la pratiquevar(un) est une estimation empirique de la variance. Deux esti-
mateurs, désignés par la fenêtre de pondération des données, sont traditionnellement
employés :
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L’estimateur à fenêtre rectangulaire

var(un) =
1

N

N∑

i=1

un−i+1
2 (2.20)

L’estimateur à fenêtre exponentielle

var(un) = (1 − λ)

N∑

i=1

λn−iu2
i (2.21)

Sous l’hypothèse que l’excitation est centrée, ces quantités sont des estimations
non biaisées (asymptotiquement non biaisée pour (2.21)) dela variance théorique
E(u2

n). On notera que le choix approprié de la taille de fenêtreN ou du facteur d’ou-
bli λ donne à ces estimateurs une "mémoire" ajustable aux caractéristiques du signal
d’excitation lorsque celui-ci est non stationnaire. On notera aussi qu’il est de pratique
commune d’ajouter au termevar(un) une petite constante positive de "régularisation"
qui aide à contrôler le comportement de l’algorithme lors des périodes de très faible
énergie d’excitation.

Faisant l’hypothèse implicite d’une excitation non corrélée, l’algorithme (2.19)
peut être considéré comme une version "dégénérée" de l’algorithme des moindres
carrés récursifs (RLS) qui fera l’objet du paragraphe 2.2 : en effet, il est élémentaire
de vérifier qu’en négligeant les termes non diagonaux de la matrice de covariance
déterministe du RLS, proche d’une matrice diagonale sous cette hypothèse, on obtient
exactement l’algorithme (2.19) en appliquant l’estimateur approprié de la variance
var(un).

L’algorithme (2.19) muni de l’estimateur de variance à fenêtre rectangulaire avec
N = M est un "algorithme de projection" d’ordre 1, comme ceci est discuté au pa-
ragraphe 2.3. Historiquement, c’est cet algorithme qui a été dénommé NLMS (pour
Normalized Least Mean Squares). On observera que le choixβ = M et µ = 1, cf.
(2.61) conduit à l’annulation de l’erreura posteriori.

Comportement de l’algorithme du gradient stochastique normalisé

L’analyse théorique du comportement de l’algorithme du gradient stochastique
normalisé est plus délicate que celle du LMS en raison de la présence du terme de
normalisation du pas, qui dépend de l’excitation. On rappelle ici les résultats d’une
analyse classique du comportement du NLMS [Slock 93].

Les vecteurs d’excitation{Un} sont supposés centrés, identiquement distribués et
indépendants (hypothèse classique d’indépendance). Pourmodéliser une large classe
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de signaux d’excitation du monde réel, considérons la décomposition de la matrice du
signal d’excitation suivant :R = E

[
Un U

T
n

]
= S ΣST avecΣ = diag(λ1, · · · , λM )

etS = (ν1, · · · , νM ), les paramètres{λi} et{νi}, i = 1, · · · ,M représentant respec-
tivement les valeurs propres et les vecteurs propres orthonormés de la matriceR.

Suivant le modèle (dénomméM1), le vecteurUn est supposé formé du produit de
trois variables aléatoires indépendantes :Un = s r V où

Pr(s = ±1) = 1/2
Pr(V = νi) = λi/Tr(R), i = 1, . . . ,M
r ≈ ‖Un‖

(2.22)

Avec l’hypothèse suivante sur l’observationyn (hypothèse classique d’un schéma
d’identification) :yn = w∗T

n Un + ǫ∗, {ǫ∗} étant une suite d’échantillons i.i.d. centrés
et de varianceσ2

b , on obtient les résultats suivants :

– convergence en M.Q. ssi0 < µ < 2

– désajustementJ∞−σ2
b

σ2
b

= µ
2−µ Tr{R} E

[
1
r2

]
.

La courbe de convergence de l’erreur quadratiqueJ(n) est donnée parJ(n) =

σ2
b +

M∑
i=1

λi λ̃n,i avec :

λ̃n,i = [1 − µ (2 − µ) pi] λ̃n−1,i + µ2 σ2
b E

(
1

r2

)
pi (2.23)

où pi = λi/Tr(R). Ce résultat est un cas particulier (pourP = 1) de celui établi
avec l’algorithme APA (2.61) qui sera présenté dans la partie 2.3.4. La convergence la
plus rapide est obtenue pourµ = 1. On notera qu’alors la convergence du NLMS peut
être plus rapide que celle du LMS avecµ = 1

Tr(R) ; ceci a été montré par exemple sur
des signaux d’excitation gaussiens i.i.d. [Tarrab 88].

La dépendance directe du terme de normalisation du pasUn
T Un par rapport aux

échantillons du signal d’excitation introduit un facteur de fluctuation supplémentaire
par rapport à l’algorithme LMS à pas normalisé parTr(R), ce qui conduit à un désa-
justement plus élevé du NLMS et à un risque de déstabilisation locale. Ce dernier peut
être contrôlé par l’emploi d’une constante de régularisation, comme il a été dit plus
haut (ce point sera étudié plus en détails dans la partie sur l’algorithme APA).
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Compatibilité de la fenêtre d’estimation avec la tailleM du filtre

Dans l’algorithme NLMS, qui utilise la forme (2.20) de l’estimateur de variance
avecN = M , la taille de la fenêtre sur les données d’excitation est égale à la lon-
gueur M du filtre. Dans le cas de l’algorithme du gradient stochastique normalisé par
l’estimateur (2.21), la fenêtre sur les données est asymptotiquement de taille infinie,
cependant sa "taille efficace" dépend de la valeur du facteurd’oubli λ.

Pour établir une forme d’équivalence statistique entre lesalgorithmes normalisés
par les estimateurs (2.20) et (2.21), raisonnons en terme devariance de chaque estima-
teur normalisée par sa moyenne élevée au carré. Sous l’hypothèse d’excitation centrée
i.i.d. stationnaire d’ordre 4 de varianceE(u2

n) = σ2 et de moment non centré d’ordre
quatrem4, on obtient ainsi pour l’estimateur (2.20) :

E
[
(var(un) − E [var(un)])2

]

E [var(un)]
2 =

1

M

(m4

σ4
− 1
)

(2.24)

et asymptotiquement pour l’estimateur (2.21)

lim
n→+∞

E
[
(var(un) − E [var(un)])

2
]

E [var(un)]2
=

1 − λ

1 + λ

(m4

σ4
− 1
)

(2.25)

Le choixλ = M−1
M+1 conduit à une valeur de l’expression (2.25) égale à celle de

(2.24), c’est-à-dire que les deux estimateurs ont (asymptotiquement) la même va-
riance. On peut alors parler de fenêtre exponentielle compatible avec la taille M du
filtre, et prévoir un comportement asymptotique de l’algorithme du gradient stochas-
tique normalisé avec oubli exponentiel voisin de celui du NLMS. Quant au régime
transitoire, il dépend très fortement des données locales qui conditionnent le com-
portement initial des estimateurs (2.20) et (2.21). Une comparaison plus facile entre
les deux formes d’algorithmes normalisés se fera en supposant que la fenêtre rectan-
gulaire ou exponentielle est "remplie" préalablement" parsuffisamment de données.
Dans le cas (2.21) une règle empirique sera par exemple d’attendre que le nombre
d’échantillons d’excitation dépasse31−λ avant de démarrer l’adaptation suivant (2.19).

D’après (2.24) et (2.25), on observera que pourM ≫ 1, un choix de fenêtre ex-
ponentielle compatible et un signal d’excitation stationnaire, les estimateurs (2.20) et
(2.21) ont une faible variance et peuvent être considérés comme constants : le com-
portement asymptotique de l’algorithme du gradient stochastique normalisé est alors
quasiment le même que celui du LMS avec le pas constantµ/Tr (R).
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Exploitation de la redondance des calculs : forme bloc-exacte du LMS ; autres
formes "par blocs"

Si la simplicité calculatoire du LMS en terme de nombre d’opérations arithmé-
tiques par échantillon est déterminante dans des applications où le nombreM de co-
efficients du filtre est peu élevé, ce nombre d’opérations peut être rédhibitoire dans
le cas de très longs filtres rencontrés par exemple en annulation d’écho acoustique
(voir chapitre sur ce sujet dans la seconde partie de l’ouvrage). Cette contrainte de
complexité peut être contournée par l’exploitation de la redondance algorithmique in-
trinsèque au LMS, dans lequel les vecteurs de donnéesUn etUn−1 possèdentM − 1
composantes communes. En corollaire, la redondance algorithmique peut être réduite
par une transformation du LMS pour que le filtre soit maintenuconstant sur un bloc
de tailleN , ce qui lorsqueN ≫ 1 permet notamment le calcul efficace deN convo-
lutions successives par l’emploi d’une transformée orthogonale telle que la DFT.

Il existe une forme bloc-exacte du LMS [Benesty 92] que nous rappelons briève-
ment ici. SoitN la taille du bloc. On peut écrire :

wn = wn−N + µ [Un Un−1 · · ·Un−N+1] En = wn−N + µV T (n)En (2.26)

avecET
n = [en en−1 . . . en−N+1] le vecteur desN dernières erreurs succes-

sives du LMS. AppelonsY ′
n = V (n)wn−N le vecteur desN dernières convolu-

tions successives des vecteurs d’entrée avec le filtre constant sur le blocwn−N et
Yn = [yn yn−1 . . . yn−N+1]

T le vecteur desN dernières observations. Nous posons :

En = Gn (Yn − Y ′
n) = Gn εn (2.27)

Gn est la matrice de correction permettant de passer des erreurs calculables avec
le filtre constantwn−N aux erreurs exactes du LMS ; on montre qu’elle s’explicite
comme suit :

Gn = [µSn + In]
−1 (2.28)

où In est la matrice identitéN ×N etSn s’écrit :
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Sn =




0 0 . . . . . . 0
UT

n−N+2Un−N+1 0 . . . . . . 0
UT

n−N+3Un−N+1 UT
n−N+3Un−N+2 . . . . . . 0

...
...

...
...

...
UT

n Un−N+1 UT
n Un−N+2 ... UT

n Un−1 0




(2.29)

Compte tenu de la forme triangulaire de la matriceSn, l’équation (2.27) se résout
par substitutions ; les termes de cette matrice peuvent se déduire les uns des autres
par récursivité. On obtient ainsi une forme bloc-exacte du LMS puisque la suite des
erreurs produites est exactement celle de l’algorithme initial. La contrainte évidente
est que le pasµ doit rester constant sur le bloc. Les conditions de stabilité établies
précédemment pour le LMS s’appliquent ici puisque l’algorithme bloc-exact lui est
équivalent.

L’avantage de cette forme bloc du LMS est la réduction du nombre d’opérations
arithmétiques : en effet, l’équation (2.26) peut être résolue avec un nombre de multi-
plications inférieur àM ·N au moyen du réordonnancement des éléments deV (n) en
composantes polyphases ; cependant, le gain le plus significatif est obtenu par l’em-
ploi de techniques de convolution rapide par transformée orthogonale. Le calcul des
éléments de la matriceGn et la résolution de l’équation (2.27) coûtent quant à eux
N (N−1) multiplications et2.5N (N−1) additions. On obtient ainsi pourM = 1024
etN = 128 , les coûts suivants en nombre d’opérations par échantillon, la forme bloc-
exacte utilisant une transformée de Fourier rapide "split radix" :

– LMS "standard" : 2048 additions et 2048 multiplications

– Forme bloc-exacte : 678 additions et 349 multiplications.

Cette formulation par blocs du LMS permet d’introduire un ensemble de variantes
d’algorithmes adaptatifs par blocs : par exemple, en posantN = M et Sn = 0 on
obtient le "Block-LMS" traditionnel [Clark 81]. Il est à noter que la vitesse de conver-
gence de ce dernier est inférieure à celle du LMS (et donc du bloc-exact LMS), sauf
dans le cas d’une excitation blanche : en effet, siM ≫ 1, les termes de la matrice
Sn, assimilables à des corrélations, multipliés parµ, sont alors faibles devant l’unité
et par conséquent le bloc-exact LMS et le "Block-LMS" se rejoignent. Dans le cas
M = KN , avecK entier, il est à noter une parenté du bloc-exact LMS intégrant la
FFT avec le "Multi-delay Adaptive Filter" [Soo90] qui sera évoqué dans le chapitre
de la seconde partie de l’ouvrage consacré à l’annulation d’écho.

Enfin, le passage des équations du LMS par bloc dans le domainetransformé (typi-
quement Fourier) permet de moduler le pas d’adaptation appliqué à chaque coefficient
dans l’équation équivalente à (2.26) de telle sorte que la vitesse de convergence soit
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considérablement augmentée. Cette possibilité sera aussiexplorée dans le même cha-
pitre de la seconde partie de l’ouvrage.

2.2. Moindres carrés récursifs : RLS

Introduction

La méthode des Moindres carrés s’applique à des situations très générales, où on
cherche à approcher un vecteur de données par un modèle linéaire en un vecteur de
paramètresθ. Cette méthode est d’usage courant en Analyse Numérique et en Sta-
tistique (approximation de fonction, lissage de courbes, régression multilinéaire). Ses
très bonnes propriétés statistiques pour éliminer l’influence de "bruits" perturbant des
données "utiles" en font un très bon candidat pour le traitement optimal des signaux
bruités.

Ici nous l’utilisons comme méthode systématique de construction d’un algorithme
adaptatif : on remplace le critère statistique d’eqmJ(θ) par un critère géométrique
de moindres carrés, que l’on minimise par un algorithme déterministe. Il s’agit au
départ d’une méthode bloc de traitement des données, qui a été étudiée au Chapitre 1
(cf section 1.3.2). Nous allons lui donner une forme récursive exacte, d’où le nom de
l’algorithme : Moindres carrés récursifs, RLS (Recursive Least Squares). On étudie
ensuite les propriétés de convergence de cet algorithme adaptatif.

2.2.1. L’algorithme récursif : RLS

Le passage de la forme "bloc" des équations (1.21) à une formerécursive découle
directement de la récurrence sur les matricesΓn = nRn = ΦT Φ et vecteurscn =
nrn = ΦTX définis en (1.19) :

Γn = Γn−1 + ϕnϕ
T
n cn = cn−1 + xnϕn (2.30)

On part de l’hypothèse de récurrenceΓn−1θn−1 = cn−1 et on veut résoudre, avec
θn = θn−1 + δ :

(Γn−1 + ϕnϕ
T
n )(θn−1 + δ) = cn−1 + xnϕn

d’où après simplificationΓnδ = enϕn et l’algorithme récursif

RLS θn = θn−1 +Knenϕn

en = xn − ϕT
n θn−1 erreur de prédiction "a priori"

Kn = Γ−1
n gain matriciel
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Le calcul récursif direct deKn à l’aide deKn−1 est fait par leLemme d’inversion
matricielle: pourA matrice symétrique,b un vecteur, on a

(A+ bbT )−1 = A−1 − sA−1bbTA−1 avecs = 1/(1 + bTA−1b) (2.31)

qu’on applique ici avecA = Γn−1 et b = ϕn. On obtient alors la forme complète
d’implémentation de l’algorithme.

RLS
θn = θn−1 +Knenϕn (2.32)

avec

en = xn − ϕT
n θn−1

vn = Kn−1ϕn s = 1/(1 + ϕT
nvn)

Kn = Kn−1 − s(vnv
T
n )

COMPLEXITÉ DU RLS.– Les opérations de calcul devn,Kn, θn nécessitent chacune
M2 multiplications, et il faut mémoriser des vecteurs de tailleM et une matrice de
taille M2. On a donc une complexité temporelle et spatiale enO(M2), à comparer
défavorablement à la complexité linéaire enO(M) du LMS.

INITIALISATION DU RLS.– En principe la matriceRn de corrélation empirique ne
pourra être inversible que pourn > M . Il faudrait donc calculer au départRM et le
paramètreθM associé, comme point de départ de la récurrence du RLS. En pratique,
on évitera cette phase préalable en initialisant arbitrairement la suiteKn parK0 = 1

δ I,
avecδ > 0. Ceci revient à remplacer la suiteRn par la suite "régularisée"

Rn =
1

n
(

n∑

1

ϕnϕ
T
n + δI)

et on voit que pourn → ∞ l’influence de la perturbation initiale sera négligeable.
Cette méthode présente l’intérêt de construire par le RLS une suite croissante de ma-
tricesΓn+1 ≥ Γn ≥ δI > 0 : on est ainsi sûr de l’inversibilité de toutes les matrices
Rn. On constate en pratique que le choix deδ n’a aucune influence sur la vitesse de
convergence de l’algorithme.

Interprétation : Quasi-Newton stochastique

Nous avons montré au Chapitre 1, section 1.4.2, que l’algorithme RLS peut être
obtenu en appliquant la méthode Newton sur l’écart des Moindres carrésJn(θ) :
voir (1.33). On l’a aussi interprété comme algorithme de quasi-Newton stochastique.
Compte tenu des résultats de vitesse de convergence (quadratique) vus au Chapitre 1
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sur les méthodes newtoniennes, cette interprétation expliquera la supériorité du RLS
sur le LMS du point de vue vitesse de convergence. Nous le réécrivons sous la forme

RLS1
θn = θn−1 + µnR

−1
n enϕn µn = 1

n

Rn = Rn−1 + µn(ϕnϕ
T
n −Rn−1)

Par rapport au critère d’erreur quadratique moyenneJ(θ), on a

1

2
∇J(θ) = −E(enϕn),

1

2
∇2J(θ) = R

etRn−1 est une suite convergeant versR−1, enϕn est l’approximation stochastique
du gradient.

L’algorithme RLS fonctionne uniquement en contextestationnaire, il correspond
à un algorithme quasi-Newton à pas décroissantµn = 1/n. Il converge strictement
vers le paramètre optimalθ∗ : cela signifie qu’il n’évoluera plus, une fois terminé sa
phase de convergence, donc il n’a pas decapacité d’évolution permanentepour suivre
les variations du contexte. Nous allons maintenant le modifier légèrement pour obtenir
cette adaptativité permanente.

2.2.2. Algorithme adaptatif : facteur d’oubli

Il faut passer d’un algorithme àpas décroissantà un algorithme àpas constant
µ. Dans le contexte des Moindres carrés, il se trouve que l’algorithme à pas constant
va encore s’interpréter comme la résolution d’une minimisation exacte, mais pour un
nouveau critèrede moindres carrés pondérés: on se fixe unfacteur d’oubliλ ∈]0, 1],
et on prend le critère

Jn(θ) = µ

n∑

k=1

λn−ke2n avecµ = 1 − λ (2.33)

INTERPRÉTATION.– On oublie les données anciennes à la vitesse exponentielleλn−k.
Remarquons que cette pondération des données revient aussià travailler dans le même
espace géométriqueH = Rn, mais avec le nouveau produit scalaire pondéré

< X,Y >= µ

n∑

1

λn−kxkyk (2.34)

et la matrice de GramRn s’écrit alors

Rn = ΦT ΛΦ = µ

n∑

1

λn−kϕkϕ
T
k avecΛ = µDiag(λn−k) (2.35)
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tandis que le vecteur projeté devientrn = ΦT ΛX = µ
∑n

1 λ
n−kxkϕk.

On obtient les equations normales pondérées

Rnθn = rn (2.36)

Les relations de récurrence deviennent

Rn = λRn−1 + µϕnϕ
T
n rn = λrn−1 + µxnϕn (2.37)

et on établit exactement comme précédemment l’algorithme récursif RLS-λ : notons
que l’algorithme sans facteur d’oubli s’obtient en posantλ = 1, et en substituant àRn

la matriceΓn = nRn définie en (2.30).

On pourra donc mettre en oeuvre de façon unique les deux versions du RLS, le
choix se faisant par la valeur deλ. D’autre part, le paramètreµ = 1 − λ jouera ici le
même rôle que le pasµ de l’algorithme LMS de gradient stochastique.

RLS-λ
θn = θn−1 +Knenϕn

en = xn − ϕT
n θn−1

vn = Kn−1ϕn s = 1/(λ+ ϕT
nvn)

Kn = 1
λ(Kn−1 − s(vnv

T
n ))

On peut interpréter cet algorithme comme une méthode quasi-Newton stochas-
tiqueà pas constant: cette interprétation est visible sur la réécriture suivante de l’al-
gorithme :

RLS2
θn = θn−1 + µR−1

n enϕn µ = 1 − λ

Rn = Rn−1 + µ(ϕnϕ
T
n −Rn−1)

2.2.3. Convergence et propriétés statistiques

La méthode des moindres carrés permet de construire une suite (θn)n∈N d’estima-
teurs deθ∗, basée sur les signaux observés(x1, ..., xn) et (u1, ..., un). L’étude de la
convergence de ces estimateurs est basée sur le modèle statistique des données traitées,
donné en (1.14), on distinguera les deux cas suivants :

M1 Modèle de régression linéairebn indépendant de(uk)k∈Z (2.38)

et
M2 Modèle de Wiener bn décorrélé deϕn (2.39)

Dans le premier cas, on peut raisonner conditionnellement au signal(un), sur le seul
bruit de modèle(bn). Ce n’est plus possible dans le cas (M2) général de Wiener.
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Convergence p.s. du RLS

On se place en contexte stationnaire, avec l’algorithme à pas décroissant, càd le
RLS1 (cf p.62) . Les hypothèses générales du modèle sont (M2)(2.39).

On peut représenter vectoriellement les équations du modèle et de l’estimateur à
l’aide des vecteursX = (x1, ..., xn) etB = (b1, ..., bn).

X = Φθ∗ +B (2.40)

et l’équation (1.21) se réécrit alors

ΦT Φ(θn − θ∗) = ΦTB (2.41)

d’où

θn = θ∗ +R−1
n dn avecdn =

1

n
ΦTB =

1

n

n∑

1

bkϕk (2.42)

Comme pour le LMS, ce sont les propriétés d’ergodisme des signaux(xn,ϕn) qui
permettront la convergence du RLS : on les suppose stationnaires et mutuellement
ergodiques du second ordre au sens fort, avec les convergences presque sûres des
matrices empiriques d’auto et d’intercorrélation

Rn → R p.s. si n→ ∞, R > 0 rn → p p.s. (2.43)

Alors R−1 existe etR−1
n → R−1 , donc||R−1

n || ≤ M . Par l’ergodisme, on adn →
E(bnϕn) = 0, d’où par (2.42) le théorème suivant.

THÉORÈME.– Convergence p.s. du RLS
Si le processus conjoint{un, bn} est strictement stationnaire et ergodique au second
ordre avec une matrice de covarianceR = E(UnU

T
n ) > 0, on a pour la suite (θn) du

RLS(2.32)
θn → θ∗ avec probabilité1 (2.44)

Contrairement au cas du LMS, cette convergence est très simple à établir ici. Elle
se complète aussi facilement par des résultats statistiques importants caractérisant les
estimateurs de Moindres carrés.

Biais et variance : cas de la régression linéaire

Ayant une expression explicite deθn pour toutn, on peut aussi s’intéresser aux
propriétés de cet estimateur àn fixé. On traite ici le cas simple de larégression li-
néaireau sens défini par le modèle (M1) (2.38). Les vecteursϕk sont connus, non
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aléatoires, etbn est une suite centrée de covarianceΓb : on raisonne conditionnel-
lement au processusun, le seul aspect aléatoire étant contenu dans le bruit(bn) du
modèle.

Il en résulte alors que les matricesΦ sont non aléatoires. Cette situation décrit par
exemple le cas de l’annulation d’écho. On déduit alors de (2.42) queE(θn) = θ∗

(estimateur non-biaisé), etcov(θn) = Γ−1
n ΦT ΓbΦΓ−1

n

CAS DU BRUIT BLANC .–

Γb = σ2I ⇒ cov(θn) =
σ2

n
R−1

n (2.45)

Cette dernière propriété est importante d’un point de vue pratique :cov(θn) → 0,
donc l’estimateur des Moindres carrés est convergent en m.q., et la vitesse de conver-
gence est donnée par (2.45) . Comme la matriceR−1

n = Kn est une donnée disponible
à chaque itération du RLS, on a donc aussi la covariance deθn et par conséquent la
précision atteinte par l’algorithme à chaque instant, en estimantσ2 par son estimateur
empirique non biaisé||E||2/(n−M) (oùE = (e1, ..., en)T est l’erreur d’estimation
vectorielle).

La supériorité sur le LMS est une vitesse de convergence beaucoup plus grande
et indépendante du conditionnement de l’autocorrélation.Nous illustrerons ici cette
vitesse par des simulations. Pour une mesure précise et comparative des vitesses des
algorithmes stochastiques, nous renvoyons à l’approche générale du chapitre 3.

Comportement asymptotique du RLS-λ

L’introduction du facteur d’oubliλ < 1 fait perdre la convergence de l’estimateur
θn. Ceci est dû au fait que les matricesRn et rn construites par (2.35) n’ont plus de
propriété de convergence p.s. et restent aléatoires quandn→ ∞.

Comme pour le LMS, on aura deux phases de convergence : le transitoire, durée
d’oubli de l’influence de la condition initiale loin deθ∗, puis une phase de fluctuation
stationnaire liée au pasµ = 1 − λ.

Vitesse transitoire et constante de temps

Nous déterminerons cette vitesse par celle del’algorithme déterministe(2.47) ,
version moyennée de RLS2 (p.63) : on y remplaceenϕn etϕnϕ

T
n par leur espérance

mathématique (cf Chapitre 3 pour le lien entre les trajectoires des deux algorithmes
lorsqueµ→ 0), ce qui donne les deux équations

DRLS θn = θn−1 + µR−1
n R(θn−1 − θ∗) (2.46)

Rn = Rn−1 + µ(R−Rn−1) (2.47)
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L’étude de convergence, comme pour le gradient déterministe (GD), se fait en intro-
duisant les écartsVn = θn − θ∗ et∆n = Rn −R, pour lesquels la récurrence devient

Vn = (I − µR−1
n R)Vn−1 ∆n = λ∆n−1 (2.48)

On initialise à∆0 = δI −R, on a donc∆n = λn∆0, et le taux de compression est

β(µ, n) = ||I −µR−1
n R|| = ||I −µ(I +λnR−1∆0)

−1|| = 1− µ

1 + λn(δ/λmin − 1)

donc les deux erreurs convergent exponentiellement vers0 au tauxλ = 1 − µ. On en
déduit la constante de temps de ce transitoire RLS

τ =
−1

logλ
≈ 1

1 − λ
lorsqueλ→ 1 (2.49)

Ce temps traduit lalargeur de fenêtre équivalentepour la mémoire du RLS-λ sur
les données, qui augmente infiniment lorsqueλ → 1. Par contre, elle ne traduit pas
correctement la durée effective du transitoire du RLS lorsque la mémoire est longue :
on s’intéresse en effet ici au début de la convergence, loin de θ∗, dans la phase de
rapprochement, alors on a

δ/λmin ≪ 1, λ ≈ 1 ⇒ β(µ, n) ≈ 1 − µ

1 − λn
→ 0 si n→ 1 (2.50)

ce qui donne une convergencesuperlinéairepour les petites valeurs den.

La comparaison de ce résultat avec le cas du LMS est intéressante : on a ici un taux
exponentiel uniforme, indépendant de la direction et du conditionnement deR. On no-
tera aussi que la stabilité de ce DRLS est assurée pour toutµ ∈]0, 1]. On aura évidem-
ment des contraintes plus fortes pour l’algorithme stochastique, mais la convergence
rapide donnée par (2.50) lorsqueλ → 1 évitera l’allongement des durées transitoires
au "petit pas", contrairement au LMS (cf simulations ci-dessous).

Fluctuation résiduelle du RLS

La convergence vers une loi asymptotique stationnaire de lasuiteθn résulte de la
convergence correspondante pour les matrices et vecteursRn et rn (cf. [Eweda 87],
où cette convergence est utilisée pour obtenir une borne de||θn−θ∗|| avec probabilité
> 1 − ε). On les interpréte comme desfiltrés linéairesdes suites aléatoires (suppo-
sées stationnaires)ϕnϕ

T
n et xnϕn par le filtreHλ(z) = µ

1−λz−1 et la stabilité de ce
filtre pourλ < 1 entraîne la convergence vers une loi stationnaire, qui seracelle des
matrices asymptotiques

R∗
n = µ

∞∑

0

λkϕn−kϕ
T
n−k r∗n = µ

∞∑

0

λkxn−kϕn−k (2.51)
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La convergence p.s. et en m.q. de ces séries est assurée dès que les matrices ou vecteurs
filtrés sont stationnaires et possèdent une norme quadratique finie (ce qui suppose des
moments d’ordre4 finis pour(un) ). La difficulté pour passer à l’erreur quadratique
stationnaireE(||θn − θ∗||2) vient de la matrice inverseR−1

n , dont il faut arriver à
borner les moments. Le résultat principal a été obtenu par [Macchi-Eweda 88] . Il est

basé sur une borne inférieure des valeurs propres des matricesAh(n) =
n+h∑

i=n+1

ϕiϕ
T
i ,

et s’énonce ainsi.

THÉORÈME.– Erreur quadratique du RLS-λ
Si le processus conjoint{un, xn} est strictement stationnaire avec une matrice de

covarianceR = E(UnU
T
n ) > 0, et vérifie les hypothèses suivantes :

(S1) Toutes les suitesYk = xkuk−i ouYk = ukuk−i ont des moments finis à l’ordre
8 avec une corrélation à décroissance exponentielle

∃C > 0, ρ < 1 : |γY (m)| ≤ Cρm

(S2) Il existe un entierh > 0 tel que

sup
n>0

E[λ−p
min(Ah(n)] <∞ pourp = 8 (2.52)

alors il existe des constantesC1 etµ0 telles que

∀µ < µ0 lim sup
n→∞

E(||θn − θ∗||2) ≤ C1

λ2
min(R)

1 + ρ

1 − ρ
µ (2.53)

Ce résultat est un équivalent pour RLS de celui du LMS (2.14).Il a une consé-
quence, importante du point de vue pratique et qui sera confirmée par les simulations :
pour un niveau donnéδ de fluctuations deθn, on devra choisir un pasµ d’autant plus
faible que le taux de corrélation des donnéesρ sera proche de 1.

Il a été précisé par [Ljung 91], [Guo, Ljung, Priouret 93] : une condition suffisante
pour (2.52) est donnée dans le cas où la suiteϕn est i.i.d. elle équivaut à l’existence
deK > 0, γ > 0, x0 > 0 tels que

∀v ∈ R
d, ||v|| = 1, 0 ≤ x ≤ x0 ⇒ P (|vTϕ1| ≤ x) ≤ Kxγ

et la propriété s’étend ensuite à des signaux générés à partir d’un tel bruit blanc (M-
dépendants, ou modèle d’état observable). Par une méthode d’approximation générale
(qui sera présentée au Chapitre 3), on obtient pour des signaux à dépendance faible
à l’infini, le résultat asymptotique comparable à (2.17) obtenu pour LMS : en posant
Σb = var(bn|un, uk, bk k < n) (qui vautJmin dans le cas (M1) de la régression
linéaire),

E(||θn − θ∗||2) ∼ µ

2
Σb Tr(R−1) lorsqueµ→ 0 (2.54)
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Leurs résultats sont plus généraux et s’appliquent à la poursuite d’un filtre variable,
qu’on abordera à la fin du Chapitre.

En conclusion, le comportement de fluctuation du RLS donne une erreur quadra-
tique proportionnelle àµ, avec un compromis nécessaire entre vitesse transitoire et
réduction de la fluctuation, et est comparable à celui du LMS.

Propriétés statistiques du RLS

Revenons aux Moindres carrés "purs" RLS, dont on a établi ci-dessus la consis-
tance et les propriétés de biais et variance. On peut compléter dans le cas de la régres-
sion linéaire (M1)(2.38) par plusieurs résultats d’optimalité des Moindres carrés. On
raisonne d’abord à signal(un) connu, non aléatoire, en partant des équations (??) et
(2.42).

PROPRIÉTÉ DE VARIANCE MINIMALE.– On a vu queθn = (ΦT Φ)−1ΦTX est un
estimateur convergent, non biaisé, de covarianceΓ(θn) = σ2(ΦT Φ)−1. Considérons
alors un autre estimateur linéaire non biaiséT basé sur la même observationX : il
existe une matriceA telle queT = AX avecE(T ) = AΦθ∗ = θ∗. Ceci implique
AΦ = I. Alors

Γ(T, θn) = E(AXXT Φ(ΦT Φ)−1) = σ2AΦ(ΦT Φ)−1 = σ2(ΦT Φ)−1 = Γ(θn)

d’où l’orthogonalitéΓ(T − θn, θn) = 0 et

Γ(T ) = Γ((T − θn) + θn) = Γ(T − θn) + Γ(θn) ≥ Γ(θn)

ce qui prouve le théorème ci-dessous.

THÉORÈME.– Gauss-Markov
Dans le modèle de régression linéaire (M1), l’estimateur des Moindres carrésθn est
à variance minimale parmi tous les estimateurs linéairesT = AX non biaisés basés
sur la même observationX . Cette variance minimale est donnée par

Γ(θn) = σ2(ΦT Φ)−1 =
σ2

n
R−1

n (2.55)

CAS GAUSSIEN : MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE ET EFFICACITÉ.– On suppose
ici que(un, bn) sont des processus gaussiens indépendants, de covariancesR etσ2I.
On notef(x, u; θ) la fonction de vraisemblance(ou densité de probabilité) des don-
nées observées(x, u) = (x1, ..., xn, u1..., un) ∈ R

2n pour la valeurθ du paramètre.
D’après (2.40), la loi conditionnelle de(x|u) est gaussienne de moyenneΦθ et de
covarianceΓb = σ2I, on a doncf(x, u; θ) = f(u)f(x|u) et la Log-vraisemblance
Λn(θ) = − log f(x, u; θ) vaut
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Λn(θ) = K + uTR−1u+
1

2σ2
||X − Φθ||2 = K1 +

n

2σ2
Jn(θ) (2.56)

donc l’estimateur dumaximum de vraisemblance, qui minimiseΛn(θ), coïncide avec
l’estimateur desMoindres carrésqui minimiseJn(θ).

L’information de Fisher enθ de l’observation(x, u) se déduit de (2.56)

In(θ) = E{∇2Λn(θ)} =
n

σ2
R (2.57)

la borne de Cramer-Rao pour la covariance d’un estimateur deθ estIn(θ)−1. L’esti-
mateur des Moindres carrésθn a d’après (2.45) la covariance complète (par rapport à
la loi de probabilité de(un, bn)

Γ(θn) =
σ2

n
E(R−1

n ) (2.58)

et lorsquen→ ∞ on a par les propriétés d’ergodisme déjà vues

Rn → R ⇒ E(R−1
n ) → R−1 ⇒ Γ(θn) ∼ In(θ)−1 (2.59)

on peut donc affirmer que l’estimateurθn estasymptotiquement efficace: sa cova-
riance converge vers la borne de Cramer-RaoIn(θ)−1.

On peut enfin préciser ce résultat par un Théorème de limite-centrale : sin→ ∞,
θn convergera en loi vers la loi gaussienne . Ce résultat se démontre par des calculs
élémentaires.

THÉORÈME.– Normalité asymptotique
Pour le modèle de régression linéaire (M1), si(un) et (bn) sont gaussiens indépen-
dants de covariancesR et σ2I, l’estimateur des Moindres carrésθn est l’estimateur
duMaximum de vraisemblance, et on a

√
n(θn − θ∗) → N (0, σ2R−1) (2.60)

( borne de Cramer-Rao)

REMARQUE.– Ces propriétés de maximum de vraisemblance, borne de Cramer-Rao et
normalité asymptotique s’étendent à des modèles gaussiensplus généraux que (M1),
notamment au cas de la modélisation AR(p). On se reportera à ce sujet à [Duflo 90] et
[Ljung 79].

2.2.4. Simulations et comparaisons RLS-LMS

On reprend le cas de la prédiction linéaire d’un modèle AR2.
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Comparaison du RLS et LMS à pas décroissant

Le modèle est un AR2 dont les pôles complexes sont définis parρ = 0.95 et
θ = 0.04π. Les paramètres sont

Jmin = 0.0034, cond(R) = 216, n = 500 Wopt = [1.8850,−0.9025]

Le mauvais conditionnement de R entraîne une lenteur désespérante du LMS (sur ces
données, après4000 itérations lew1(n) n’aura pas dépassé1.2), tandis que le RLS
termine à nouveau sa convergence en150 itérations.

Figure 2.3. LMS et RLS à pas décroissant

RLS à pas fixe : erreur quadratique selonµ

Le modèle est un AR2 de pôlesρ = 0.9 etθ = 0.4π, déjà utilisé pour le LMS. On
réalise pour différents pasµ des moyennes sur50 réalisations de séquences de taille
n = 200.

Les valeurs stationnaires affichées sont obtenues par moyennes statistiques puis
moyennes temporelles surn = [100, 200]. On compare le LMS à pasµ (cf. résultats
et courbes) et le RLS à facteur d’oubliλ = 1 − µ : ceci est cohérent du point de vue
normalisation, puisque l’on a les bornes de stabilité approchées

RLS 0 < λ ≤ 1 ⇔ 0 ≤ µ < 1
LMS 0 < µ < 2

Tr(R) = 1 ici carσ2
u = 1, m = 2
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Dans le cas général, la comparaison logique sera entreλ = 1 − µ′ et LMS au
pasµ avecµ′ = Tr(R)

2 µ : ceci revient à comparer à pas identique le RLS et le LMS
normaliséparE(||Un||2). Les données sont

w∗ = [0.5562,−0.81] Jmin = 0.3114 cond(R) = 1.88 nstat = 50 n = 200

µ E(w1) E(w2) lim varW EQM

0.4 0.5073 −0.7782 0.2554 0.5052
0.35 0.5064 −0.7692 0.2126 0.4713
0.30 0.5178 −0.7682 0.1696 0.4390
0.20 0.5112 −0.7625 0.1102 0.3885
0.10 0.5391 −0.7845 0.0431 0.3417
0.05 0.5481 −0.7864 0.0217 0.3262
0.02 0.5407 −0.8048 0.0097 0.3169
0.01 0.5559 −0.8002 0.0054 0.3138
0.005 0.5593 −0.8001 0.0054 0.3206

Tableau 2.3.Simulation du RLS à oubliλ = 1− µ sur50 réalisations

Figure 2.4. Erreur quadratique du RLS selonµ : (a) 0.4 (b) 0.3 (c) 0.1 (d)
0.02 (e)0.005

Erreur quadratique stationnaire, EQMR et stabilité

On constate la stabilisation deE(||w(n)−w ∗ ||2) à un niveau égal approximative-
ment àµ/2 pourµ = 0.4 à 0.01, conforme à l’estimation théorique (2.54). Le temps
de stabilisation en m.q. augmente quand le pasµ diminue, et pourµ = 0.005 la durée
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n = 200 est insuffisante pour atteindre ce niveau stationnaire : mais contrairement au
LMS, la phase initiale de descente (le transitoire) se fait àpente constante, il n’est pas
ralenti par la diminution du pas.
La comparaison avec le LMS sur les mêmes données (cf. figure 2.2) montre une
convergence plus rapide du RLS ; un niveau d’erreur quadratique et d’EQMR inférieur
pour le RLS à pas identique, et surtoutune meilleure résistance du RLS à l’instabilité,
puisque la stabilisation a encore lieu aux grands pas 0.4 et 0.35 pour lesquels le LMS
divergeait nettement.

Vitesse transitoire du RLS-λ
Les courbes de la figure (2.4) confirment une relative indépendance de la durée tran-
sitoire du RLS par rapport au facteur d’oubli lorsqueλ → 1, et le maintien dans
ces conditions d’une convergence rapide selon (2.50). Les courbes de la figure (2.5)
montrent ce transitoire rapide, même pour un pasµ = 10−5 : on a représenté en
échelle logarithmique la droite de pente asymptotiquelogλ quasi-nulle qui décrit la
convergence de||Rn −R||, la courbe d’erreur du DRLS (exhibant la convergence su-
perlinéaire de (2.50)) et la courbe moyennée||θn − θ∗|| d’erreur du RLS qui, après un
transitoire rapide suivant le DRLS, se stabilise à un niveaufixe lié à l’erreur quadra-
tique stationnaire.

Figure 2.5. Transitoire du RLSµ = 10−5
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Conclusion sur RLS

L’algorithme newtonien RLS présente donc l’avantage d’unevitesse de conver-
gence rapide et indépendante du conditionnement des données. Il est de plus peu sen-
sible, pour sa vitesse, au choix du pas de calcul (ou du facteur d’oubli λ).

A facteur d’oubliλ (correspondant à un pas fixeµ = 1 − λ), il se traduit par une
fluctuation résiduelle proportionnelle àµ, comme le LMS. Mais on peut choisir le pas
très petit sans allonger la durée transitoire de convergence : ce choix dépendra donc
uniquement de la "largeur de fenêtre équivalente"W = 1

1−λ , représentant la durée de
stationnarité supposée des données traitées.

Sa limitation est la complexité de calcul enO(M2) opérations par itération, qui
empêche l’implémentation temps réel pour des valeurs élevées de la tailleM du filtre.
Pour remédier à cette difficulté, on construira desalgorithmes de Moindres Carrés
rapides: c’est l’objet du chapitre 4.

2.3. Algorithmes de projection affine

OBJECTIF.– On a vu les limitations intrinsèques des deux classes d’algorithmes pré-
cédentes : les gradients LMS, par la lenteur de convergence dans les cas mal condi-
tionnés, et les Newton RLS par la complexité de calcul. Les variantes étudiées ici
(APA puis treillis) visent à construire un compromis intermédiaire entre les deux, plus
rapide que le LMS et moins complexe que le RLS.

De façon similaire à la méthode des Moindres Carrés où le critère statistique de la
fonction de coûtJ(w) est remplacé par un critère géométrique des moindres carrés,
l’algorithme de projection affine correspond à une méthode bloc de traitement des
données. Il possède un caractère déterministe dépendant des données car il minimise,
à chaque itération, un critère géométrique.

2.3.1. Introduction

Dérivation de l’algorithme APA d’ordre P

Considérons la relation suivantewn = wn−1 + ∆wn correspondant à la mise à
jour desM coefficients d’un filtre adaptatif. On souhaite trouver l’incrément∆wn

permettant d’annuler lesP erreursa posterioriles plus récentes, soit :

Yn − ΛT
n wn = 0 ⇔ ΛT

n ∆wn = En (2.61)
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où Yn = (y(n) · · · y(n− P + 1))T représente le vecteur desP dernières observa-
tions,Λn = (Un · · ·Un−P+1) représente la matrice desP derniers vecteurs d’obser-
vation etEn = (y(n) − UT

n wn−1 · · · y(n− P + 1) − UT
n−P+1wn−1)

T désigne le
vecteur desP erreursa priori à l’instantn.

En considérant queP < M (oùM est l’ordre du filtre adaptatif), le système à
résoudre deP équations àM inconnues est un système sous-déterminé pour lequel,
parmi l’ensemble des solutions∆wn admissibles, la solution à norme minimale
conduit à un incrément unique donné par∆wn = Λn

[
ΛT

nΛn

]−1
En où la matrice

carréeΛT
nΛn, définie non-négative, est inversible lorsqu’elle est de rang P . L’algo-

rithme ainsi obtenu est donné par :

Algorithme APA

En = Yn − ΛT
nwn−1

wn = wn−1 + Λn

[
ΛT

nΛn

]−1
En

(2.62)

Relaxation de l’algorithme APA

En pratique, un paramètre de relaxationµ est introduit afin de pondérer l’incré-
ment∆wn ce qui conduit à la relation de mise à jour suivantewn = wn−1 + µ∆wn.
On obtient alors l’algorithme suivant :

APA relaxé
En = Yn − ΛT

nwn−1

Zn =
[
ΛT

nΛn

]−1
En

wn = wn−1 + µ ΛnZn

(2.63)

En supposant que le vecteur d’observation est donné parYn = ΛT
nw

∗+Bn, oùBn

représente le vecteur desP derniers échantillons de bruit, on montre que le vecteur
d’écart à l’optimum des coefficients du filtreVn = wn − w∗ suit la règle

Vn = P⊥
n Vn−1 +QnBn (2.64)

où P⊥
n = I − µΛn[ΛT

nΛn]−1ΛT
n et Qn = µΛn[ΛT

nΛn]−1. La matricePn =
Λn[ΛT

nΛn]−1ΛT
n correspond à un opérateur de projection sur un sous-espace linéaire

constitué par les vecteurs colonnes{Un, Un−1, · · · , Un−P+1} de la matriceΛn. La
matriceP⊥

n = I − Pn représente alors une matrice de projection orthogonale à
Pn et la relation (2.64) définit une projection (relaxée) du vecteurVn−1 sur un sous-
espace affine. En conséquence, l’algorithme donné par (2.62), initialement proposé
dans [Ozeki 84], est dénommé algorithme de projection affined’ordreP . Lorsque
cette projection est relaxée, les relations (2.63) définissent la version relaxée de cet
algorithme.
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Interprétation géométrique de l’algorithme APA

En considérant l’hyperplanΠn =
{
w ∈ RL/y(n) − UT

n w = 0
}

, l’algorithme
NLMS permet au cours des itérations successives de construire une suite de vecteurs
{wn, n ≥ 0} qui converge vers le filtre optimalw∗. Par définition, ce filtre optimal
appartient à l’intersection de tous les hyperplans{Πn, n ≥ 0}. Ainsi, l’algorithme
NLMS projette le vecteurwn−1 surΠn colinéairement àUn pour obtenir le vecteur
wn qui vérifie l’inégalité‖Vn+1‖ ≤ ‖Vn‖ (cf. figure (2.6)). On note alors que la vi-
tesse de convergence du NLMS est fortement liée à la valeur del’angle φ entre les
hyperplansΠn etΠn−1. Cet angle, défini parcos(φ) = 〈Un,Un−1〉

‖Un‖ ‖Un−1‖ , est gouverné par
le degré de corrélation existant entre les vecteurs successifs Un etUn−1

�−���� �∏

�
−∏� �	


−��

� ��

Figure 2.6. Interprétation géométrique de l’algorithme NLMSM = 3

Pour améliorer la vitesse de convergence de l’algorithme NLMS en présence de
signaux corrélés, il est envisageable de modifier la direction d’adaptation des coeffi-
cients du filtre. L’idée de base de l’algorithme APA constiteà utiliser une projection,
non plus colinéairement àUn, mais dans la direction orthogonale à

⋂
k=0,··· ,P−1

Πn−k.

Cette projection, dite d’ordreP , permet de réduire la norme‖Vn‖ et donc d’accroître
la vitesse de convergence de l’algorithme en comparaison à celle du NLMS. La figure
(2.7) illustre la mise à jour desM = 3 coefficients du filtre pour l’algorithme APA
d’ordreP = 2.
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Figure 2.7. Interprétation géométrique de l’algorithme APAM = 3 etP = 2

2.3.2. Liens avec les autres familles d’algorithmes

Lien avec l’algorithme NLMS

Il est évident que les relations décrivant l’algorithme APAconduisent, lorsque
l’ordre de projectionP est égal à l’unité, aux relations suivantes :

e(n) = y(n) − UT
n wn−1

wn = wn−1 + µ
[
UT

n Un

]−1
Un e(n)

(2.65)

Cette relation correspond à la définition de l’algorithme NLMS qui permet, lorsque
le pas d’adaptation est égal à l’unité, d’annuler à chaque itérationn l’erreur d’estima-
tion a posterioridéfinie par :ε(n) = y(n) − UT

n wn.

Lien avec l’algorithme des moindres carrés

Dans le cas oùP ≥ M , le problème précédent qui consiste à trouver l’incrément
∆wn pour ’annuler lesP erreursa posterioriles plus récentes [soitΛT

n ∆wn = En]
conduit à un système sur-déterminé. L’unique solution au sens des moindres carrés est
donnée par∆wn =

[
Λn ΛT

n

]−1
ΛnEn. En pratique, la mise à jour des coefficients du

filtre est réalisée par un algorithme de type RLS.
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Lien avec l’algorithme de transformation à faible rang

On peut interpréter l’algorithme APA comme un cas particulier des algorithmes
de transformation à faible rang [Raghotaman 2000] où les propriétés de décorrélation
de la matrice de transformation sont utilisées pour approcher l’inverse de la matrice
de corrélation des données. Pour cela, considérons une matrice de transformationQ,
matrice carrée unitaire de rang plein (QQT = I = QT Q). Il existe deux possibili-
tés d’introduire cette matriceQ au sein de la relation (2.61) :QQT ΛT

n∆wn = En

ou bienΛT
nQQ

T ∆wn = En. SoitQ = [Q1 Q2] oùQ1 est une matrice de dimen-
sionP ×M telle queQ1

T Λn
T 6= 0. Le système (2.61) peut être transformé suivant

Q1
T ΛT

n∆wn = Q1
TEn.

Si l’on considère le système d’origine (2.61) sur-déterminé (P ≥ M ), la transfor-
mationQ1 le convertit en un système sous-déterminé,1 ≤ K < M . En choisissant
Q = IP×P etQ1 = [IK×K 0K×(P−K)]

T , il est possible de convertir (2.61) de façon à
obtenir comme solution l’algorithme NLMS, puis l’algorithme APA, puis l’algorithme
RLS en modifiant simplement la valeur du paramètreK. Si Q1 = [1 01×(P−1)]

T ,
l’application de la transformation à faible rang extrait uniquement la première équa-
tion du système (2.61), ce qui correspond à l’opération réalisée par l’algorithme

NLMS. SiQ1 =

[
1 0 01×(P−2)

0 1 01×(P−2)

]T

, la transformation extrait uniquement les 2 pre-

mières équations ce qui correspond à l’algorithme APA d’ordre 2. Cette propriété
peut-être facilement étendue à des ordres supérieurs à 2. Enétendant la tranformation
àQ1 = IP×P seules lesP dernières équations du système (2.61) sont considérées ce
qui est équivalent à l’algorithme RLS (pourP ≥M ) à fenêtre rectangulaire.

2.3.3. Régularisation directe de la matrice de covariance des données

La relation (2.64) montre que les propriétés de l’algorithme APA sont directement
liées à celles de la matrice des donnéesΛT

nΛn. Il apparaît évident que le terme de bruit
QnBn de la relation (2.64) se trouve amplifié lorsque cette matrice est mal condi-
tionnée ce qui conduit, durant ces périodes, à un désajustement important du filtre
identifié. Ce problème peut être résolu en introduisant une procédure de régularisation
directe de la matriceΛT

nΛn qui consiste à introduire, au sein de la diagonale de la ma-
trice de covariance des données, un paramètreδ ∈ R

∗+ ce qui conduit à l’équation de
mise à jour des coefficients du filtrewn = wn−1 + µ Λn[ΛT

nΛn + δ I]−1En. Soit la
décomposition en valeur singulièresΛn = Sn Σn T

T
n de la matriceΛn ∈ RM×P , où

Sn ∈ RM×M etTn ∈ RP×P sont deux matrices unitaires (Sn S
T
n = I etTn T

T
n = I)
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et oùΣn ∈ RM×P est donnée, lorsqueP ≤M , par

Σn =




λn,1

λn,2

. . .
λn,P

0(M−P )×P




(2.66)

on montre alors que la matrice de projectionP⊥
n = I − µ Λn[ΛT

nΛn + δ I]−1ΛT
n de

l’algorithme APA relâché admet la décomposition suivante :

P⊥
n = Sn diag(1 − µ

λ2
n,1

λ2
n,1 + δ

, · · · , 1 − µ
λ2

n,P

λ2
n,P + δ

, 1M−P ) ST
n . (2.67)

Le facteur d’amplification du bruit d’observation est gouverné par la structure de
la matriceQn = µ Λn[ΛT

nΛn + δ I]−1 de valeurs valeurs singulièresµ λn,k

λ2
n,k+δ

, ∀k =

1, · · · , P . La limitation du facteur d’amplification du bruit de fond est réalisée à la
fois par la procédure de relaxation et par celle de régularisation. En effet, les valeurs
singulières deQn sont d’autant plus faibles que le paramètre de relaxationµ est faible
et que le paramètre de régularisationδ est fort. Un choix judicieux de ce dernier para-
mètre consiste à prendreδ = E

[
b2 (n)

]
. Ainsi, la mise à jour des coefficients du filtre

n’est effectuée que suivant les directions pour lesquellesle rapport signal à bruit est

important [soit
λ2

n,k

λ2
n,k+δ

≈ 1], tandis que l’adaptation est minimisée dans celles pour

lesquelles le rapport signal à bruit est faible [soit
λ2

n,k

λ2
n,k+δ

≈ λ2
n,k

δ ].

L’introduction du facteur de relaxationµ conduit à un vecteur d’erreura posteriori
εn = Yn − ΛT

n wn donné parεn = [I − µΛT
nΛn(ΛT

nΛn + δ I)−1] En. Dans le cas
particulier oùδ est négligeable devant les valeurs propresλ2

n,k, ∀k = 1, · · · , P de la
matriceΛnΛT

n , cette équation conduit à l’approximation

εn ≃ (1 − µ) En. (2.68)

Cette dernière relation se révèle être une égalité lorsque l’on utilise la version non-
régularisée de l’algorithme APA. Dans ce dernier cas, il estévident d’après (2.68)
que le choix d’un pas d’adaptation égal à l’unité permet d’annuler simultanémentP
erreursa posteriorice qui correspond à la solution de (2.61).
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2.3.4. Convergence de l’algorithme APA

Contrairement à l’algorithme NLMS dont les propriétés de convergence ont été
étudiées de façon intensive, peu d’études ont porté sur la convergence de l’algorithme
de projection affine. Des résultats de convergence de l’algorithme APA non régularisé
avec un pas d’adaptation égal à1 ont été obtenus par [De Almeida 03] en modélisant le
signal d’entrée par un processus gaussien auto-régressif.Des expressions analytiques
de la courbe d’apprentissage et du comportement asymptotique de l’erreur quadratique
moyenne de l’algorithme APA régularisé (méthode directe) sont présentés par [Shin
04] sans modèle particulier des signaux d’entrée et sans restreindre l’analyse à des
signaux gaussiens. Nous donnerons ici les résultats présentés par [Sankaran 00] qui,
bien que de portée moins large, ont l’avantage de pouvoir exprimer les principales
propriétés de convergence de l’algorithme APA non-régularisé.

Convergence en moyenne quadratique

Supposons [Slock, 1993] que les vecteurs d’entrée{Un} sont centrés, indépen-
dants et identiquement distribués, et que la matrice de covariance est donnée par
R = E[UnU

T
n ] = S ΣST avecΣ = diag(λ1, λ2, · · · , λM ) et S = {ν1, · · · , νM},

les paramètres{λi} et {νi} représentant les valeurs propres et vecteurs propres de
R. On suppose de plus que l’observation est donnée pary(n) = UT

n wopt + b(n)
avecb(n) bruit blanc centré de varianceσ2

b et indépendant de{Un}. Dans ces condi-
tions, l’erreur quadratique moyenne de l’algorithme APA non-régularisé est donnée

parJ(n) = σ2
b +

M∑
i=1

λi λ̃n,i avec :

{
λ̃n,i = [1 − µ (2 − µ) βi] λ̃n−1,i + µ2 σ2

b E
(

1
r2

)
βi

βi = 1 − (1 − pi)
P et pi = λi/Tr(R)

(2.69)

Ainsi, le choix µ ∈ [0, 2] constitue une condition suffisante pour assurer la
convergence de l’erreur quadratique moyenne vers l’erreurasymptotiqueJ (∞) =
σ2

b [1 + µ
2−µ E( 1

r2 )Tr(R)]. De la relation (2.69), nous pouvons constater que la
convergence de l’erreur quadratique moyenne est gouvernéepar la valeur du produit
µ(2 − µ)βi avecµ(2 − µ) ≤ 1 (car l’algorithme est supposé stable) etβi = 1 −
(1 − pi)

P ≤ 1. La convergence sera donc d’autant plus rapide que(1 − µ(2 − µ)βi)
est proche de zéro soit donc lorsque les paramètresµ etβi sont proches de l’unité.

Dans (2.69), les quantitésµ et (2 − µ) conduisent à la même vitesse de conver-
gence. Par contre, le compromis entre vitesse de convergence et erreur en excès peut
être optimisé en sélectionnant le pas d’adaptation dans l’intervalle[0, 1] ce qui limite
l’erreur quadratique moyenne en excès qui est proportionnelle à la valeur deµ. Si l’on
analyse l’influence de l’ordreP de la projection affine, on constate qu’un ordre élevé
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améliore la vitesse de convergence puisqueβi tend vers la valeur unité. L’algorithme
APA converge donc plus rapidement que l’algorithme NLMS (cas P = 1) quelque
soit la structure du signal d’entrée. Dans le cas où le signald’entrée correspond à un
bruit blanc, l’erreur quadratique moyenne (exprimée en décibels) décroît linéairement
d’environ 20 dB tous les5M/P échantillons pour un pas d’adaptation égal à l’unité.
Ceci est à comparer avec la décroissance de 20 dB tous les5M échantillons pour le
NLMS. Ces éléments suggèrent l’idée d’améliorer la vitessede convergence de ces
algorithmes en travaillant avec un nombre limité de coefficients durant la phase de
convergence initiale de l’algorithme, puis en augmentant progressivement l’ordre du
filtre M jusqu’à atteindre la valeur désirée.

Convergence en moyenne

Considérons la décomposition de la valeur moyenneE[Vn] du vecteur d’écart à
l’optimum Vn sur la base orthonormée des vecteurs propres{ν1 ν2 · · · νM}, cette
décomposition est donnée par{ρn,i = νT

i E[Vn], i = 1, 2, · · · ,M}. Avec cette nota-
tion, la convergence en moyenne de ce vecteur d’écart est gouvernée par la relation
ρn+1,i = (1 − µβi) ρn,i.

La convergence vers zéro deρn,i est assurée si et seulement si|1 − µβi| < 1. Pour
des signaux suffisamment riches (pi 6= 0, ∀i), on a0 ≤ βi ≤ 1. Ainsi, une condi-
tion suffisante pour assurer la convergence du vecteurρn = [ρn,1 ρn,2 · · · ρn,M ]

T est
µ ∈ [0, 2]. Inversement, lorsqueµ ∈ [0, 2], le vecteurρn tend asymptotiquement
vers zéro de façon exponentielle et doncE[Vn] converge vers zéro puisque l’ensemble
{ν1, ν2, · · · , νM} forme une base orthonormée. L’algorithme APA constitue donc un
estimateur asymptotiquement non-biaisé des coefficients optimauxw∗.

2.3.5. Complexité algorithmique et algorithmes rapides

Dans sa version non-régularisée (2.63), la complexité de l’algorithme APA est de
2MP +KP 2 multiplications par échantillon, oùK désigne une constante dépendant
de la stratégie choisie pour inverser la matriceΛT

nΛn. Une valeur deK = 7 est ob-
tenue lorsque l’algorithme de Levinson généralisé est utilisé pour résoudre le système
d’équationsZn = [ΛT

nΛn]−1En présent au sein de l’algorithme APA. Pour diminuer
cette complexité, il est possible de ne mettre à jour les coefficients qu’une seule fois
tous lesP échantillons successifs ce qui conduit à l’algorithme PRA (pour Partial
Rank Algorithm) d’une complexité de2M +KP multiplications par échantillon.

L’algorithme FAP (pour Fast AP algorithm) constitue une version rapide appro-
chée de l’algorithme de projection affine régularisé par la méthode directe [Gay 93b],
[Gay 95] et [Tanaka 95]. La complexité de cet algorithme est de 2M + 20P mul-
tiplications par échantillon mais peut être réduite à2M + 14P multiplications par
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échantillon lorsqueδ = 0, soit une complexité proche de celle de l’algorithme NLMS.
Cependant, pour limiter les problèmes d’instabilité numérique inhérents à l’algorithme
FAP, il est nécessaire d’introduire des procédures de stabilisation ce qui conduit à une
complexité de2M + 30P (resp.2M + 20P ) pour la version FAP avec relaxation
(resp. sans relaxation).

Pour réduire la complexité en comparaison du FAP, il est nécessaire d’utiliser des
procédures optimisées de filtrage transverse à base de transformées de Fourier rapides.
De tels algorithmes correspondent à une version exacte par blocs de l’algorithme FAP
(denommée Block Exact Fast Affine Projection Algorithm ou BEFAP)[Tanaka, 99].
PourM = 2000 etP = 8, la complexité de l’algorithme BEFAP est de 2160 multipli-
cations par échantillon ce qui est sensiblement équivalentà celle de l’algorithme FAP
pour un filtre de tailleM = 1000. Cet avantage est obtenu au prix d’une augmentation
du retard de traitement introduit par la structure bloc de l’algorithme BEFAP.

Enfin, une version exacte par blocs de l’algorithme APA a été proposée [Rom-
bouts 02]. L’algorithme Bloc Exact Affine Projection Algorithm (BEAPA) ainsi ob-
tenu repose sur les mêmes principes généraux que l’algorithme BEFAP mais calcule,
à chaque itération, l’ensemble des composantes du vecteur d’erreur a priori et non
plus une approximation de celles-ci.

2.4. Structures en treillis

Alors que les algorithmes pour les structures adaptatives transversales sont prin-
cipalement basés sur des récurrences temporelles, les structures en treillis font appel
à des récurrences temporelles et sur l’ordre. Même si de telles structures demandent
davantage d’opérations que leur équivalent sous forme transverse, les filtres en treillis
possèdent des propriétés particulièrement intéressantesen vue de leur implémenta-
tion, en raison notamment de leur structure modulaire et de leur moindre sensibilité
aux effets de quantification et de représentation en précision finie.

2.4.1. Introduction

Prédiction linéaire directe et rétrograde

Considérons le problème de la prédiction linéaire appliquéà un processus aléatoire
stationnaireu(n) à valeurs dansR et de moyenne nulle, on montre à partir de l’algo-
rithme de Levinson que les erreurs de prédiction linéaire directefm(n) et rétrograde
rm(n) d’ordrem etm− 1 sont liées par la relation suivante

fm(n) = fm−1(n) − Γmrm−1(n− 1)
rm(n) = rm−1(n− 1) − Γmfm−1(n)

(2.70)
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oùΓm est un coefficient réel. Ces relations définissent une procédure permettant, par
récurrence sur l’ordrem du prédicteur, de calculer les erreurs de prédiction directe
fm(n) et rétrograderm(n), ceci sans résoudre directement le systèmes des équations
de normales. A l’initialisation pourm = 0, soit lorsqu’aucune prédiction n’est réa-
lisée, on choisit les valeurs initialesf0(n) = r0(n) = u(n). Cette procédure, itérée
pouri = 0, ...,m conduit à la structure symétrique en treillis de la figure (2.8).
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Figure 2.8. Filtre en treillis de prédiction d’erreurs à l’ordrem

Les coefficientsΓm sont appelés lescoefficients de réflexionpar analogie avec
la théorie des lignes de transmission, ou encorecoefficients de corrélation partielle
(PARCOR). Leur valeur optimaleΓ∗

m est obtenue à partir de (2.70) en minimisant la
puissance moyenne des erreurs directe et retrograde, soit

Γ∗
m = E [rm−1 (n− 1) fm−1 (n)]

/
E
[
r2m−1 (n− 1)

]
(2.71)

Interprétation géométrique

En appliquant le théorème de projection à l’erreur de prédiction linéaire rétrograde
obtenue à l’ordrej, on obtient les relationsE [rj (n)u(n− j + i)] = 0 pour i =
0, ..., j ce qui mène à la relation

E [rj (n) rk (n)] = E
[
r2j (n)

]
δjk (2.72)

oùδjk représente le symbole de kronecker. Dans l’espace de HilbertH = L2(Ω) muni
du produit scalaire〈X,Y 〉 = E[XY ], la relation (2.72) exprime l’orthogonalité des
erreurs de prédiction linéaire rétrograde disponibles, à un même instantn, aux diffé-
rents étages du treillis. Les erreurs de prédiction linéaire retrograde forment ainsi une
base orthogonaleBm = [r0(n), ..., rm−1(n)] et la construction du treillis correspond
à l’orthogonalisation de l’espace des observations[u(n), ..., u(n − m + 1)] à partir
de la procédure de Gram-Schmidt. Les coefficients du prédicteur rétrograde et le si-
gnal d’entrée sont liés parr(m)(n) = L Um (n) où la matrice triangulaire inférieure
L = [b0(n), ..., bm−1(n)]T est constituée des prédicteurs linéaires retrogradesbi(n)
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obtenus à l’instantn pour des ordresi < m. La matrice de covariance des erreurs de
prédiction rétrogrades admet alors la décomposition LU (lower upper) de Cholesky
suivante

E
[
r(m)(n)r(m)(n)

T
]

= L E
[
Um (n) UT

m (n)
]
LT = Λ (2.73)

oùΛ est une matrice diagonale telle queλjk = E
[
r2j (n)

]
δij . En un certain sens, cette

dernière relation exprime l’orthogonalité des filtres d’erreurs de prédiction à l’instant
n en raison de l’égalitébTi (n) E

[
Um (n) UT

m (n)
]
bTj (n) = E

[
r2i (n)

]
δij. Par suite,

la matrice inverse deΛ est également diagonalisable ce qui conduit à la décomposition
LU de l’inverse de la matrice de covariance des données

E
[
Um (n) UT

m (n)
]−1

=
(
Λ− 1

2 L
)T (

Λ− 1
2 L
)
. (2.74)

2.4.2. Le treillis gradient et variantes

Prédiction linaire adaptative sous forme treillis

Nous nous intéressons ci-dessous à l’implémentation sous forme adaptative de
la structure symétrique en treillis stationnaire de la figure 2.8 et nous cherchons les
coefficients optimauxΓ∗

m permettant de minimiser la fonction de coût donnée par
Jm (n) = E

[
f2

m (n) + r2m (n)
]
. A partir de la récurrence sur l’ordre du treillis (2.70),

la solution optimale est donnée par

Γ∗
m = 2

E [fm−1 (n) rm−1 (n− 1)]

E
[
f2

m−1 (n) + r2m−1 (n− 1)
] (2.75)

L’algorithme du treillis adaptatif correspond à la recherche de la solution (2.75)
par une méthode itérative basée sur l’algorithme du gradient. Il est obtenu en introdui-
sant dans (2.70) des coefficients de réflexionΓm(n) variant au cours du temps, et en
évaluant le gradient de la fonction de coût ce qui conduit à larelation de mise à jour

Γm (n+ 1) = Γm (n) + 2µm E [fm (n) rm−1 (n− 1) + fm−1 (n) rm (n)] (2.76)

où µm est une constante positive. L’algorithme ainsi obtenu possède des propriétés
de convergence spécifiques en raison de la non-linéarité de la récurrence par rapport
auxΓm, mais aussi du caractère non-quadratique de la fonction de coût. Asymptoti-
quement, on montre que la stabilité de l’algorithme est assurée si|1 − 2µmDm| < 1
oùDm = E[f2

m−1(n) + r2m−1(n − 1)] = 2 E[f2
m−1(n)] par stationnarité et symétrie

du treillis. Etant donné queD0 ≥ D1 ≥ ... ≥ Dm, les pas d’adaptation des étages
d’ordres élevés doivent être choisis plus grands que ceux des étages inférieurs.

L’implémentation de l’algorithme dutreillis LMS consiste à utiliser une approxi-
mation stochastique du gradient, ce qui conduit à

Γm (n+ 1) = Γm (n) + µm(fm (n) rm−1 (n− 1) + fm−1 (n) rm (n)) (2.77)
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En choisissant des pas d’adaptationµm adéquats, cet algorithme possède une vi-
tesse de convergence plus rapide en général que son équivalent sous forme transversale
en raison des propriétés d’orthogonalisation des étages successifs du treillis et de la
diagonalisation de la matrice de covariance (2.73). Cette vitesse de convergence est
moins dépendante du conditionnement de la matrice de covariance du processus d’en-
trée. Cependant, son implémentation se heurte à la nécessité de connaîtrea priori la
statistique desDm ce qui se révèle particulièrement délicat en environnementnon-
stationnaire. Nous verrons que ce problème peut être résoluen utilisant une version
"normalisée" de l’algorithme d’adaptation.

Forme treillis adaptatif d’un filtre de Wiener RIF

Il est possible d’exploiter les propriétés d’orthogonalité intrinsèques aux structures
en treillis dans un cadre plus général du filtrage linéaire sous forme transversale. La
figure 2.9 représente la réalisation sous forme treillis d’un filtre de Wiener. Elle est
constituée de deux étages distincts : un premier étage produit les erreurs de prédiction
linéaire directefi (n) et rétrograderi (n) pour chaque ordre. Le second étage utilise,
au sein d’une structure transversale, les erreurs de prédiction linéaire rétrograderi (n)
calculées aux ordresi = 1, ...,m de manière à minimiser la puissance de l’erreur
em(n) = d(n) − y (n).
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Figure 2.9. Réalisation sous forme treillis d’un filtre de Wiener

Dans le cas stationnaire, lorsque le critère d’optimisation correspond à la minimi-
sation de l’erreur quadratique moyenneJm (n) = E

[
e2m(n)

]
, le caractère diagonal
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de la matrice de covariance des erreurs de prédiction rétrograde donné par (2.73) rend
indépendent chaque élément deg, soit

g∗i =
E [d(n)ri(n)]

E [r2i (n)]
, i = 0, 1, ...,m (2.78)

Ces coefficients peuvent être estimés de façon itérative parun algorithme de type
LMS déterministe soitg(n+1) = g(n)−P ∇ [Jm (n)], oùP = diag[µ0, µ1, ..., µm]
est une matrice diagonale définie positive. La convergence de chacun des coefficients
{gi(n) , i = 0, ..,m} sera gouvernée par la quantité

(
1 − 2µiE

[
r2i (n)

])
. Le choix

2µi = α

E[r2
i (n)]

avec0 < α < 1 impose une vitesse de convergence identique pour

chacun des coefficientsgi(n), ceci quelle que soit la corrélation du processus d’entrée
u(n). Par approximation stochastique du gradient, on obtient

em(n) = d(n) − gT (n)r(m)(n)
gi(n+ 1) = gi(n) + α em(n)ri(n)

/
E
[
r2i (n)

]
, i = 0, 1, ...,m

(2.79)

Deux jeux de coefficients sont adaptés en parallèle : les coefficients de réflexion
orthogonalisent le signal d’entréeu(n) et les coefficients du filtre transverseg(n) ne
sont plus dépendants du conditionnement de la matrice de covariance du processus
d’entréeu(n). Cette indépendance n’est cependant valide que lorsque lescoefficients
de réflexion ont convergé vers leur valeur optimale. Durant la phase initiale de conver-
gence, il y aura donc une certaine dépendance entre les erreurs de prédiction linéaire
rétrograderi(n). Par ailleurs, les changements dans la statistique du signal de réfé-
renced(n) ne viennent affecter que uniquement la seconde section de lastructure
conjointe de la figure 2.9, la partie prédiction linéaire rétrograde restant inchangée.

En prenant en compte les propriétés d’orthogonalité (2.72)entre les erreurs de
prédiction rétrograde, l’erreurem(n) dans (2.79) peut être remplacée parei(n) =
d(n) − gi(n)ri(n). La minimisation de la puissance de l’erreur globaleem(n) est
remplacée par la minimisation locale à chaque étage deE

[
e2i (n)

]
par rappport àgi(n).

2.4.3. Le treillis Moindres Carrés

Moindres carrés exacts

On considère maintenant que le critère d’optimisation statistique à chaque étage du
treillis est remplacé par une estimation empirique des moindres carrés. Ceci revient à
travailler, non plus avec le produit scalaire défini précédemment, mais avec〈X,Y 〉 =

1
n

n∑
k=1

x (k) y (k) ce qui conduit à la méthode de Burg. La minimisation de la fonction

de coûtJm(n) = 1
n

n∑
k=1

[
f2

m (k) + r2m (k)
]

est obtenue pour la solution optimale
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Γ∗
m(n) = 2

n∑
k=1

fm−1 (k) rm−1 (k − 1)

n∑
k=1

[
f2

m−1 (k) + r2m−1 (k − 1)
] (2.80)

En posantµn = 1
n et en faisant apparaître des récurrences sur le temps, on ob-

tient l’algorithme deBurg adaptatifdéfini ci-après où l’estimée des coefficients de
réflexionΓm (n) minimisent exactement la fonction de coûtJm (n) :

cm (n) = (1 − µn) cm (n− 1) + µn fm−1 (n) rm−1 (n)
dm (n) = (1 − µn) dm (n− 1) + µn

[
f2

m (n) + r2m (n− 1)
]

Γm (n) = 2cm (n)/dm (n)
(2.81)

L’algorithme obtenu correspond à une approximation stochastique d’un algorithme
de type quasi-Newton à pas décroissantµn. Il possède une propriété de convergence
p.s. desΓm (n) vers les coefficients optimaux (2.75). Par ailleurs, en phase de conver-
gence asymptotique, l’écart quadratique moyen des coefficients à l’optimum est pro-
portionnel à la valeur du pas d’adaptation de l’algorithme.

Moindres carrés à oubli exponentiel

De manière à optimiser le fonctionnement de l’algorithmeBurg adaptatif en
contexte non-stationaire, il est préférable de considérerun critère de moindres car-
rés à facteur d’oubli exponentielλ. Considérons la version stochastique de (2.76) avec
le choix 2µm = α/Dm (où 0 < α < 1) ce qui rend l’adaptation indépendante du
paramètrem et conduit à une moindre sensibilité de la vitesse de convergence de l’al-
gorithme vis à vis de la dispersion des valeurs propres de la matrice de covariance
du processus d’entrée. L’implémentation de la versionnormaliséede l’algorithme du
treillis LMS consiste à utiliser une approximation stochastique du gradient, soit

Γm (n+ 1) = Γm (n) +
α

D̂m (n)
[fm (n) rm−1 (n− 1) + fm−1 (n) rm (n)] (2.82)

combinée à une approximation itérative de la quantitéDm par la méthode des
moindres carrés avec facteur d’oubli exponentielλ

D̂m (n) = (1 − λ)
n∑

k=1

λn−k
[
f2

m−1 (k) + r2m−1 (k − 1)
]

(2.83)

où0 < λ < 1. Lorsqueα = 1−λ, l’algorithme en treillis adaptatif obtenu représente
une version récursive de la méthode de Burg conduisant à l’estimateur suivant



Filtrage RIF adaptatif 87

Γm(n+ 1) = 2

n∑
k=1

λn−kfm−1 (k) rm−1 (k − 1)

n∑
k=1

λn−k
[
f2

m−1 (k) + r2m−1 (k − 1)
] (2.84)

On retrouve une solution similaire à (2.80) lorsque le critère des moindres carrés
est remplaçé par un critère des moindres carrés à facteur d’oubli exponentielλ.

2.5. Performances comparées des algorithmes adaptatifs

Nous présentons ici des résultats de simulations, sur des signaux stationnaires,
permettant de comparer en termes de vitesse de convergence (durée du transitoire)
et de performance asymptotiques (fluctuation résiduelle),les algorithmes APA et en
treillis aux LMS et RLS déjà vus : l’objectif de ces algorithmes était en effet de réaliser
un compromis de complexité et de vitesse de convergence entre les gradients LMS et
les algorithmes newtoniens RLS.

2.5.1. Performances de APA et NLMS

Comparaisons en convergence initiale

On considère le problème de l’identification de systèmes où l’observation brui-
téey(n) = UT

n w∗ + b(n) désigne la réponse d’un système inconnu (modélisé par
la réponse impulsionnellew∗ et comportantM = 30 coefficients) à un signal d’en-
tréeu(n) modélisé par un modèle AR1 de pôleρ variable. Le bruit d’observation est
gaussien, blanc, centré de varianceσ2

b . On se place dans les conditions suivantes : pas
d’adaptation des algorithmesµ = 0.5, rapport signal à bruit d’observation de 30 dB,
valeur initiale des coefficients du filtrew−1 = 0. Le filtre optimalw∗ est tel que sa
décomposition sur la base des vecteurs propres de la matricede corrélation du signal
d’entréeR = E

[
Un U

T
n

]
= V ΣV T admet des composantes égales en amplitude

(hypothèse de maximum d’entropie) soit

w∗ =

√
E [y2 (n)] − σ2

b

Tr (R)
1MV T (2.85)

avec1M = [1 · · · 1]. Pour différentes valeurs de l’ordre de projectionP de l’al-
gorithme APA, on réalise des moyennes temporelles sur 50 échantillons successifs et
des moyennes statistiques sur 1000 réalisations de l’erreur a priori e(n), chacune de
taille n = 2000 . Afin de contrôler le risque de déstabilisation locale de l’algorithme
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Figure 2.10.Comportement de l’algorithme APA en fonction de l’ordreP (courbes•) pour un
signal d’entrée peu corrélé (cond(R) = 1.49) : (haut) Vitesse de convergence, (milieu) Erreur
d’ajustement normalisée, (bas) Norme du vecteur d’écart des coefficients à l’optimum

APA, une constante de régularisation directeδ = σ2
b est ajoutée sur la diagonale de la

matrice covarariance des donnéesΛT
nΛn de l’algorithme APA.

Nous analysons tout d’abord le comportement des algorithmes lorsque le signal
d’entrée est faiblement corrélé pour un modèle AR1 de poleρ = 0.1 soit cond(R) =
1.49. La figure (2.10) représente, pour différentes valeurs de l’ordre de projection
P ∈ [1, 30] de l’algorithme APA, lavitesse de convergenceTc de l’algorithme (figure
du haut) mesurée telle queJn > J∞∀n < Tc, l’ erreur d’ajustement normalisée(
J∞ − σ2

b

)/
σ2

b (figure du milieu) exprimée en décibels et lanorme de la différence
des coefficients par rapport à l’optimumévaluée asymptotiquement (figure du bas) soit
E
[
‖w∞ − w∗‖2

]
également exprimée en décibels. La vitesse de convergence permet

d ’apprécier le comportement en convergence initiale des algorithmes.

Nous comparons le cas de l’algorithme NLMS (équivalent à l’algorithme APA
avec un ordre de projectionP = 1) avec l’algorithme APA d’ordreP ≥ 2. Nous
constatons sur la figure (2.10) que, quelque soit l’ordre de projectionP ≥ 2, l’algo-
rithme APA possède une vitesse de convergence initiale plusrapide que l’algorithme
NLMS. Cette vitesse de convergence est d’autant plus rapide(comparativement au
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NLMS) que les signaux d’entrée sont corrélés. En effet, la figure (2.12) obtenue pour
un modèle AR1 de poleρ = 0.9 soit cond(R) = 256.57 confirme cette tendance
puisque le NLMS atteint le régime asymptotique au bout de 3000 itérations alors
que l’algorithme APA l’atteint en moins de 500 itérations. Cette propriété est éga-
lement illustrée sur la figure 2.11 qui représente la convergence initiale d’un des co-
efficients du filtre pour les algorithmes NLMS, APA d’ordreP = 2 et APA d’ordre
P = M = 30 sur des signaux faiblement (gauche) et fortement (droite) corrélés.
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Figure 2.11.Convergence initiale des coefficients pour le NLMS (—), l’APA d’ordre P = 2
(-.-) et l’APA d’ordreP = 30 (- -) pourµ = 0.5 et δ = σ2

d. Signal d’entrée faiblement corrélé
cond(R) = 1.49 (gauche) et fortement corrélécond(R) = 257.57 (droit)

Comparaisons en régime asymptotique

Afin de comparer les algorithmes NLMS et APA en régime asymptotique, nous
commentons les figures (2.10) et (2.12) en terme d’erreur d’ajustement normalisée(
J∞ − σ2

b

)/
σ2

b et de norme du vecteur d’écart des coefficientsE
[
‖w∞ − w∗‖2

]
, ces

grandeurs étant exprimées en décibels. On constate que l’algorithme NLMS possède
un comportement asymptotique qui dépend de la nature du signal d’entrée puisque,
pour une erreur d’ajustement normalisée de -5 dB, la norme duvecteur d’écart des
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Figure 2.12.Comportement de l’algorithme APA en fonction de l’ordreP pour un signal d’en-
trée fortement corrélé (cond(R) = 256.57) : (haut) Vitesse de convergence, (milieu) Erreur
d’ajustement normalisée, (bas) Norme du vecteur d’écart des coefficients à l’optimum

coefficients à l’optimum obtenue avec le NLMS est de -27 dB ou de -21.5 dB sui-
vant que le signal d’entrée est fortement ou faiblement corrélé. Ceci est conforme à
la relation J∞−Jmin

Jmin
= µ

2−µ Tr{R} E
[

1
r2

]
vue précédemment lors de l’analyse du

NLMS. Par contre, l’algorithme APA présente une erreur d’ajustement normalisée et
une norme du vecteur d’écart relativement indépendantes dela corrélation du signal
d’entrée puisque l’on retrouve sensiblement les mêmes valeurs sur les courbes (2.10)
et (2.12), soit lorsque le signal d’entrée est faiblement oufortement corrélé. Ceci peut
s’observer sur la figure (2.10) où sont supperposés les résultats obtenus pour un signal
d’entrée fortement (�) et faiblement (•) corrélé.

Il faut remarquer que les bonnes propriétés de vitesse de convergence initiale de
l’algorithme APA ainsi que sa robustesse vis à vis de la coloration du signal d’en-
trée sont obtenues au prix d’une augmentation de l’erreur quadratique moyenne (ou
EQM) asymptotique puisque l’EQM obtenue pour l’algorithmeAPA est toujours plus
importante que celle obtenue pour le NLMS (on observe 10 dB dedifférence entre
l’erreur d’ajustement normalisée obtenue pour le NLMS et l’APA d’ordreP = 20).
En ce qui concerne la précision de la convergence asymptotique, nous constatons que
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l’algorithme APA produit asymptotiquement une norme du vecteur d’écart des coeffi-
cients à l’optimum dont l’ordre de grandeur est sensiblement équivalent, que le signal
d’entrée soit corrélé ou non.

2.5.2. Performances des algorithmes en treillis

L’étude de la convergence ne relève plus de la méthode directe qui avait servi
pour le LMS standard. Elle relève par contre des méthodes générales d’étude des
algorithmes stochastiques qui seront abordées dans le chapitre 3.

Qualitativement, on peut résumer les résultats de la façon suivante : les proprié-
tés de convergence p.s. vues pour le LMS à pas décroissant sont conservées, mais la
vitesse de convergence pourra être meilleure et surtoutmoins dépendante du condi-
tionnement de R. Pour le détail de cette étude, on se reportera à [Michaut 92,Ch5].

LMS-Treillis : implémentation, choix des pasµi

En pratique, pour une implémentation adaptative, on choisira des pas constants
µi(n) = µi. On a par contre un degré de liberté supplémentaire par rapport au LMS
dans le choix d’un pas adapté à chaque étage du treillis.

Comme pour le LMS standard, la convergence n’aura pas lieu ausens strict dans
ce cas : on peut seulement espérer une stabilisation de la fluctuation desΓi(n) autour
desΓ∗

i , et celle-ci supposera des pasµi assez petits. On peut avoir une idée qualitative
des bornes nécessaires en étudiant la convergence du gradient déterministe (2.76), où
nous choisissons des pasµi constants.

La version linéarisée autour de l’optimumΓ∗ donne pour l’écartδi(n) = Γi(n) −
Γi la récurrence homogène

δi(n) = (1 − 2µiDi−1)δi(n− 1) (2.86)

et donc la condition de stabilité locale à l’optimum sera

|1 − 2µiDi−1| < 1 ⇐⇒ 0 < µi <
1

Di−1
(2.87)

Une bonne adaptation des pasµi peut permettre d’atteindre une vitesse de convergence
plus grande que le LMS, et on peut s’attendre à une moindre dépendance de la vitesse
par rapport au conditionnement (taux de corrélation des données) en liaison avec la
décorrélation et l’orthogonalisation des étages successifs qui revient à diagonaliser la
covariance.
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Vitesse comparée LMS et LMS-Treillis

Le modèle du signal est un AR2. On établit que, pour les algorithmes à pas constant
unique, le choix du pas optimal donne un taux de convergence de LMS-Treillis tou-
jours meilleur que LMS. On accentue la supériorité du LMS-Treillis en choisissant
des pasµi adaptés à chaque étage du treillis,

La figure 2.13 montre l’évolution des deux algorithmes , sur une réalisation, dans
le cas des petits pas du LMSµ = 0.01 , et du LMS-Treillis deµ1 = 0.02, µ2 = 0.04
en rapport1/50 avec les bornes déterministes1/λmax, 1/D0 et1/D1. On voit une
vitesse nettement accrue du LMS-treillis en transitoire, mais au prix d’une fluctuation
résiduelle sensiblement plus forte que pour le LMS.

Figure 2.13.Comparaison LMS et LMS-Treillis

Vitesse comparée du Moindres carrés en treillis ( Burg-adaptatif )

La figure 2.14 montre la simulation des trois algorithmes Burg, RLS, LMS-Treillis
à pas décroissantµn = 1/n. Le modèle est un AR2 avec des pôles définis parρ = 0.9
etν = 0.01 , de très mauvais conditionnementcond(R) = 266.
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On constate la supériorité absolue de Burg en vitesse et qualité de convergence sur le
RLS, même si les deux algorithmes ont un comportement procheavec une vitesse de
convergence indépendante du mauvais conditionnement.

Figure 2.14.Comparaison de RLS, Burg et LMS-Treillis

Au contraire le LMS-treillis montre clairement les limitations des algorithmes de
gradient face au conditionnement : notons toutefois que nous avons pris icile même
pasµn pour les deux étages du treillis. On pourrait donc améliorerla performance
du LMS-Treillis (sans toutefois se rapprocher de la vitessedes Moindres carrés) en
adaptant les pas à chaque étage du treillis.

Conclusions sur le treillis adaptatif

La représentation en treillis apporte de nombreux avantages, principalement la dé-
corrélation des étages successifs et la modularité de mise en œuvre : on peut ajouter
un étage au treillissans remettre en cause les paramètres ki déjà optimisés dans les
étages précédents. On peut dire d’un point de vue analyse numérique qu’elle remplace
le traitement en bloc d’une optimisation M-dimensionnellepar une suite de problèmes
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d’optimisationunidimensionnels, et ceci grâce à l’orthogonalisation de l’espace d’ob-
servation.

La conséquence du point de vue de la vitesse de convergence des algorithmes est
la suivante :

– le LMS-Treillis associé à un choix adapté des pas de calcul par étage est inter-
médiaire entre le LMS et le RLS,

– il y a donc dans le cas du treillis moins de différence entre l’approche gradient
et l’approche Newton-Moindres carrés,

– chacun des algorithmes en treillis surpasse en vitesse et en qualité de conver-
gence l’algorithme correspondant de la structure transversale de la prédiction linéaire,

– la complexité de calcul de l’approche Moindres carrés du Burg-récursif estdu
même ordre de grandeur que pour le LMSenO(M), par opposition à la complexité
enO(M2) du RLS. Ce gain fondamental est lié directement à ladiagonalisationdu
problème d’optimisation.

Ces bonnes propriétés de la structure en treillis expliquent pourquoi elle sera aussi
à la base de la construction des algorithmes rapides de Moindres carrés, étudiés au
chapitre 4.

Notes

L’étude théorique de la convergence du LMS à pas décroissanta été faite par [Far-
den 81] et [Eweda-Macchi 83 84, 87]. Pour l’étude du comportement asymptotique
du LMS à pas constant (en situation stationnaire et en poursuite) , une méthodolo-
gie spécifique a été développée dans [Macchi 81, 87]. L’intérêt de cette approche est
d’obtenir des résultats de stabilité inconditionnelle, oudes estimations d’erreur qua-
dratique non asymptotiques (valables pour toutµ < µ0), mais elle ne se généralise
pas à d’autres algorithmes adaptatifs.

Les résultats les plus complets pour le LMS à pas fixe, en stationnaire et en pour-
suite de filtre variable, sont ceux de [Solo 89], [Solo 92]. Ils sont de nature asymp-
totique, et basés sur des méthodes de moyennage (déterministe ou stochastique) qui
ont ensuite été généralisées à tous les algorithmes stochastiques dans l’ouvrage de
référence [Solo 95] (cf Chapitre 3).

Les outils théoriques sur les propriétés d’excitation persistante et la stabilité ex-
ponentielle du LMS sont développés dans [Green, Moore 86] et[Bitmead 81,84],
[Bitmead, Anderson 80], [Bitmead 80 à 86].

Pour des résultats statistiques classiques sur les Moindres carrés, on se reportera
à [Monfort 80]. Des résultats approfondis dans des contextes généraux d’estimation
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récursive de processus aléatoires sont développés dans [Duflo 90]. L’étude du RLS à
facteur d’oubli a été menée d’abord par [Macchi-Eweda, 83 et88], et approfondie y
compris en situation non stationnaires par [Ljung, Priouret 91, 93].
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Chapitre 3

Algorithmes adaptatifs : méthodes générales

Ce Chapitre présente quelques techniques pour l’étude théorique d’un algorithme
adaptatif générique : la question de la convergence des algorithmes a été abordée par
des méthodes spécifiques pour le LMS et le RLS du cas standard (Chapitre 2). Ces
méthodes étaient liées étroitement au caractère quadratique de la fonction de coût
J(θ). Le but est ici d’aborder, par une méthode générale, l’étudede la convergence
asymptotique d’algorithmes d’approximations stochastiques plus généraux : entreront
dans ce champ les structures de filtrage étendues (treillis,filtres récursifs abordés au
Chapitre 5), les modélisations étendues ARMA, ARMAX, Kalman, les estimations de
retards et de sous espaces, les méthodes d’adaptation sans référence (Chapitre 6) et les
méthodes d’apprentissage non-linéaire (Chapitre 11).

L’étude du comportement de ces algorithmes se décompose en trois phases de
complexité croissante : étude de la convergence initiale, étude des fluctuations en ré-
gime stationnaire et étude de la capacité de poursuite de non-stationnarités lentes.

Tout au long de ce chapitre, les outils introduits sont illustrés par trois exemples :

– l’exemple très élémentaire de l’estimation de la moyenne d’une suite de v.a.
indépendantes et équidistribuées (i.i.d.),

– un exemple relevant des algorithmes étendus : identification RII (1-0),

– un exemple relevant d’algorithmes d’approximation stochastique plus général :
le neurone d’Oja.

Chapitre rédigé par Jean-Pierre DELMAS, Jean-Marc BROSSIER et François MICHAUT.
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3.1. Nécessité de traitements adaptatifs plus généraux

3.1.1. Filtrage RII, modélisation ARMA

Prenons comme exemple l’identification d’un système linéaire (correspondant par
exemple au problème de l’annulation d’écho, cf. Chapitre 8). Le schéma en a été
donné au Chapitre 1, Fig-1.3. Supposons que le système inconnu soit représenté

par un filtre récursif RII de transfertH∗(z) = B∗(z)
A∗(z) avecB∗(z) =

q∑
0
βkz

−k et

A∗(z) = 1 −
p∑
1
αkz

−k paramétré parθ∗ = (α1, ..., αp, β0, ..., βq)
T . Le filtre est

supposé causalement stable, les zéros deA∗(z) sont à l’intérieur du cercle unité.

L’identification standard par un filtre de Wiener RIF ne donnera qu’une approxi-
mation du système, et nécessitera éventuellement un filtre très long : il est alors in-
téressant de chercher à modéliser directement le système par un filtre RII, du type
H(z) = B(z)

A(z) , paramétré par le vecteurθ = (a1, ..., ap, b0, ..., bq)
T des coefficients du

filtre. Il est clair que l’EQM de sortieJ(θ) = E(e2n) = σ2
b + var[(H −H∗)un] ≥ σ2

b

possède un minimum global atteint pourH = H∗ doncθ = θ∗. Ainsi l’identifica-
tion se ramène encore à la minimisation de cette fonction de coût d’EQM. La diffé-
rence par rapport au problème de base traité au Chapitre 2 réside dans le caractère
non-quadratique enθ de cette fonction. Donnons maintenant quelques exemples qui
illustrent ce point :

Exemple correctement paramétré. Pour un filtre (1-0)H∗(z) = β
1−αz−1 de mo-

dèle b
1−az−1 on obtient

J(θ) = σ2
b + σ2

u(
β2

1 − α2
+

b2

1 − a2
− 2bβ

1 − aα
)

et l’on établit facilement sur ce cas que le minimum global est atteint pourθ =
θ∗, qui est l’unique point stationnaire deJ(θ).

Exemple sous-paramétré.L’un des problèmes posés par cette modélisation récur-
sive est la possibilité d’apparition de minima locaux parasites dans la fonction
de coût. C’est le cas notamment en situation de "sous-paramétrage", càd lorsque
les ordres(p, q) choisis pour le modèle adaptatifθ sont inférieurs aux ordres
(p0, q0) du vrai système. On le vérifie sur l’exemple suivant [Shynk 89] pour

H∗(z) =
β0 + β1z

−1

1 − α1z−1 − α2z−2
de modèle : H(z) =

b

1 − az−1
,

on a, dans le cas d’une entréeun blanche avecσ2
u = 1 sans bruit de sor-

tie, J(θ) = Cste + b2

1−a2 − 2bH∗(a−1), et on obtient par exemple pour
(β0, β1, α1, α2) = (0.05,−0.4, 1,−0.49), trois minima locaux :
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a b J(a, b)-Cste
-0.503302 0.11531 -0.0178071

0.125 0 0
0.779282-0.198307 -0.100137

L’étude de ces minima locaux parasites est donc un élément important de ca-
ractérisation des points de convergence possibles pour lesalgorithmes adapta-
tifs associés. Dans cet exemple de modélisation RII, des conditions suffisantes
d’unimodalité de la fonctionJ(θ) ont été établies dans [Söderström 75], [As-
tröm 74] : si l’entréeun est un bruit blanc et l’ordre du modèle est suffisant
(p ≥ p0, q ≥ q0), tout point stationnaire deJ(θ) est un minimum global et vé-
rifie la condition d’identification correcte du filtreAθ(z)B∗(z) = A∗(z)Bθ(z).
L’étude détaillée du filtrage adaptatif RII sera faite au Chapitre 5.

Exemple de la modélisation ARMA. La modélisation ARMA est le problème dual
de la modélisation RII, et conduit aux mêmes types de fonctions de coût forte-
ment non quadratiques, et de problèmes de minima locaux : le signal ARMA
analysé estxn = B∗(z)

A∗(z)ǫn, généré par filtrage stable et à phase minimale du bruit
blanc d’innovationǫn. L’identification du modèle se fait en minimisant l’EQM
J(θ) = E(e2n) à partir de l’erreur de prédictionen = A(z)

B(z)xn, et on vérifie faci-
lement qu’en situation de "bonne modélisation" (ordre du modèle au moins égal
à l’ordre du filtre générateur), tout point stationnaire estun minimum global et
donne le modèle ARMA correct. Ces deux approches du filtrage adaptatif RII
seront développées au Chapitre 5.

Exemple utilisé pour la suite du chapitre. Dans la suite, nous illustrerons les mé-
thodes sur le problème type de l’identification RII (1-0) : les filtres sont para-
métrés parθ = (a, b)T

H∗(z) =
B∗(z)

A∗(z)
=

β

1 − αz−1
Hθ(z) =

B(z)

A(z)
=

b

1 − az−1
(3.1)

le domaine de stabilité des filtres estS = {(a, b), |a| < 1, b ∈ R}, et les
signaux sont :

xn = H∗(z)un + bn yn(θ) = Hθ(z)un en(θ) = xn − yn(θ) (3.2)

avec le signal d’entréeun à filtrer, le bruit de sortiebn indépendant de l’entrée,
et l’erreur d’estimationen(θ).

3.1.2. Egalisation linéaire aveugle

On considère l’égalisation du canalS(z) défini par le schéma de filtrage [Fig. 3.1]
(voir [Benveniste 80]).
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Canal S(z) Egaliseur θ
an xn

cn

T (z) système global inconnu

Figure 3.1. Egalisation aveugle

Le problème posé est ici de retrouver l’entréean ou d’identifier le filtre inverse
S−1(z) à partir de l’observation complète de la sortiexn et de la connaissance de
la loi de probabilité de l’entréean suite i.i.d. Si le filtreS(z) està phase minimale,
on se ramène à un problème de modélisation ARMA, qui se traitepar des méthodes
d’erreur de prédiction minimale, conduisant à la situationvue à la section précédente.
Par contre, siS(z) n’est pas à phase minimale, son inverse n’est pas causalement
stable et ne peut donc être identifié de cette façon : il faudrautiliser d’autres moments
que l’ordre deux (et en particulier on ne pourra pas faire l’identification lorsque la loi
de l’entrée est gaussienne). On utilisera le théorème suivant :

Théorème: Soit θ un égaliseur linéaire tel que la distribution de probabilité decn
coïncide avec celle dean non-gaussienne. AlorsT = ±I à un retard près.

L’égaliseur linéaire est obtenu en minimisant une fonctionde coût de la forme
J(θ) = E[Ψ(c)] où Ψ est une fonction paire autre que(.)2 (mettant en jeu la loi de
an au-delà de son ordre 2), permettant de mesurer la distorsionde loi imposée par le
filtre T , et possédant un minimum unique pourT = ±I à un retard près.

EXEMPLE 1 : ALGORITHME DE SATO. La distorsion de loi peut être mesurée ici par le critère

Ψ(c) = (c− γSign(c))2 oùγ = E[|an|2]
E[|an|] . On montre alors queT = ±I (à un retard près) est

l’unique minimum local (donc global) deJ lorsque la loiν estsous-gaussienne([Benveniste
80]). Bien que ce résultat ne soit strictement valide que pour un égaliseur de taille infinie (dont la
structure est capable de représenter l’inverse du canal), il reste néanmoins possible de construire
un système à réponse impulsionnelle finie pratiquement utilisable pour peu que la taille de
l’égaliseur soit suffisante. Si l’on paramètre l’égaliseursous forme transversale (non-causale,
centrée sur 0 en R.I. tenant compte du fait que l’inverse stable du filtre S(z) à phase non-
minimale n’est pas causal) :

Etat ϕn = (xn−N , .., xn, .., xn+N)T

Egaliseur θ = (θ−N , .., θN )T cn = θTϕn

l’algorithme de gradient stochastique pour minimiserJ(θ) donne alors l’algorithme de Sato(ou
algorithme du signe) :
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Gradient stochastique (Sato):

θn+1 = θn − µ(cn − γsign(cn))ϕn (3.3)

qui converge vers un filtreT = ±I (à un retard près), et donne en sortiecn = ±an−n0 . Le
Chapitre 6 (Volume 2) développera les méthodes d’égalisation aveugle (sans référence).

3.1.3. Estimation de retards

Nous citons ici un autre exemple dans lequel un algorithme adaptatif est issu de la
minimisation d’une fonction de coût non quadratique. Considérons deux signauxyn et
xn centrés stationnaires du second-ordre retardés l’un par rapport à l’autre d’un retard
inconnuθ∗ (supposé entier) et bruités où le signal de référencexn peut être atténué
d’un facteurα inconnu (α > 0) :

yn = sn−θ∗
+ b1,n et xn = αsn + b2,n.

Nous supposons que les signauxsn, b1,n etb2,n sont mutuellement non corrélés. L’es-
timation du retardθ∗ peut être réalisée par minimisation adaptative de la fonction
J(θ) = E(yn − xn−θ)

2. En effet puisqueJ(θ) = (1 + α2)rs(0) − 2αrs(θ∗ − θ) +
rb1(0) + rb2(0), la minimisation deJ(θ) est équivalente à la maximisation de l’au-
tocorrélationrs(θ∗ − θ) de sn, qui a bien lieu pourθ = θ∗ et naturellement cette
autocorrélation n’est pas une fonction quadratique deθ.

3.1.4. Approximation de sous-espaces, réseau de neurones

Etant donnée une matrice de covariance1 Rx = E(xxT ) d’un vecteur aléatoirex
centré, appelons{λ1 ≥ . . . ≥ λm} les valeurs propres deRx et(v1, . . . , vm) une base
orthonormée de vecteurs propres associés. Nous nous intéressons à deux problèmes
distincts :

(1) L’estimation adaptative d’une base orthonormée der vecteurs propres associés
aux r plus grandes [resp. plus petites] valeurs propres distinctes (λ1, . . . , λr)
[resp.λm−r+1, . . . , λm] deRx.

(2) L’estimation adaptative d’un sous espace invariant majorant ou minorant,
c’est à dire d’un sous espace engendré par les vecteurs propres deRx associé
auxr plus grandes [resp. plus petites] valeurs propres où nous supposons seule-
mentλr > λr+1 [resp.λm−r > λm−r+1]. Dans ce dernier cas nous pourrons

1. Ces méthodes s’étendent aux vecteurs aléatoires complexes circulaires du deuxième ordre
avecRx = E(xxH).
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estimer de façon adaptative, soit une base orthonormée ou approximativement
orthonormée d’un tel sous espace, soit une matrice de projection associée,
orthogonale ou approximativement orthogonale.

A partir d’une suitexn de réalisations de la v.a.x, il existe une abondante littéra-
ture permettant de répondre aux deux problèmes précédents.Parmi celle-ci, desal-
gorithmes d’approximations stochastiquesissus deméthodes d’analyse numériqueou
d’optimisation de critères sous ou sans contraintes. Comme leurs noms l’indiquent,
ces algorithmes sont conçus au départ comme des approximations et quelquefois as-
sez empiriques de méthodes mathématiques standards. Pour être retenu, l’algorithme
ainsi obtenu devra faire l’objet d’études de convergence comme nous le verrons à la
section (3.2). Ces études détermineront en particulier si nous avons affaire à un algo-
rithme de la famille (1) ou (2). Nous verrons ainsi que ces méthodes (développées à
la section (3.5)) se distinguent de celles des exemples précédents par le fait que bien
que s’écrivant sous la forme générale (3.8), elles ne sont pas toujours interprétables
comme issues de la minimisation d’une fonction de coût et l’ensemble des points sta-
tionnaires associés à cette équation (3.8) peut être uncontinuumde points. A titre
d’exemple, considérons le cas le plus simple (r = 1 pour lequel les deux problèmes
(1) et (2) sont confondus) en examinant la construction empirique du célèbre neurone
d’Oja [Oja 82]

wn = wn−1 + µn[Im − wn−1w
T
n−1]xnx

T
nwn−1, (3.4)

qui fournit une estimée adaptativewn d’un vecteur propre normalisév1 associé à la
plus grande valeur propreλ1 (supposée unique) de la matrice de covarianceRx =
E(xnx

T
n ) du processus stationnaire centréxn ∈ Rm :

A partir de l’algorithme d’analyse numérique de la puissance itérée

w′
n = Rxwn−1 avec w0 quelconque non orthogonal àv1 et‖w0‖ = 1

wn =
w′

n

‖w′
n‖

dont la vitesse de convergence peut être améliorée en remplaçantRx parIm + µRx

(avec0 < µ ≪ 1), le neurone d’Oja est obtenu grâce aux approximations suivantes
(en tenant compte que‖wn−1‖ = 1) :

w′
n

‖w′
n‖

=
(Im + µRx)wn−1√

wT
n−1(Im + µRx)2wn−1

≈ (Im + µRx)wn−1√
1 + 2µwT

n−1Rxwn−1

≈ (wn−1 + µRxwn−1)(1 − µwT
n−1Rxwn−1)

≈ wn−1 + µ[Im − wn−1w
T
n−1]Rxwn−1,
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et en replaçantRx par son estimée instantanéexnx
T
n etµ par la suite de pasµn. Il est

à noter comme nous le verrons à la section (3.5), que cet algorithme d’approximation
stochastique est issu de nombreuses approches empiriques différentes.

Si de plus, nous nous intéressons à l’estimation adaptativeαn de la valeur propre
associéeλ1, nous pouvons considérer la minimisation de la fonctionnelle J(α) ≡
(α−vT

1 Rxv1)
2. En utilisant la version stochastique associée à l’algorithme du gradient

et en y injectant l’estiméewn−1 de v1 fournie par l’algorithme (3.4), l’algorithme
adaptatif suivant peut compléter l’algorithme (3.4) :

αn = αn−1 + µn(wT
n−1xnx

T
nwn−1 − αn−1). (3.5)

3.1.5. Conception des algorithmes

La démarche de conception des algorithmes a été présentée auChapitre 1 dans le
cas d’une problématique d’EQM minimale. Appliquons celle-ci à la modélisation RII.
La fonction à minimiser est donc ici l’EQMJ(θ). Il reste à en calculer le gradient,
puis à appliquer le principe d’approximation stochastique, pour obtenir un algorithme
de gradient stochastique généralisant l’algorithme LMS duChapitre 2.

Calcul du gradient

L’erreur d’estimation s’écriten(θ) = xn − yn(θ) avecyn(θ) = θTϕn(θ) à l’aide
du vecteur d’étatϕn(θ) = (yn−1, ..., yn−p, un, ..., un−q)

T . Notons que l’état est ici
généré par un modèle markovien linéaire

ϕn(θ) = A(θ)ϕn−1(θ) +B(θ)Un−1 (3.6)

avec des matricesA(θ), B(θ) fonctions respectivement des partiesa et b deθ.

On a donc pour le gradient∇en = −∇yn et par dérivation

∇yn = ϕn(θ) + θT∇ϕn(θ) = ϕn(θ) +

p∑

k=1

ak∇yn−k

ce qui permet d’assimiler le gradient∇en = −ψn, processus aléatoire stationnaire,
à la solution stationnaire de l’équation récurrente ci-dessus, interprétée en termes de
filtrage récursif sous la forme

∇J(θ) = −2E(enψn) avec l’état filtréψn =
1

A(z)
ϕn(θ)

On aboutit ainsi à l’algorithme de Gradient déterministe RII, pour minimiserJ(θ)

θn = θn−1 + µnE(enψn) GD-RII
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Gradient stochastique LMS-RII

Le passage à un algorithme adaptatif se fait

– par approximation stochastique du gradient

– par approximation del’état gelé(à θ constant) (3.6) par un étatà mémoire finie,
obtenu en mémorisant les valeurs antérieures et en ne recalculant que la nouvelle
sortieyn. On fait de même pour l’état filtréψn.

On obtient l’algorithme appelé ici LMS-RII

LMS-RII

θn = θn−1 + µnenψn avec en = xn − yn et yn = ϕT
nθn−1

ϕn = (yn−1, ..., yn−p, un, ..., un−q)
T

ψn = (sn−1, ..., sn−p, tn, ..., tn−q)
T

sn = yn +

p∑

k=1

ak(n− 1)sn−k et tn = un +

p∑

k=1

ak(n− 1)tn−k

Un des problèmes posés par cet algorithme stochastique est le risque d’explosion (in-
stabilité de l’état) lié au filtrage récursif des données parle filtre aléatoire 1

Aθ(z) pour
générer l’état et l’état filtré.

Méthodes quasi-newtoniennes stochastiques

L’algorithme Quasi-Newton sera obtenu en calculant le Hessien ∇2J(θ∗) et en
approchant son inverse : on montre ici (voir [Benveniste 81]) que

1

2
∇2J(θ∗) = E(ψn(θ∗)ψn(θ∗)

T ) (3.7)

on pose alorsΣ(θ) = E(ψn(θ)ψn(θ)T ) (matrice de covariance de l’état filtré), et on

l’approche par son estimateur empiriqueRn = 1
n

n∑
1
ψkψ

T
k mis sous forme récursive :

cela donne l’algorithme RML (Recursive Maximum Likelihood), extension du RLS à
ce filtrage récursif

RML

θn = θn−1 + µnR
−1
n enψn µn =

1

n

Rn = Rn−1 + µn(ψnψ
T
n −Rn−1)
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Afin de limiter les risques d’instabilité liés au calcul de l’état filtréψn = 1
Aθ(z)ϕn, des

variantes sont souvent utilisées, dont la plus simple consiste à ne pas filtrer : on rem-
placeψn parϕn, ce qui revient à appliquer directement l’algorithme RLS enignorant
la dépendance enθ de l’état. On parle alors de méthode de pseudo-gradient, et on a
l’algorithme ELS (Extended Least Squares).

3.2. Forme générale d’algorithmes, méthodes pour la convergence (ODE)

CONTENU.– Nous abordons ici la forme générale des algorithmes adaptatifs et les
méthodes générales d’étude de convergence dans un contextestationnaire. Celles-ci
sont toutes basées sur le moyennage du champ de vecteur de l’algorithme, condui-
sant à un algorithme déterministe moyen associé à l’algorithme adaptatif (stochas-
tique). Il s’agit ensuite de comparer les trajectoires de ces deux algorithmes. On dis-
tingue les méthodes discrètes (raisonnant directement surl’algorithme moyen : sys-
tème dynamique discret déterministe ou équation récurrente non-linéaire), et les mé-
thodes continues considérant l’algorithme déterministe comme une discrétisation (à
pasµn → 0) d’une Equation Différentielle Moyennedite ODE selon l’abréviation
anglo-saxonne habituelle d’Ordinary Differential Equation. Celle-ci constitue un sys-
tème dynamique non-linéaire déterministe, à temps continu. Ce chapitre présente la
méthode de l’ODE, qui est la plus répandue. Elle a été introduite pour les algorithmes
adaptatifs par [Ljung 83], développée ensuite dans le contexte signal par [Benveniste
87] et dans des contextes beaucoup plus généraux d’approximation stochastique par
[Kushner 97]. On la retrouve également dans la littérature statistique [Duflo 90]. L’ap-
proche directe en discret a été développée par [Solo 95].

3.2.1. Forme générale, vecteur d’état

On cherche à estimer un vecteurθ∗ de manière récursive. Les informations dis-
ponibles au tempsn sont groupées dans un vecteurXn appeléétat du système. La
forme d’algorithme étudiée doit être suffisamment généralepour permettre d’englo-
ber la plupart des systèmes adaptatifs et assez particulière pour se prêter à l’étude
théorique. Pour cela, on utilise des algorithmes itératifsde la forme :

θn = θn−1 + µnH (θn−1, Xn) (3.8)

faisant apparaître les éléments suivants :

– µn pas de calculs, scalaires positifs tels que
∞∑
1
µn = +∞. On distinguera les

algorithmes à pas décroissant (ou à mémoire longue) pour lesquelsµn → 0, et les
algorithmes à pas constant (ou à mémoire courte) pour lesquels µn = µ > 0.

–Xn vecteur d’état de l’algorithme, mémoire finie de taille fixe assurant le carac-
tère récursif en ligne
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–H(θ,X) le champ de vecteurde l’algorithme, il détermine la manière dont l’al-
gorithme corrige l’estiméeθn en fonction des nouvelles informationsXn qui lui sont
fournies à lanieme itération. C’est une fonction déterministe du paramètre etde l’état,
calculable directement sur les données (pas d’opérateur d’espérance mathématique)

Le traitement sous cette forme générale des algorithmes newtoniens, incluant une
mise à jour en deux étapes avec relaxation, nécessite l’utilisation d’un paramètre
étendu(θ,Γ) incluant le gain matriciel, et induit dans (3.8) un terme de perturbation en
O(µ2

n) [Benveniste 87]. Ce terme étant "négligeable" dans les études asymptotiques à
µn → 0, nous ne l’écrivons pas ici.

Hypothèses sur le vecteur d’état

On supposera vérifiées les deux hypothèses générales (HG) suivantes :

(HG1) L’état Xn admet une représentation markovienne contrôlée parθ : Xn =
f (ξn) où ξn est appelé état étendu et

P (ξn ∈ G | ξn−1, · · · , θn−1, · · · ) =

∫

G

Πθn−1 (ξn−1, dx) .

Πθ représente la probabilité de transition de la chaîne de Markov ξn. Pour toutθ
appartenant au domaine utile au fonctionnement de l’algorithme (domaine de stabilité
S), la chaîne de Markov contrôléeξn sera supposée asymptotiquement stationnaire
de distribution limitePθ (dξ). Ceci signifie que la loi deXn tend vers une loi limite
lorsquen → ∞ (loi invariante par la probabilité de transitionΠθ). En pratique, les
deux cas vérifiant cette hypothèse markovienne seront les suivants :

(HG1’) L’étatXn est stationnaire indépendant deθ (cas standard)

(HG1") L’état obéit à une dynamique linéaire markovienne stable, définie par la ré-
currence

Xn = A(θn−1)Xn−1 +B(θn−1)Wn (3.9)

oùWn est un bruit blanc vectoriel (suite i.i.d. centrée). Le domaine de stabilitéS sera
alors défini à l’aide du rayon spectralρ deA :

S = {θ ; ρ(A(θ)) < 1}.

Comme en (3.6), on associera à la récurrence (3.9) l’équation de "l’état gelé" àθ
constant

Xn(θ) = A(θ)Xn−1(θ) +B(θ)Wn (3.10)

et on raisonnera par rapport à la solution stationnaire, dont la loi est la probabilité
invariantePθ de la chaîne de Markov.
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Le champ moyen

Le champ moyen est défini par :

h(θ) = E(H(θ,Xn)),

l’espérance étant prise par rapport à la loi stationnaire invariante de l’étatXn. L’hy-
pothèse de régularité portera sur ce champ moyen.

(HG2) La fonctionh(θ) existe et est suffisamment régulière (Lipschitzienne).

Le champ moyenh (θ) indique la manière dont l’erreur d’estimation est prise en
compte (en moyenne).

3.2.2. Algorithme déterministe et méthode de l’ODE

On associe à l’algorithme adaptatif (3.8), l’algorithme moyenné ou déterministe

zn = zn−1 + µnh(zn−1) (3.11)

Cet algorithme nous donnera les attracteurs possibles de (3.8) et une mesure par sa
vitesse de convergence de la durée du transitoire en adaptatif en fonction du choix
de la suite de pasµn de calcul. Ainsi, dans le cas d’un algorithme du gradient sto-
chastique, la version moyennée n’est autre que l’algorithme du gradient déterministe
initial : l’opération de moyennage pour l’étude de convergence peut être vue comme
l’inverse de l’opération d’approximation stochastique servant à construire ces algo-
rithmes adaptatifs.

L’heuristique permettant de comprendre la convergence destrajectoires de (3.8)
vers celles de (3.11) lorsque le pas de calcul fixeµ→ 0, est motivée par :

1) le fait queθn est lentement variable par rapport àXn (µ ≪ 1) et du fait queH
est régulière.

2) la loi des grands nombres qui permet d’écrire :

θn+N = θn + µ

N−1∑

i=0

H (θn+i, Xn+i+1)

≃ θn + (Nµ)
1

N

N−1∑

i=0

H (θn, Xn+i+1)

≃ θn + (Nµ)h (θn)

On se reportera au Chapitre 1, section (1.4.1), pour l’étudede la vitesse de conver-
gence du GD permettant de mesurer la durée transitoire de l’algorithme LMS du cas
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standard (Chapitre 2). De même, l’algorithme déterministeDRLS associé au RLS
est donné en (2.47) et la durée du transitoire de l’algorithme est présentée dans la
figure [Fig.2.5]. Bien sûr, cette interprétation de l’algorithme moyenné en termes d’at-
tracteurs potentiels et de vitesse transitoire de l’algorithme adaptatif suppose qu’on
établisse la comparaison des trajectoires de ces deux algorithmes et leur proximité
lorsque le pas de calcul est suffisamment petit. Cette étude directe sur les algorithmes
itératifs est faite dans [Solo 95]. Commençons par l’exemple basique, avant les résul-
tats généraux.

EXEMPLE 2 : ESTIMATEUR DE MOYENNE. Le cas de l’estimation d’une moyenne a été pré-
senté au Chapitre 1, (p. 34). sa version adaptative en (2.2).Ce cas d’école montre comment
l’estimateur empirique de la moyenne peut être mis sous la forme d’un algorithme récursif. Ce
parallèle incite à transposer au domaine des algorithmes adaptatifs deux résultats classiques de
la théorie des probabilités que sont la loi des grands nombres et le théorème de la limite centrale.
Ces deux résultats s’interprètent alors en termes de théorème de convergence presque sûre, pour
ce qui est de la loi des grands nombres, et de théorème de caractérisation de la vitesse de conver-
gence asymptotique, en ce qui concerne le théorème de la limite centrale. La généralisation de
ces deux concepts à une forme très générale d’algorithme en contexte non stationnaire, conduit
à la méthode de l’équation différentielle moyenne (ODE) ainsi qu’à des résultats de normalité
asymptotique.

Ici, la convergence de l’algorithme stochastique repose sur l’ergodisme de la suiteXn,
c’est-à-dire sur la loi des grands nombres. Le fonctionnement de cet algorithme d’estimation
de moyenne est illustré par la figure 3.2. Sur cette figure, on peut voir plusieurs trajectoires de
l’estimateurθn (courbes en trait plein). Les deux courbes en pointillés représentent l’enveloppe
à plus et moins deux fois l’écart type théorique de l’estimateur. On vérifie ainsi expérimenta-
lement la convergence en moyenne quadratique. Les conditions de simulation sont : calcul sur
1000 points, les observations sont une suite de v.a. indépendantes, centrées et de variance égale
à un.
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Figure 3.2. Estimateur empirique de la moyenne.
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Méthode de l’ODE, horizon fini

Le but de cette méthode est d’analyser la convergence en moyenne de l’algorithme
(3.8). Il s’agit de l’étape la plus simple du point de vue mathématique mais aussi la
plus essentielle du point de vue de l’utilisateur. Nos hypothèses permettent d’associer
à un algorithme de la forme (3.8) son équation différentielle moyenne (ODE) ; elle est
définie à partir du champ moyen par :

dθ

dt
= θ′ = h [θ(t)] . (3.12)

L’algorithme moyen, déterministe (3.11) est interprété comme une discrétisation de
cette équation différentielle déterministe avec l’équivalence temps continu-temps dis-
cret

tn =

n∑

k=1

µk avec lim
n→∞

tn = +∞.

Si on construit par interpolation linéaire à partir de la solutionzn de (3.11), la fonction
continueθ(t), on a

θ(tn) − θ(tn−1)

µn
= h(θn−1) → θ′(tn) si µn → 0

donc une convergence vers une trajectoire de l’ODE (3.12).

L’ODE caractérise le comportement statistique moyen d’un algorithme et le lien
entre ses trajectoires et celles de l’algorithme adaptatifest fixé, sur une duréeT , par
le théorème suivant qui s’applique à tout type d’algorithme, avecµ = max(µn, tn <
T ). On noteθ(t) la trajectoire de l’ODE, de même condition initialeθ0 que l’algo-
rithme.

THÉORÈME.– Benveniste 87
S’il existe un tube de diamètre non nul entourant la trajectoire de l’ODE dans lequel
les hypothèses (HG) précédentes sont vérifiées, alors pourε > 0, µ petit ett < T fini
on a :

P (max ‖θn − θ (tn)‖ > ε) < C (µ, T )

oùC(µ, T ) → 0 si µ→ 0.

Ce résultat garantit que l’algorithme reste proche de l’ODEpour µ petit. Le
contrôle uniforme sur toute la trajectoire (finie) est une propriété forte.

Horizon infini, convergence p.s. et stabilité

Ayant contrôlé la proximité des trajectoires sur une durée finieT , la question sui-
vante est celle du devenir des trajectoires lorsqueT → ∞. Notamment quels sont les
liens entre les attracteurs de l’ODE et ceux de l’algorithme(voir la section 3.2.3 pour
la définition des attracteurs, et les outils d’étude de leur stabilité).



112 Filtrage adaptatif

Dans de nombreux cas, l’ODE possédera un attracteur uniqueθ∗ (le paramètre
optimal recherché), de domaine d’attractionD∗ : plaçons-nous dans cette hypothèse
simple.

On aimerait obtenir un résultat de convergence p.s. de l’algorithme vers ceθ∗.
Nous avons déjà vu au Chapitre 2, pour le cas standard, que ceci n’est possible que
pour des algorithmes à pas décroissant, et nous avons alors obtenu ce résultat de
convergence p.s.. Ces résultats particuliers au cas standard ne s’étendent malheureu-
sement pas directement aux algorithmes étendus, en raison des problèmes posés

– par la non-linéarité enθ du champ de vecteurH(θ,Xn)

– par les risques d’instabilité et d’explosion liés au bouclage entre l’étatXn et le
paramètreθ.

La question de la stabilité exponentielle des transitoiresest traitée, pour les modèles li-
néaires étendus, par [Anderson 82] et surtout par [Solo 95].Elle passe par la construc-
tion d’un "système d’erreur" : algorithme sur l’écartθ − θ∗ dans le cas des modèles
non-bruités (à l’optimumθ∗, l’erreur d’estimation est nulle), et établit effectivement
par des techniques de fonctions de Liapounoff des propriétés de stabilité exponentielle
pour l’algorithme stochastique (3.8), à partir des mêmes propriétés pour l’algorithme
moyen (3.11).

Pour la convergence p.s. (dans le cas des algorithmes à pas décroissant), elle n’est
obtenue par la méthode de l’ODE ([Ljung 83], [Benveniste 87]) que sous des hy-
pothèses qu’on ne peut établir a priori sur la suiteθn de l’algorithme : bornitude,
et récurrence-stabilité (retour infiniment souvent dans ledomaine d’attractionD∗ de
l’attracteurθ∗).

Les seuls résultats effectifs sont établis par [Kushner 97]sur les algorithmes
contraints. On s’y reportera pour des approches détailléeset multiples de cette ques-
tion sur des algorithmes stochastiques très généraux. Nousciterons le résultat princi-
pal, lié au modèle d’état markovien que nous avons supposé ici. L’algorithme contraint
est défini par un domaine bornéB inclus dans le domaine de stabilité de l’état
(B ⊂ S), et un procédéΠB de reprojection surB lorsqu’on en sort. Il s’écrit :

θn = ΠB[θn−1 + µnH(θn−1, Xn)] = θn−1 + µnH(θn−1, Xn) + µnZn (3.13)

où Zn désigne la correction de projection éventuelle surB. On lui associe l’ODE
contrainte

θ′ = h(θ) + z(t) z ∈ −C(θ) (3.14)

oùC(θ) est le cône de projection (réduit à0 si θ ∈ B). On noteLB l’ensemble limite
de l’ODE dansB (s’il y a un paramètre optimal unique,LB = {θ∗}). On introduit la

perturbation totalepn(θ,Xn) =
∞∑
n
µk[H(θ,Xk(θ))−h(θ)] initialisée àXn(θ) = Xn

dans l’équation de "l’état gelé" (3.10), les conditions de convergence sont du type
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(C1) sup E(|H(θn, Xn)|) <∞
(C2)H(θ,Xn) est continu enθ
(C3) la perturbation totale est "asymptotiquement négligeable" p.s.

On définit par interpolation de l’algorithme (3.13) la fonction θ0(t) continue sur

R
+, ainsi que ses translatéesθn(t) = θ0(tn + t) avectn =

n∑
1
µk (de même pour Z).

On obtient le théorème de convergence de Kushner suivant :

THÉORÈME.– Convergence p.s.[Kushner 97]
Sous les conditions (C), pour l’algorithme contraint (3.13) à pas décroissantµn → 0,
en dehors d’un ensemble de probabilité nulleN , toute limite(θ(t), Z(t)) d’une sous-
suite convergente de la suite des translatées(θn(t), Zn(t))n∈N est solution de l’ODE
(3.14). La suite de l’algorithmeθn converge vers un ensemble invariant de l’ODE
dansB, soitLB.
Siθ∗ est l’unique attracteur de l’ODE, alors

θn → θ∗ p.s.

Signalons un résultat utile de [Fort et Pagès, Th. 6] qui précise que sous certains
conditions techniques d’existence d’une fonction judicieuse de Liapounoff, si l’ODE
admet un nombre fini de points stationnaires asymptotiquement stables et que chaque
solution de l’ODE (3.12) converge vers un de ces points (saufsur un ensemble de
conditions initiales de mesure nulle), alorsθn donné par l’algorithme d’approxima-
tion stochastique (3.8) converge presque sûrement vers un de ces points. C’est en
particulier le cas où le champ moyenh(θ) dérive d’un potentiel :h(θ) = − 1

2∇J(θ)
oùJ(θ) est une fonction positive admettant un nombre fini de minima locaux.

Enfin le résultat suivant [Benveniste 87, Th. 7 p. 50] justifiel’étude des points
stationnaires stables de l’ODE pour la convergence des algorithmes d’approximations
stochastiques à pas décroissants : s’il existe un pointθ∗ tel queP (θn → θ∗) > 0 alors
nécessairementθ∗ est un point stationnaire au moins localement stable de l’ODE.

3.2.3. Stabilité de l’ODE et fonction de Liapounoff

Le comportement asymptotique de l’algorithme stochastique (n → ∞) va être
étroitement relié au comportement asymtotique des trajectoires de l’ODE associée :
c’est donc la question de la stabilité de cette ODE et de ses attracteurs qui doit être
étudiée.

Les concepts et outils fondamentaux ont été introduits par [Liapounoff 1907], et se
retrouvent dans [La Salle 61]. Considérons une ODE définie sur un ouvertΩ ⊂ Rd :

θ′ = h(θ) avech fonction continue
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Un ensembleA ⊂ Ω est dit localement stable(au sens de Liapounoff) si pour tout
δ > 0, il existeδ1 > 0 tel que toute trajectoire partant d’un voisinageV (A, δ1) reste
dans le voisinageV (A, δ). Si toutes les trajectoires partant deV (A, δ1) convergent
dansA, on parle d’un ensembleasymptotiquement stable(au sens de Liapounoff),
ou attracteur local. On parle aussi d’ensemble invariantpar le flot associé à l’ODE.
Enfin, si cette convergence versA a lieu pour toute condition initialeθ0 ∈ Ω, on parle
d’un attracteur globalde l’ODE. La plupart du temps, on s’intéressera à un ensemble
A réduit à un point stationnaire :θ∗ vérifiant h(θ∗) = 0 ou à l’ensemble fini ou
dénombrable de ces points stationnaires.

Stabilité par linéarisation

Dans le cas d’une ODE linéaireθ′(t) = Aθ(t) pour une matrice fixéeA régulière,
le seul point stationnaire est0. Comme la solution de l’ODE s’écrit iciθ(t) = etAθ(0),
le point d’équilibre est attracteur (global) ssi Re[λ(A)] < 0 (valeurs propres deA à
partie réelle strictement négative).

Pour un point stationnaireθ∗ d’une ODE non linéaireθ′ = h(θ), on étudie l’équa-
tion linéarisée

θ′ = Dh(θ∗)(θ − θ∗) Dh Matrice différentielle deh.

La condition suffisante de stabilité asymptotique (locale)deθ∗ pour l’ODE est alors

Condition de stabilité Re[λ(Dh(θ∗))] < 0

Evidemment, ceci donne une condition d’attraction locale,et ne permet pas de
conclure sur l’attraction globale. S’il existe au moins unevaleur propre deDh(θ∗)
à partie réelle strictement positive,θ∗ est un équilibre instable de l’ODE. Dans les
autres cas, on ne peut rien dire surθ∗ à partir du seul système linéarisé.

Stabilité par fonction de Liapounoff

Cette méthode a l’avantage de s’appliquer directement à desODE non linéaires,
et de permettre une preuve de stabilité globale et non plus seulement locale. On se
ramène par translation au cas d’une ODE

θ′(t) = h(θ(t)) (3.15)

possédant le point d’équilibre0 (càdh(0) = 0). Notonsθa(t) la trajectoire partant du
pointa à t = 0.

Une fonction de Liapounoffsera une fonctionV : Ω → R
+, de classeC1, telle

que

(L1) V (0) = 0 et ∀θ 6= 0, V (θ) > 0

(L2)
d

dt
V (θ(t)) = ∇V (θ(t))T h(θ(t)) ≡ −k(θ(t)) ≤ 0,
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doncV (θ(t)) est décroissante le long des trajectoires de l’ODE. Si une telle fonction
existe, alors le point0 est unattracteur localde l’ODE. Le cas le plus intéressant est
celui où cette fonction vérifie en plus la condition decoercivité

(L3) V (θ) → +∞ lorsqueθ → ∂Ω

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME.– Stabilité globale de l’ODE[Liapounoff]
Sous les conditions(L1), (L2), (L3), l’ensembleKα = {θ : V (θ) ≤ α} est un
compact deΩ. Toute trajectoireθ(t) de l’ODE (3.15) converge pourt → ∞ vers
l’attracteur global

D∗ = {θ ∈ Kα : k(θ) = 0} avec α = V (θ(0)).

La preuve en est simple : par décroissance, on a∀t > 0, θ(t) ∈ Kα. De
plus sur l’ensemble compactKα la fonctionf(t) = V (θ(t)) est positive, décrois-
sante, de dérivéef ′(t) ≤ 0. Il existe donc des limitesa = inf(f(t), t > 0) et
b = inf(−f ′(t), t > 0). Si on avaitb > 0, cela entraîneraitf(t) < C − bt → −∞,
impossible. Doncb = 0 et lim

t→∞
k(θ(t)) = 0, ce qui entraîne par continuité dek la

convergence deθ(t) versD∗.

Par exemple, si le champ de vecteur de l’ODE dérive d’un potentiel positif :

h(θ) = −1

2
∇J(θ),

on prend comme fonction de LiapounoffV (θ) = J(θ) − Jmin , on a d
dtV (θ(t)) =

−||h(θ(t))||2 qui tend vers0. Il en résulte ici que, si la fonctionJ(θ) vérifie la
condition de coercivité(L3), l’ODE possède comme attracteur global l’ensemble
D∗ = {θ∗ : ∇J(θ∗) = 0} despoints stationnairesde la fonctionJ .

3.2.4. Exemples : ODE, convergence, condition SPR

EXEMPLE 3 : ODE DE L’ ESTIMATEUR DE MOYENNE. Ces résultats permettent en particulier
de retrouver la convergence de l’estimateur de la moyenne empirique. Pour cet exemple, nous
avons :h(θ) = θ∗ − θ (on observe une suite de v.a. i.i.d. de varianceσ2). L’algorithme moyen
associé à (2.2) est donc la récurrence linéaire

θn = (1− µn)θn−1 + µnθ∗

dans le cas du pas fixeµn = µ, il est stable ssi0 < µ < 2. Il donne l’ODE :

dθ

dt
= θ∗ − θ
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et
θ∗ − θtn = (θ0 − θ∗) exp (−nµ) .

Ainsi, l’erreur d’estimation décroît exponentiellement vers zéro, et ce d’autant plus rapidement
queµ est grand. Il faut néanmoins prendre garde au fait que la trajectoire de l’ODE n’est réel-
lement proche de celle l’algorithme que sous la conditionµ→ 0.

EXEMPLE 4 : ODE DU LMS-RII. Puisqu’on a ici un algorithme de gradient stochastique,
l’ODE dérive ici du potentielJ(θ) :

θ′ = E(en(θ)ψn(θ)) = −
1

2
∇J(θ)

et les trajectoires de l’ODE sont les lignes de plus grande pente de la surface de coûtJ(θ). Il y a
"bonne modélisation", doncθ∗ est l’unique point stationnaire et minimum global deJ(θ), c’est
donc aussi l’attracteur global unique de l’ODE sur le domaine de stabilité S. Par application des
théorèmes précédents, on conclut que, si l’algorithme n’explose pas, il convergera p.s. versθ∗.
On ne peut garantir ceci qu’en appliquant l’algorithme contraint (3.13) avec projection sur un
domaine bornéB ⊂ S.

EXEMPLE 5 : ODE DE ELS ET CONDITION SPR. Dans l’exemple de l’identification RII ci-
dessus, l’algorithme ELS a été obtenu en supprimant le filtrage du vecteur d’état. Il s’agit donc
d’un algorithme de "pseudo-gradient", et le champ moyen ne dérive plus d’un potentiel, l’ODE
doit donc être étudiée spécifiquement. L’algorithme et l’ODE sont les suivants :

ELS

θn = θn−1 + µnR
−1
n enϕn avec µn =

1

n

Rn = Rn−1 + µn(ϕnϕ
T
n −Rn−1)

ODE de ELS
θ′ = R−1h(θ) R′ +R = Σ(θ)

avec ici

h(θ) = E(en(θ)ϕn(θ)) = [
ab2

a2 − 1
+

αbβ

1− aα
, β−b]T Σ(θ) = E(ϕnϕ

T
n ) =

(
b2

1−a2 0

0 1

)

On vérifie à nouveau queθ∗ = (α, β)T est l’unique équilibre de l’ODE. L’étude du caractère
attracteur de cet équilibre est fait dans [Benveniste 87] (dans un contexte dual de modélisation
ARMA), et utilise pour construire une fonction de Liapounoff (assurant l’attraction globale sur
le domaine de stabilité), une condition deStricte Positivité Réellecommunément appelée SPR,
suffisante mais non nécessaire pour la stabilité de l’équilibre :

Condition SPR Re

(
1

A∗(e2iπν)

)
−

1

2
> 0 ∀ν
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Figure 3.3. ELS : contrexemple, cycle limite (plansα etβ)

Cette condition est donc importante pour garantir la convergence vers l’optimum de ELS. Un
contrexemple est donné par [Ljung 75] dans le cas de la modélisation ARMA : il s’agit du
modèle ARMA(2-2) donné parα = (−0.9, 0.95) etβ = (1.5, 0.75). Ce modèle met en défaut
la condition SPR, et il montre queθ∗ n’est pas attracteur, donc qu’aucun point ne peut l’être.
On a dans ce cas un cycle limite-attracteur de l’ODE (voir fig3.3) et l’algorithme ELS oscille
autour de l’optimum.

Convergence p.s. de ELS2 : un résultat de [Solo 79]
Cet article démontre pour la variante de ELS "à erreur a posteriori", à pas décroissant, pour
l’identification RII ou la modélisation ARMA, que la condition SPR entraîne la convergence
p.s.θn → θ∗.

EXEMPLE 6 : NEURONE D’OJA. L’ODE associée au neurone d’Oja (3.4) est

dw

dt
= Rxw − ww

TRxw.

Elle admet comme points stationnaires, les solutions deRxw = (wTRxw)w, soit tout vecteur
propre normalisé±vi deRx. Pour étudier la stabilité de ces points stationnaires, considérons
les valeurs propres de la dérivée du champ moyenDh(w) = Rx − (wTRxw)Im − 2wwTRx

aux points±vi, soitDh(w)|w=±vi
= Rx−λiIm−2λiviv

T
i . Puisque ses valeurs propres sont

−2λi et (λj − λi)j 6=i, ces valeurs propres sont ici réelles et sont toutes strictement négatives
que sii = 1. Par suite±v1 sont les seuls points localement asymptotiquement stablesde l’ODE
associée.

Si nous considérons l’estimation adaptative conjointe dev1 etλ1, nous remarquons que les
algorithmes adaptatifs imbriqués (3.4) et (3.5) peuvent semettre sous la forme générale (3.8) à
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l’aide du paramètre étenduθn ≡ (wT
n , αn)T et du champ moyen étendu

h̃(θ) =

(
Rxw − ww

TRxw
wTRxw − α

)

dont les points stationnaires sontθ∗ = (±vT
i , λi)

T . Puisque

Dh̃(θ∗) =

(
Dh(w) 0
2wTRx −1

)

|w=±vi,α=λi

a pour valeurs propres−2λi, (λj − λi)j 6=i et−1, (±v1, λ1) sont les seuls points localement
asymptotiquement stables de l’ODE associée.

3.3. Algorithmes à pas constant : fluctuation stationnaire

Pour les algorithmes à pas constantµn = µ, les seuls utilisés pour être vraiment
adaptatifs et actifs en continu sur un flux de données, il ne peut y avoir de convergence
vers l’optimumθ∗. Après la phase transitoire où l’algorithme se rapproche duvoisi-
nage deθ∗ en suivant de plus ou moins près les trajectoires de l’ODE, onentre dans
une phase de fluctuation asymptotique. L’analyse du second ordre va permettre de pré-
ciser la démarche de l’ODE, en estimant la variance de fluctuation. On dispose dans
ce but de deux types d’approches : les méthodes asymptotiques (àµ → 0), prolon-
geant la méthode de l’ODE, et des méthodes non asymptotiques, basées sur l’équation
récurrente de la fluctuation et de sa variance.

EXEMPLE 7 : ANALYSE DIRECTE DE L’ ESTIMATEUR DE MOYENNE. La version à pas fixeµ
de l’algorithme de gradient stochastique (2.2) est

θn = θn−1 + µ(Xn − θn−1) (3.16)

avec0 < µ < 2 et θ0 = 0. Dans cet algorithme,µ est un petit paramètre scalaire qui fixe la
longueur de la fenêtre de pondération. La faculté qu’a ce nouvel algorithme d’oublier le passé
lui permet de poursuivre les variations deE(Xn). En contrepartie, dans le cas où la moyenne à
estimer est une constante (E(Xn) = E(X)), la variance de l’écart(θn − E(X)) ne tend plus
vers zéro. En effet, on peut écrire :

E(θn) = (1− µ)E(θn−1) + µE(Xn)

Ceci montre que la suiteE(θn) converge bien versθ∗ = E(X). Par contre, on a aussi :

var(θn) = (1− µ)2 var(θn−1) + µ2σ2

La variance asymptotique de cet estimateur est donc non nulle. Plus précisément, cette récur-

rence donne :var(θn) = µσ2

2−µ

(
1− (1− µ)2n

)
, soit :

lim
n→∞

var(θn) =
µσ2

2− µ
≈ µ

σ2

2
> 0 pourµ≪ 1 fixé.
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Pour ce type d’algorithme (gainµ constant), la convergence deθn versθ∗ n’est plus qu’une
convergence en moyenne. Les algorithmes à gain constant ne sont pas destinés à identifier des
paramètres invariants.

Le fonctionnement de l’algorithme (3.16) d’estimation de moyenne est illustré par la figure
[Fig.3.4]. Sur cette figure, on peut observer les trajectoires de l’estimateurθn pour différentes
valeurs du pas d’adaptationµ. On vérifie ainsi expérimentalement la convergence en moyenne
vers la valeur zéro. Lorsqueµ augmente, on vérifie également l’augmentation des fluctuations
ainsi que la diminution de la durée de la convergence. Les conditions de la simulation sont :
calcul sur 1 000 points, les observations sont une suite de v.a. i.i.d. centrées de variance égale
à un, valeur initiale de l’estimateur égale à quatre, les différentes valeurs deµ utilisées sont
notées sur la figure.
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Figure 3.4. Estimateur adaptatif de la moyenne en stationnaire.

Convergence en loi des processus aléatoires

Dans le cas de l’algorithme estimateur de moyenne à pas décroissantµn = 1
n :

θn = θn−1 +
1

n
(Xn − θn−1) θ0 = 0,

qui n’est autre que l’estimation classiqueθn = 1
N

∑N
k=1Xk, un résultat classique ca-

ractérise alors son comportement asymptotique. En effet lethéorème de limite centrale
(TLC) affirme que

√
n(θn − E(X)) converge en loi vers une v.a. gaussienne centrée

de même variance queX caractérisant la vitesse de convergence asymptotique en in-
diquant que la variance de l’écart(θn − E(X))) décroît en1/n.



120 Filtrage adaptatif

Mais dans le cas de l’algorithme à pas fixe, la solution de la récurrence (3.16)
s’écrit

θn = µ

n−1∑

i=0

(1 − µ)iXn−i

et un simple calcul de la fonction caractéristique deθn − E(X) montre que même
dans cet exemple simple, on ne peut conclure à des convergences en loi que dans des
cas très particuliers. Ainsi pourµ fixé etXn non gaussiens,θn − E(X) ne converge

pas en loi vers une v.a. gaussienne de varianceµσ2

2−µ pourn → ∞. De même nous ne

pouvons pas conclure que l’écart1√µ(θn − E(X)) converge asymptotiquement en loi
quandn → ∞ etµ → 0 indépendamment. Par contre, cet écart converge en loi vers
une v.a. gaussienne de varianceσ2

2 si de plusnµ tend vers+∞. D’un point de vue
pratique nous dirons que pourn ≫ 1, µ ≪ 1 etnµ > 3, l’écart 1√

µ(θn − E(X)) suit

approximativement une loi gaussienne centrée de varianceσ2

2 . Ces ordres de grandeur
seront étendus aux algorithmes d’approximations stochastiques plus généraux (3.8)
grâce à l’exploitation pratique de l’équation de Liapounoff (3.19). Cet exemple sera
poursuivi d’une façon plus formelle dans l’exemple (8, page122).

La généralisation de l’étude théorique du comportement en loi de la suite (3.16),
qu’on noteraθµ

n, pour la double asymptotique(n → ∞, µ → 0) est donc plus
complexe et relève des méthodes de convergence en loi des processus aléatoires et des
théorèmes de limite centrale fonctionnels. Ils consistent à plonger le processus discret
dans un espaceE de processus à temps continu à trajectoires continues ([Billingsley
68], ou [Kushner 97, p. 228]). On étudie alors la convergencefaible de la famille des
lois de probabilité surE des processusθµ(t) lorsqueµ→ 0.

Le paragraphe suivant présente un outil général d’étude desfluctuations d’un algo-
rithme adaptatif du type (3.8) autour de sa trajectoire moyenne (solution de l’ODE),
basée sur cette approche fonctionnelle de la convergence enloi des processus.

3.3.1. Fluctuation : Approximation-Diffusion gaussienne et EDS

La convergence du transitoire étant assurée, il est alors légitime de s’intéresser
au comportement d’un point de vue asymptotique. Le point de convergence est tou-
jours supposé fixe. La question est de quantifier la variance de l’estimation fournie
par l’algorithme. Les résultats mathématiques utilisés sont semblables au théorème
de la limite centrale. On montre que les fluctuations de l’algorithme stochastique au-
tour de sa trajectoire moyenne (celle que donne l’ODE) peuvent s’approcher à l’aide
d’une diffusion gaussienne. Nous nous intéressons seulement aux algorithmes à gain
constant.
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3.3.1.0.1.Notations

–Dh(θ) = ∂θh la dérivée du champ moyen.

–G(θ) =
∑+∞

−∞ covθ [H (θ,Xn) , H (θ,X0)] la covariance (par rapport àµθ) cu-
mulée du champ aléatoireH .

– la fluctuation normalisée de l’algorithme est

θ̃µ
tn

=
1√
µ

[θn − θ (tn)] (3.17)

et représente l’écart entre l’algorithme stochastique et son ODE vu au travers d’une
loupe de grossissement1/

√
µ. Ce terme de normalisation est équivalent au facteur√

n du théorème central limite (pour un algorithme à pas décroissantµn = 1/n,
1/

√
µn =

√
n).

– dWt désigne l’accroissement d’un processus de Wiener-Lévy vectoriel de cova-
riance identité (Mouvement brownien).

Lorsqueµ tend vers zéro,l’interpolation linéaire par morceauxθ̃µ
t du processus discret

θ̃µ
tn

converge en loi vers la solution de l’équation différentielle stochastique (EDS) :

dθ̃t = Dh[θ(t)]θ̃tdt+G1/2 [θ(t)] dWt.

Nous ne faisons que mentionner ce résultat dont la démonstration difficile est donnée
dans [Benveniste 87]. En horizon infini,θ(t) est proche deθ∗ et θ̃µ

t converge en loi
vers la solution de l’EDS linéaire homogène :

dθ̃t = Dh(θ∗)θ̃tdt+G1/2 (θ∗) dWt (3.18)

Nous disposons ainsi d’une approximation gaussienne deθ̃t. L’équation (3.18) étant
linéaire et son entrée gaussienne, sa sortie est également gaussienne.̃θt est la sortie
d’un filtre linéaire de fonction de transfert[sI −Dh(θ∗)]

−1
G1/2(θ∗) attaqué par un

bruit blanc gaussien de puissance unité. Si toutes les valeurs propres dehθ sont de
partie réelle négative, ce filtre est stable et sa sortie suitune loi normale centrée de
matrice de covarianceCθ obtenue par résolution d’une équation de Liapounoff. Résu-
mons cela dans le théorème suivant.

THÉORÈME.– Pas constant, horizon infini [Benveniste 87]
Sous les hypothèses (HG) d’un modèle d’état markovien exponentiellement stable, si
l’ODE possède l’unique attracteur stableθ∗, la fluctuation normalisée (3.17) de (3.8)
vérifie le théorème de limite-centrale :
Siµ→ 0 ett→ ∞, θ̃µ

t converge en loi versN (0, Cθ) et la covarianceCθ est l’unique
solution positive de l’équation de Liapounoff

Dh(θ∗)Cθ + CθDh(θ∗)
T +G (θ∗) = 0. (3.19)



122 Filtrage adaptatif

En pratique ce théorème sera appliqué sous la forme suivante: si µ ≪ 1, n ≫ 1 et
nµ > 3, la matrice de covariance de(θn − θ∗) est approximativement égale àµCθ

3.3.2. Exemples

EXEMPLE 8 : Diffusion gaussienne pour l’estimateur de moyenne.Ce résultat permet en
particulier de retrouver la variance résiduelle deµσ2/2 pour l’estimateur de moyenne. Pour
cet exemple, nous avons :Dh(θ∗) = −1 etG(θ∗) = σ2 (on observe une suite de v.a. i.i.d.
de varianceσ2). Ainsi, l’équation de Liapounoff s’écrit :−2Cθ + σ2 = 0 d’où Cθ = σ2/2.
Or θ̃µ

tn
= 1√

µ
[θn − θ(tn)], d’où la valeurµσ2/2 pour la variance de l’estimateur. Il faut tou-

jours prendre garde au fait que le résultat obtenu en résolvant l’équation de Liapounoff n’est
rigoureusement valide que pourµ→ 0.

EXEMPLE 9 : FLUCTUATION DU LMS STANDARD, CAS D’ UNE RÉGRESSION LINÉAIRE.
Traitons le cas du LMS (2.3), avec la fonction de coût d’EQM (2.1). On se place sur un mo-
dèle de régression linéaire, où le signal de référence est donné parxn = UT

n w∗ + bn et bn est
un bruit blanc de varianceσ2

b , indépendant de l’observationun. On a doncen(w∗) = bn. Le
champ moyen est icih(w) = p−Rw = −R(w − w∗), donc la dérivée en estDh(w) = −R,
et la covariance totale est

G(w∗) =
∑

n

cov[bnb0UnU0] = σ2
bR,

l’équation de Liapounoff s’écrit donc

−RCw − CwR+ σ2
bR = 0

sa solution positive est évidemmentCw = 1
2
σ2

bI . On obtient donc le résultat de fluctuation
asymptotique

F (µ) = lim
n→∞

E(||wn − w∗||
2) = µTr(Cw) = µ

Jmin

2
M

résultat qui précise (2.14) et redonne l’estimation de l’EQMR à "petit pas" obtenue par l’étude
directe du LMS en (2.17).

EXEMPLE 10 : FLUCTUATION POUR LE LMS-RII D’ ORDRE (1-0). Reprenons l’exemple
(3.1). On a déjà vu queh(θ) = −∇J(θ), doncDh(θ) = − 1

2
∇2J(θ). Par ailleurs, comme

dans l’exemple précédent, on a pour la covariance totale

G(θ) =
∑

n

cov[bnb0ψnψ0] = σ2
b E(ψ0ψ

T
0 )

et à l’optimum, d’après (3.7), on obtientG(θ∗) = σ2
bR et Dh(θ∗) = −R, l’équation de

Liapounoff s’écrit donc
−RCθ − CθR+ σ2

bR = 0
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sa solution positive est à nouveauCθ = 1
2
σ2

bI . Ceci montre qu’asymptotiquement (pourµ →
0), les estimateurs des différents paramètres sont indépendants de même varianceµJmin

2
. Dans

cet exemple, on peut aussi calculer explicitement le champ moyen et la covariance de l’état
filtré : on obtient

h(θ) = [
αβb

(1− aα)2
−

ab2

(1− a2)2
,

β

1− aα
−

b

1− a2
]T

qui s’annule ssia = α etb = β.

EXEMPLE 11 : NEURONE D’OJA. Nous avons vu dans l’exemple 6, page 117 queDh(v1) =
Rx − λ1Im − 2λ1v1v

T
1 . Dans le cas d’observationsxn gaussiennes centrées indépendentes, il

a été démontré dans [Delmas 98-a] queG(v1) =
∑m

k=2 λ1λkvkv
T
k et que par suite la solution

de l’équation de Liapounoff (3.19) est :

Cv1 =
m∑

k=2

λ1λk

2(λ1 − λk)
vkv

T
k .

Si l’on considère l’algorithme adaptatif (3.5) qui estime conjointement la valeur propreλ1, alors
θ∗ = (vT

1 , λ1)
T et la covariance cumulée du champ étendu devient :

G(θ∗) =

(
G(v1) 0

0 2λ2
1

)

qui associée à la valeur deDh̃(θ∗) donnée à l’exemple 6, page 117 donne comme solution de
l’équation de Liapounoff (3.19)

Cθ =

(
Cv1 0
0 λ2

1

)
.

Nous retrouvons les propriétés classiques de l’estimationbatch des structures propres : les es-
timéeswn et αn de v1 et λ1 sont asymptotiquement non corrélées bien que les algorithmes
adaptatifs soient imbriqués et de plus le conditionnement de la recherche de la valeur propre ne
pose pas de problèmes contrairement à celui du vecteur propre associé (cas oùλ2 est proche de
λ1).

Des expressions analytiques des matrices de covarianceCθ ont été données dans [Delmas
98-a] pour plusieurs algorithmes d’estimations de vecteurs propres principaux ou minorants.
Il s’est avéré par simulation de Monte-Carlo que le domaine de validité de l’approximation
cov(θn) ≈ µCθ s’étend à d’assez grandes valeurs de pasµ (µ < 0.05 pourTr(Rx) = m pour
n > 1000). La déviation à l’orthonormalité :d2(µ) ≡ E‖W T

n Wn − Ir‖
2
Fro a été également

estimée par simulation de Monte-Carlo où il a été montré qued2(µ) ∝ µ [resp.∝ µ2] pour
les algorithmes (introduits en section (3.5)) GHA et OFA [resp. WSA et SGA]. Les vitesses de
convergence des différents algorithmes ont été comparées avec des valeurs de pasµ ajustées
de façon à avoir des EQM asymptotiques numériquement identiques (ces EQM sont choisies
égales àTr(µCθ) car un raisonnement heuristique nous montre que le biais asymptotique deθn

varie enµ−2). Cela permet des choix optimaux des paramètres (αi etβi) de ces algorithmes en
fonction du compromis précision/vitesse de convergence choisi.



124 Filtrage adaptatif

3.4. Poursuite de non-stationnarités

CONTENU.– Nous abordons ici la dernière phase générale d’étude des performances
des algorithmes : la capacité de s’adapter efficacement à un environnement non-
stationnaire àvariations lentes(par rapport au temps d’adaptation des algorithmes).
Elle ne concerne que les algorithmes à pas constant, et l’approche habituelle consiste
à représenter la non-stationnarité sous forme d’une valeuroptimale du paramètre va-
riant dans le tempsθ∗(n) qu’il s’agit de poursuivre le mieux possible. Le problème
est très différent de ceux étudiés précédemment (vitesse deconvergence initiale en
transitoire, fluctuation résiduelle), et les critères et résultats de comparaison des algo-
rithmes seront alors différents et liés à la nature de la non-stationnarité supposée. Pour
une définition de base de la problématique de poursuite dans le contexte des algo-
rithmes standards (LMS-RLS), on se reportera à [Macchi-Bellanger 78]. On présente
ici la méthode générale, selon [Benveniste 87], application de la méthode de l’EDS
déjà vue pour la fluctuation résiduelle. On présente enfin quelques résultats appliqués
au cas des algorithmes standards du Chapitre 2.

3.4.1. Problématique de la poursuite

L’exemple de base, pris en général comme modèle pour la poursuite, est celui
d’unerégression linéaire variable

xn = ϕT
n zn−1 + bn (3.20)

où bn est un bruit blanc de puissanceσ2, indépendant des vecteurs de régressionϕn,
et zn le vecteur de filtre optimal variable. Le signal d’observationun mis dansϕn est
supposé stationnaire, indépendant debn, de matrice de covarianceΣ = E(ϕnϕ

T
n ).

Les modèles de variation temporelles dezn que l’on se donnera prendront l’une
des formes suivantes :

(HM1) Variation déterministe bornée :zn = zn−1 + δn avec||δn|| < d,
(HM2) Dérive constantezn = zn−1 + δz avec||δz|| = d,
(HM3) Marche aléatoire :zn = zn−1 + wn , avecE(zn) = z et wn = bruit blanc
stationnaire,cov(wn) = Q etTr(Q) = d2.

Vitesse et degré de non-stationnarité

Pour la poursuite, on utilise obligatoirement un algorithme à pas constantµ, la
seule chose qu’on puisse espérer est donc unestabilisationde l’écart quadratique
moyen

δn = E(||θn − zn||2

lorsquen → ∞. On pourra dire que l’algorithme arrive à poursuivre le modèle si
la limite δ = lim δn existe, et que la poursuite est impossible si au contraire l’EQM
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δn explose quandn → ∞. Si la poursuite a lieu, cette limiteδ de l’EQM servira de
mesure de performance de l’algorithme adaptatif.

D’un point de vue pratique, il est donc intéressant de pouvoir quantifier la "vitesse
de non-stationnarité" permettant d’espérer une poursuiteet la qualité de cette pour-
suite mesurée asymptotiquement parδ réalisée par l’algorithme. Nous partons pour
cette problématique du cas particulier simple du gradient stochastique LMS suivant
l’approche de [Macchi 87, 89], avant de passer à une étude plus globale des algo-
rithmes. On reviendra ensuite à cet exemple simple pour lui appliquer ces résultats
généraux.

Approche directe : cas du LMS

La capacité d’adaptationdu LMS à pasµ (θn = θn−1 +µenϕn) peut être grossiè-
rement mesurée par la puissance moyenne de l’incrément sur un pas de l’algorithme :
supposant acquis le "vrai filtre"zn−1, on auraen = bn et par indépendance avecϕn

on obtient la puissance d’incrément

∆(µ) = µ2σ2Tr(Σ)

qui sera majorée par la borne supérieure (optimiste) deµ compatible avec la stabilité
du LMS. Nous avons vu au Chapitre 2 que l’ordre de grandeur de ce pas maximal était
µmax ≈ 1

Tr(Σ) ce qui permet d’estimer la capacité d’adaptation maximale sur un pas
du LMS à

∆max =
σ2

Tr(Σ)

Intuitivement, il est naturel de penser que cet algorithme arrivera à poursuivre une
variation du filtreTn = zn − zn−1 dont le carré moyend2 = E(||Tn||2) sera in-
férieure à la capacité d’adaptation∆max : ceci nous conduit à définir ledegré de
non-stationnaritédu modèle (3.20) par

v = (
d2Mσ2

u

σ2
)1/2 (3.21)

et à considérer que desvariations lentesdu modèle par rapport à l’algorithme seront
définies par

Variations lentes v ≪ 1

Cette condition permettra d’espérer une poursuite correcte du modèle, et il nous reste
alors à mesurer la performance selon le pas de calculµ.

REMARQUE.– Il est important de noter que la vitesse de variation du modèle ne se
mesure pas dans l’absolu, mais en relation avec lerapport signal à bruit de sortie

optimalρ =
σ2

u

σ2 du filtre. Cela signifie que la poursuite est d’autant plus difficile que
le bruit de sortie est faible.
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3.4.2. Exemple de l’estimateur de moyenne

EXEMPLE 12 : ANALYSE DIRECTE DE L’ ESTIMATEUR DE MOYENNE On suppose que la
moyenne évolue, le rôle de l’algorithme adaptatif est alorsde poursuive efficacement ses va-
riations. La mesure de cette efficacité passe nécessairement par une modélisation de l’évolution
du paramètre à estimer. Cette évolution est couramment modélisée à l’aide d’une approxima-
tion stochastique formellement analogue à l’algorithme lui-même. Cette équation récurrente
s’appelle l’hypermodèle. Une fois modélisées les variations du vrai système, l’efficacité de la
procédure itérative peut être mesurée par la distance quadratiqueEn = E(θn − zn)2 (avec
zn = E(Xn)) entre les trajectoires du vrai systèmezn et celles de l’algorithmeθn. En consi-
dérant, par exemple, que la moyenne évolue selon l’hypermodèle déterministe suivant :

zn = zn−1 + ξ avecξ constante etξ ≪ σ

l’ensemble{système, algorithme} se modélise par le couple d’équations :

zn = zn−1 + ξ

θn = θn−1 + µ (Xn − θn−1) .

Les donnéesXn indépendantes ayant une variance supposée constanteE(Xn− zn)2 = σ2, on
désire suivre l’évolution de :

– l’erreur quadratique moyenne (EQM) du paramètre estiméEn = E(θn − zn)2,

– le biais du paramètre estiméBn = E(θn)− zn,

il vient :

En = (1− µ)2 En−1 − 2ξ (1− µ)2 Bn−1 + ξ2 (1− µ)2 + µ2σ2

Bn = (1− µ)Bn−1 + ξ (µ− 1) .

Soit, sous forme matricielle :
(
En

Bn

)
=

(
ξ2 (1− µ)2 + µ2σ2

ξ (µ− 1)

)
+

(
(1− µ)2 −2ξ (1− µ)2

0 1− µ

)(
En−1

Bn−1

)

La matrice

(
(1− µ)2 −2ξ (1− µ)2

0 1− µ

)
admet1−µ et(1− µ)2 pour valeurs propres ; son

rayon spectralρ = 1 − µ est inférieur à 1. Dans ces conditions, on peut montrer que lasuite
vectorielle précédente converge et que sa limite vaut :

lim
n→∞

(
En

Bn

)
=

(
E
B

)
=

(
µ σ2

2−µ
+ ξ2

µ2 (1− µ)2

(µ− 1) ξ/µ

)
.

Soit :

E = µ
σ2

2− µ
+
ξ2

µ2
(1− µ)2 . (3.22)
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Puisque l’EQME, le biaisB et la variance asymptotiqueV sont reliées parE = V + B2, la
variance asymptotique est donnée parV = µ σ2

2−µ
. Remarquons que la décomposition asymp-

totique de l’EQM pourµ→ 0 etn→ +∞ s’écrit :

lim
n→∞

E(θn − zn)2 ∼ µ
σ2

2
+
ξ2

µ2
pour µ→ 0. (3.23)

Les résultats théoriques seront toujours énoncés en régimeasymptotique(n→∞) sous l’hy-
pothèseµ → 0. Ceci signifie simplement que les résultats ne sont rigoureusement valides que
pourµ petit et donc pour des non-stationnarités lentes.

L’analyse de l’estimateur de la moyenne dans le cas où celle-ci évolue, montre la nécessité
d’un compromis entre les deux exigences contradictoires suivantes :

– bonne capacité de poursuite des non-stationnarités qui impose queµ soit grand,

– faibles fluctuations, ce qui nécessite unµ petit.

Un compromis classique entre ces deux exigences consiste à minimiser l’EQM asymptotique
(3.23). Le pasµ qui optimise ce compromis (obtenu par dérivation) s’écrit :

µ∗ =

(
4ξ2

σ2

)1/3

.

Le fonctionnement de l’algorithme (3.16) en contexte non stationnaire est illustré par la figure
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Figure 3.5. Estimateur adaptatif de la moyenne en non stationnaire.
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[Fig.3.5]. Sur cette figure, on peut observer les trajectoires de l’estimateurθn pour différentes
valeurs du pas d’adaptationµ. Les conditions de la simulation sont : calcul sur 500 points, les
observations sont une suite de v.a. indépendantes de variance égale à un dont la moyenne dérive
deξ = 0.1 d’un point au suivant, la valeur initiale de l’estimateur est 25, les différentes valeurs
deµ utilisées sont notées sur la figure. Lorsqueµ est trop petit l’estimateur est clairement en
retard sur la rampe ; lorsqueµ est trop grand les fluctuations sont nettement visibles. Unevaleur
intermédiaire deµ révèle l’existence d’une valeur optimale pourµ. On vérifie de cette manière
l’augmentation des fluctuations ainsi que la diminution du biais lorsqueµ augmente.

Ce compromis biais-variance en contexte non stationnaire peut être mis en évidence expé-
rimentalement en calculant la valeur empirique de l’erreurquadratique moyenne d’estimation.
Cette EQM est calculée en ne retenant que les valeurs prises par l’estimateur une fois la période
de convergence initiale terminée. La figure 3.6 représente l’EQM asymptotique théorique don-
née par la formule (3.23) (tirets), l’EQM asymptotique théorique donnée par la formule (3.22)
(pointillés) et l’EQM calculée expérimentalement (trait plein). Pour la courbe expérimentale,
les conditions de la simulation sont celles de la figure 3.5 oùici l’EQM est calculée sur les 500
derniers points d’un calcul mené sur 1000 points. On constate l’excellent accord entre les ré-
sultats théoriques et expérimentaux. Notons dès maintenant que la formule (3.23) est celle que
donnent les outils théoriques présentés maintenant. Ceci est cohérent puisque ces outils sont
fondés sur l’hypothèse que le pas d’adaptation tend vers zéro.
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Figure 3.6. EQM asymptotique.

3.4.3. Méthode générale : diffusions gaussiennes et ODE

Cette phase : synthèse des deux précédentes (ODE et diffusion gaussienne) permet
l’étude des algorithmes adaptatifs dans le cadre où ils sontprécisément utilisés. Les
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connaissancesa priori de l’utilisateur quant à l’évolution du système à poursuivrezn

sont prises en compte grâce à l’équation d’évolution :

zn = zn−1 +K (zn−1, ζn)

dans laquelle l’étatζn est markovien. Cet hypermodèle est naturellement indépendant
de l’algorithme. Finalement, l’ensemble{système, algorithme} est associé au couple
d’équations suivant :

zn = zn−1 +K (zn−1, ζn) (3.24)

θn = θn−1 + ΓH (θn−1, zn−1;Xn) (3.25)

où selon [Benveniste 87], l’algorithme est défini par ungain matricielconstantΓ. On
pourra ainsi chercher à optimiser soit le pas scalaireµ, soit la direction de déplace-
mentΓ elle-même, et comparer ainsi les performances en poursuitedes méthodes de
gradient et des méthodes newtoniennes.

REMARQUE.– Pour associer des ODE, il faut définir l’échelle de temps deces algo-
rithmes, et on sera amené à préciser deux échelles avecK = γK ′ etΓ = µΓ′, avecγ
échelle de temps de variation du paramètre, etµ échelle de temps de variation de l’al-
gorithme de poursuite. La notion de variation lente, permettant la poursuite, est donc
liée à un rapport entre ces deux échelles, et celui-ci dépendde la nature du modèle de
non-stationnarité. Dans les résultats énoncés ci-dessous, il y a donc lieu de renorma-
liser éventuellement selon l’échelleµ de l’algorithme, incluse implicitement dans le
gain matricielΓ.

Notations

– Pθ,z loi asymptotique pour laquelleXn (chaîne contrôlée parθ, z) est station-
naire,

– Pz loi asymptotique pour laquelleζn (chaîne contrôlée parz) est stationnaire,

– k (z) = limn→∞ EzK(z, ζn) oùEz désigne l’espérance relative à la distribution
Pz,

– h (θ, z) = limn→∞ Eθ,zH (θ, z,Xn) où Eθ,z désigne l’espérance relative à
Pθ,z,

–G (θ, z) =
∑+∞

−∞ covθ,z [H (θ, z,Xn) , H (θ, z,X0)] oùcovθ,z est la covariance
relative àPθ,z,

–Q (z) =
∑+∞

−∞ covz [K (θ, ζn) ,K (θ, ζ0)] où covz est la covariance relative à
Pz.

Les hypothèses générales sont les suivantes
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– L’étatζn est à représentation markovienne etXn est maintenant à représentation
markovienne contrôlée parθ etz,

– Les champs moyensh etk sont suffisamment réguliers (Lipschitziens),

– Le vrai système est identifiable par l’algorithme i.e.h (θ, z) = 0 ⇐⇒ θ = z,

– Pour toutz utile au fonctionnement de l’algorithme, l’ensemble des gains admis-
sibles, i.e. tels que toutes les valeurs propres deΓhθ soient de partie réelle négative,
est non vide.

Etant donné un modèle d’évolution du paramètre à estimerθ, les résultats qui
suivent permettent d’en déduire les paramètres optimaux correspondants pour l’algo-
rithme. Le critère de distance système-algorithme utiliséest celui de l’EQM : mini-
mum deE ‖θn − zn‖2. L’obtention de ces résultats (cf. [Benveniste 87]) résulte de
l’application directe à l’hypermodèle des méthodes ODE et approximation-diffusion
gaussienne étudiées précédemment. On ne fait ici que donnerles résultats utilisables.

Hypermodèle sans dérive.On qualifie de sans dérive un hypermodèle dont la
moyenne du paramètre à estimer reste constante au cours du temps. Ce type d’évo-
lution purement aléatoire comprend en particulier les modèles de marche aléatoire.
Pour ces modèles, l’EQM est donnée par :

E ‖θn − zn‖2
= Tr (Cθ)

oùCθ est solution de l’équation :

(ΓDh(θ))Cθ + Cθ (ΓDh(θ))
T

+ ΓGΓT +Q = 0. (3.26)

Les valeurs optimalesΓ∗ du gainΓ et Cθ∗ de la covariance du paramètre estimé
satisfont :

Cθ∗∆
−1Cθ∗ = Q

et
Γ∗ = −Cθ∗Dh(θ)TG−1 = Q1/2G−1/2

où∆ ≡ Dh(θ)−1GDh(θ)−T .

Hypermodèle avec dérive. Ils correspondent aux situations dans lesquelles la
moyenne dezn change au cours du temps. L’exemple type est celui de la dérive pure-
ment déterministe. L’EQM admet la décomposition :

E ‖θn − zn‖2
=
∥∥∥(ΓDh(θ))

−1
k
∥∥∥

2

+ Tr (Cθ)

oùCθ est solution de :

(ΓDh(θ))Cθ + Cθ (ΓDh(θ))
T

+ ΓGΓT = 0
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Critère de qualité∆.

La quantité∆ définie précédemment a été introduite par A. Benveniste, M. Méti-
vier et P. Priouret dans [Benveniste 87]. Elle chiffre la capacité de poursuite d’un filtre
adaptatif grâce au résultat suivant.

Sous la contrainteΓDh(θ) = −Γ0, où Γ0 est un gain fixé et asymptotiquement
stable, l’EQM admet la décomposition asymptotique suivante :

E ‖θn − zn‖2
= γαΨ (µ0,∆)

avecα = 1 pour les hypermodèles sans dérive etα = 2/3 pour les hypermodèles avec
dérive.γ mesure la vitesse d’évolution du vrai système. Dans cette expressionΨ est
une fonctioncroissante de∆. Plus∆ est petit, meilleur est la capacité de poursuite
de l’algorithme. Ce résultat est d’une grande importance pratique puisqu’il permet de
classer les algorithmes adaptatifs indépendamment de touthypermodèle particulier.

EXEMPLE 13 : ODE ET DIFFUSION POUR L’ ESTIMATEUR DE MOYENNE. Ces résultats
permettent en particulier de retrouver la décomposition biais-variance pour l’estimateur de
moyenne. Pour cet exemple, nous avons :Dh(θ∗) = −1, G(θ∗) = σ2 (on observe une
suite de v.a. blanche de varianceσ2) et k = ξ (dérive purement déterministe).Cθ est solu-
tion de(ΓDh(θ))Cθ + Cθ (ΓDh(θ))T + ΓGΓT = 0 c’est-à-dire :−2µCθ + µ2σ2 = 0 d’où
Cθ = µσ2/2. La formule :

E ‖θn − zn‖
2 =

∥∥(ΓDh(θ))−1 k
∥∥2

+ Tr (Cθ)

devient ainsi :
E ‖θn − zn‖

2 = ξ2/µ2 + µσ2/2

Il faut toujours prendre garde au fait que le résultat obtenun’est rigoureusement valide que
pourµ→ 0. Ce point est clair si l’on se rappelle les résultats du calcul direct (exemple 12). La
normalité asymptotique de l’estimateur se vérifie expérimentalement en traçant l’histogramme
des valeurs prises par l’erreur d’estimation. La figure 3.7 représente la densité de probabilité
théorique et la densité estimée. Ici encore, l’accord entreles deux est excellent. Les conditions
de la simulation sont : calcul sur 10 000 points (histogrammecalculé sur les 9 000 derniers),
les observations sont une suite de v.a. indépendantes, centrées, de variance égale à un, la valeur
initiale de l’estimateur est 4 etµ = 0.1

3.4.4. Le cas standard : LMS et RLS, exemples

On applique ici la méthode générale sur le cas d’une régression linéaire variable,
présenté en (3.20). On se place dans l’hypothèse d’une marche aléatoire. On compare
dans ce contexte les performances des algorithmes LMS et RLS. On présente ensuite
une méthode à pas adaptatif, permettant de converger automatiquement vers le pas
optimal pour la poursuite. Dans ce contexte de régression linéaire, on a avecΣ =
E(ϕnϕ

T
n ) :

h(θ, z) = Σ(z − θ) Dh(θ) = −ΣG(z, z) = σ2Σ
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Figure 3.7. Densité de probabilité de l’erreur.

Comparaison LMS et RLS

Pour le LMS, on aΓ = µI et l’équation de Liapounoff (3.26) devient

ΣCθ + CθΣ = σ2µΣ +
Q

µ
. (3.27)

On en déduit l’EQMJlms = cov(ϕT
n (θn − zn)). En admettant en régime stationnaire

une indépendance entreθn − zn etϕn, on a

Jlms = E(ϕT
nCθϕn) = TrE(C

1/2
θ ϕT

nϕnC
1/2
θ ) = Tr(C

1/2
θ ΣC

1/2
θ ) = Tr(CθΣ)

et par utilisation de (3.27)

Jlms = µ
σ2

2
Tr(Σ) +

1

2µ
Tr(Q)

L’optimisation du pas donne, en fonction du degré de non-stationnarité (3.21)

µopt =
v

Tr(Σ)
J∗

lms = dσuσ
√
M.

Pour le RLS, il correspond à un gain matriciel variableKn fluctuant autour deΣ−1 de
l’ordre de

√
µ. Multipliée parµ, la fluctuation devient négligeable en asymptotique à

µ → 0, on va donc approcher RLS par l’algorithme à gain matriciel fixe Γ = Σ−1 et
pas fixeµ = 1 − λ. l’équation de Liapounoff (3.26) donne directement la solution

Cθ =
Q

2µ
+ µ

σ2

2
Σ−1.
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On en déduit l’EQM

Jrls = µ
σ2

2
M +

1

2µ
Tr(QΣ).

L’optimisation du pas donne, en fonction des = Tr(QΣ)

µopt =

(
s2

Mσ2

)1/2

J∗
rls = sσ

√
M.

Exemple : On prendM = 2, Σ =

(
1 a
a 1

)
, Q = d2

2

(
1 q
q 1

)
. On a alors le

rapport des EQM optimales
J∗

rls

J∗
lms

=
√

1 + aq.

On en déduit que

– siaq > 0, LMS est meilleur que RLS

– siaq < 0, RLS est meilleur que LMS

– siaq = 0 (cas oùun est blanc, ou fluctuations des coefficients du filtre indépen-
dantes), LMS et RLS ont des performances comparables.

Les résultats simulés du tableau ci-
contre confirment la validité de ces esti-
mations théoriques. Les paramètres, pour
le critère d’erreur

D(µ) = E(||θn − zn||2),

sont :σ2 = 0.2 ; a = 0.8 ; d2 = 0.05 ;
q = −0.96 ; D∗

rls

D∗

lms
= 1√

1−aq
= 0.75 et

le rapport estimé sur les données est de
0.745.

D(µ) LMS D(µ) RLS
ThéoriqueEstiméThéoriqueEstimé

0.4449 0.3166 0.1932 0.1379
0.2308 0.1736 0.1078 0.0902
0.1632 0.1269 0.0843 0.0765
0.1322 0.1083 0.0763 0.0731
0.1158 0.1007 0.0745 0.0738
0.1068 0.0985 0.0758 0.0766
0.1019 0.0994 0.0789 0.0806
0.0996 0.1024 0.0830 0.0856

CONCLUSION.– Pour la poursuite d’un filtre variable selon une marche aléatoire, les
performances optimales à petit pas (sous la condition de degré de stationnarité petit)
du RLS peuvent être meilleures ou moins bonnes que celles du LMS, selon la statis-
tique des signaux, l’algorithme optimal en poursuite n’estpas forcément donné par le
gain de NewtonΣ−1 du RLS. Ce résultat est qualitativement intéressant : il montre
que dans ce cas de poursuite, le choix d’un algorithme RLS de type newtonien n’ap-
porte pas forcément de gain de performances en termes de poursuite. La supériorité
des gains de Newton en transitoire n’est plus vraie en poursuite. On trouvera d’autres
exemples détaillés de comparaison d’algorithmes dans diverses situations non station-
naires dans la synthèse [Macchi 89], et un traitement du cas de la poursuite d’une
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J(µ) du LMS. J(µ) du RLS.

Figure 3.8. Courbes théorique et pratique EQMJ(µ) du LMS et du RLS.

dérive de fréquence (signal "Chirp") dans [Bershad 80, 89],[Macchi 91], [Michaut
92].

3.5. Application : Méthodes d’approximation de sous-espaces

Dans cette section, on reprend et développe les méthodes adaptatives d’approxi-
mation de sous-espaces, présentées rapidement en section (3.1.4). On traite d’abord la
construction des algorithmes adaptatifs en se limitant auxalgorithmes d’approxima-
tions stochastiques de la forme (3.8). Puis on s’attachera au problème spécifique de
l’étude de la convergence dans le cas où la convergence vers une base particulière de
l’espace invariant recherché n’est pas assurée.

3.5.1. Construction des algorithmes

Il existe une abondante littérature permettant de répondreaux deux problèmes dé-
crits en section (3.1.4) et ces algorithmes adaptatifs intègrent souvent une étape de
normalisation ou d’orthonormalisation qui leur donne une structure plus générale que
la forme (3.8). Ces algorithmes sont issus soit de méthodes d’analyse numérique et
principalement de la méthode de lapuissance itérée(dite aussi “simultaneous itera-
tion method” [Rutishauser 69]) soit d’optimisation de critèresJ(W ) sous ou sans
contraintes. Nous allons introduire quelques uns d’entre eux en se limitant aux algo-
rithmes de la forme (3.8).

Ainsi de nombreuses méthodes de la littérature traitement de signal ou neuronale
sont issues de différentes approximations de la méthode d’analyse numérique “simul-
taneous iteration method” [Rutishauser 69] suivante :

W ′
n = Wn−1 +RnWn−1Γn (3.28)

Wn = W ′
nS

−1
n (3.29)
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oùWn = (wn,1, . . . , wn,r) ∈ Rm×r est une matrice dont les colonnes sont ortho-
normées et approximent lesr vecteurs propres dominants deRx. Dans (3.28), la
matriceΓn est la matricer × r diagonale usuelle de gains. Nous supposons que
Γn = µnIr ou plus généralementΓn = µndiag(1, α2, . . . , αr) avecαi > 0. La
matriceRn de (3.28) est une estimée de la matrice de covarianceRx, elle est sou-
vent réduite à l’estimée instantanéexnx

T
n . Quelquefois, on utilise l’estimée lissée

Rn = Rn−1 + αµn(xnx
T
n − Rn−1). Dans (3.29),Sn est une matrice dépendant de

W ′
n qui orthonormalise les colonnes deW ′

n. D’où Wn a ses colonnes orthonormées
pour toutn. Dépendant du choix de la matriceSn, différentes versions d’algorithmes
d’approximations stochastiques peuvent être obtenues.

Ainsi par exemple puisqueWn−1 a des colonnes orthonormées, alors pourµn ≪
1, les colonnes deW ′

n dans (3.28) seront linéairement indépendantes quoique non
orthonormées. AlorsW ′T

n W ′
n sera définie positive etWn aura des colonnes orthonor-

mées siSn = (W ′T
n W ′

n)1/2. L’algorithme d’approximation stochatique appeléSub-
space Network Learning(SNL) est obtenu en utilisant un développement du premier
ordre deS−1

n et en omettant le termeO(µ2
n) grâce à l’hypothèseµn ≪ 1. L’algorithme

s’écrit alors sous la forme suivante :

Wn = Wn−1 + µn[Im −Wn−1W
T
n−1]xnx

T
nWn−1, (3.30)

L’étude de cet algorithme a été faite dans [Williams 85] et dans [Yan 94], où il a été
démontré que les solutions de l’ODE associée (3.12) ne convergeaient que vers une
base orthonormée du sous espace propre dominant deRx (ces vecteurs pouvant se
déplacer dans cet espace). C’est à dire quelimt→∞WT

t Wt = Ir etlimt→∞WtW
T
t =∑r

i=1 viv
T
i . Cet algorithme appartient ainsi à la famille (2).

Un autre point de départ pour dériver un algorithme d’approximation stochastique
à partir de (3.28) et de (3.29) est de considérer que la matrice Sn réalise une ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt des colonnes deW ′

n. L’algorithme appeléStochastic
Gradient Ascent(SGA) est obtenu en faisant un développement au premier ordre de
Wn en supposantµn ≪ 1, en omettant le termeO(µ2

n) dans ce développement, on
obtient pourk = 1, . . . , r :

wn,k = wn−1,k+µn[Im−wn−1,kw
T
n−1,k−2

k−1∑

i=1

wn−1,iw
T
n−1,i]xnx

T
nwn−1,k (3.31)

Une extension [Oja 85] de cet algorithme est obtenue siΓn = µndiag(α1, α2, . . . , αr)
avecα1 = 1 etαi > 0. Soit pourk = 1, . . . , r :

wn,k = wn−1,k+αkµn[Im−wn−1,kw
T
n−1,k−

k−1∑

i=1

(1+
αi

αk
)wn−1,iw

T
n−1,i]xnx

T
nwn−1,k.

Cet algorithme par le choix des valeursαi permet d’améliorer le compromis vitesse
de convergence/précision. L’algorithmeGeneralized Hebbian Algorithm(GHA) est
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dérivé à partir de l’algorithme (3.30) en remplaçant la matriceWT
n−1xnx

T
nWn−1 de

l’algorithme SNL par sa diagonale et la partie située au dessus de celle-ci :

Wn = Wn−1 + µn[xnx
T
nWn−1 −Wn−1upper(WT

n−1xnx
T
nWn−1)]

dans lequel l’opérateur matriciel “upper” assigne la valeur 0 à tous les termes si-
tués sous la diagonale principale. Ecrit sous forme colonnes, cet algorithme est si-
milaire à l’algorithme SGA (3.31), la différence provenantseulement du terme 2 dans
la somme :

wn,k = wn−1,k + µn[Im −
k∑

i=1

wn−1,iw
T
n−1,i]xnx

T
nwn−1,k pourk = 1, . . . , r.

Oja et al [Oja 92-a] proposa un algorithme dénotéWeighted Subspace Algo-
rithm (WSA), qui est similaire à l’algorithme SNL, à part les paramètres scalaires
β1, . . . , βr :

wn,k = wn−1,k + µn[Im −
r∑

i=1

βk

βi
wn−1,iw

T
n−1,i]xnx

T
nwn−1,k pourk = 1, . . . , r,

avec0 < β1 < . . . < βr. Si βi = 1 pour touti, cet algorithme se ramène à l’algo-
rithme SNL.

Il a été démontré par Oja que les seuls points asymptotiquement localement stables
de l’ODE associée aux algorithmes SGA, GHA et WSA étaient lesvecteurs propres
±v1, . . . ,±vr. D’autre part, nous notons que le premier vecteur (k = 1) estimé par les
algorithmes SGA et GHA et le vecteur (r = k = 1) estimé par les algorithmes SNL
et WSA coïncident avec l’algorithmeConstrained Hebbian learning ruleou célèbre
neurone de base introduit par [Oja 82]

wn,1 = wn−1,1 + µn[Im − wn−1,1w
T
n−1,1]xnx

T
nwn−1,1.

Cet algorithme coïncide avec de très nombreux algorithmes issues selon des approches
empiriques différentes. Par exemple il coïncide avec l’algorithme Direct Adaptive
Subspace Estimator, proposé par Riouet al [Riou 96] pourk = 1 qui s’écrit pour
k = 1, . . . , r :

wn,k = wn−1,k + µn[Im − (Im −
k−1∑

i=1

wn−1,iw
T
n−1,i)wn−1,kw

T
n−1,k]xnx

T
nwn−1,k,

dont les points stationnaires de l’ODE associée sont les ensembles der vecteurs
propres normalisés deRx, mais ces points ne sont asymptotiquement localement
stable pour cet ODE que pourr = 1. Pour remédier à cette difficulté, les auteurs
proposent de normaliser à chaque étape les vecteurswn,k.
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Curieusement des algorithmes de type minorants peuvent également être générés
pas cette même approche. Par exemple [Xu 92] introduisirentl’algorithmeOptimal
Fitting Analyzer(OFA) en modifiant l’algorithme SGA. Cet algorithme s’écrit:

wn,k = wn−1,k + µn[Im − xnx
T
n + wn−1,kw

T
n−1,kxnx

T
n − wn−1,kw

T
n−1,k

− β
n∑

i=k+1

wn−1,iw
T
n−1,ixnx

T
n ]wn−1,k pourk = n− r + 1, . . . , n.

[Oja 92-b] démontra que sous la condition que les valeurs propres soient distinctes
et queλn−r+1 < 1 β > λn−r+1

λn
− 1, l’ODE associée admet comme seuls points

localement asymptotiquement stable les vecteurs propres±vm−r+1, . . . ,±vm. Il
est à noter que l’idée de base derrière ce passage d’un algorithme de composantes
principales à un algorithme de composantes mineures est quesi l’on connaît un
majorantα des valeurs propres deRx, les r vecteurs propres associées auxr plus
petites valeurs propres deRx sont lesr vecteurs propres associées auxr plus
grandes valeurs propres deαIm − Rx. Cette idée est à la base de la conception de
nombreux algorithmes d’approximations stochastiques de composantes mineures
déduits d’approximations stochastiques de composantes principales.

A titre d’exemples d’algorithmes d’approximations stochastiques issus d’optimi-
sations de critèresJ(W ) sous ou sans contraintes, citons ceux basés sur lequotient de
Rayleighet ceux basés sur le projecteur orthogonal.

A partir de la notion de quotient de Rayleigh, les optimisations
maxW T W=Ir

∑r
i=1 w

T
i Rxwi [resp. minW T W=Ir

∑r
i=1 w

T
i Rxwi] ont pour so-

lution toute base orthonormée de l’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres
associés auxr plus grandes [resp. petites] valeurs propres de deRx. Cela entraîne
l’algorithme du gradient stochastique suivant [Yang 88] :

W ′
n = Wn−1 ± µnxnx

T
nWn−1 + pour estimer un espace majorant

[resp.− pour estimer un espace minorant]

Wn = Orthonormalisation des colonnes deW ′
n,

dont les points stationnaires globalement asymptotiquement stables sont constitués en
général de l’ensemble de ces bases orthonormées. Notons quedifférentes approches
peuvent être utilisées pour réaliser l’étape d’orthonormalisation : méthodes exactes
(QR, Gram-Schmidt,....) ou approchées et que dans le cas de l’estimation d’un espace
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majorant, cet algorithme peut être interprété comme un cas particulier de l’algorithme
(3.28)(3.29) issu de la puissance itérée.

A partir de la définition du quotient de Rayleigh
v1 = arg max‖w‖2=1 w

TRxw
et
vi = argmax‖w‖2=1,w⊥{w1,...,wi−1} w

TRxw pour i = 2, . . . , r,

[resp. vm = min‖w‖2=1 w
TRxw et vi = min‖w‖2=1,w⊥{wm,...,wi+1} w

TRxw
pour i = m − 1, . . . ,m − r + 1], et en remplaçant les contraintes par une para-
métrisation de Givens.

w1 = Q1




0
...
0
1


 , w2 = Q1




Q2




0
...
0
1




0



, . . . , wr = Q1




Q2




Qr




0
...
0
1




0




0




oùQi sont les matrices orthogonales suivantes d’ordrem− i+ 1 :

Qi = Ui,1 . . . Ui,j . . . Ui,m−i avec Ui,j ≡




Ij−1 0 0 0
0 − sin θi,j cos θi,j 0
0 cos θi,j sin θi,j 0
0 0 0 In−i−j




et où θi,j ∈] − π
2 ,+

π
2 ], l’étape d’orthonormalisation de l’algorithme du gradient

stochastique peut être supprimée. Dans le but de simplifier l’algorithme ainsi obtenu,
une procédure de déflation a été proposée par [Regalia 90]. Lapremière maximisation
[resp. minimisation] est réalisée par un algorithme classique de gradient stochastique
pour le paramètreθ1,1, . . . , θ1,m−1, tandis que les maximisations [resp. minimi-
sations] suivantes sont réalisées grâce à des algorithmes de gradient stochastique
par rapport aux paramètresθi,1, . . . , θi,m−i dans lesquels les paramètres précédents
θl,1(n − 1), . . . , θl,m−l(n − 1) pour l = 1, . . . , i − 1 sont injectés à partir des
i − 1 algorithmes précédents. Cette procédure de déflation entraîne un couplage
d’algorithmes de gradients stochastiques. On aboutit à un algorithme d’approximation
stochastique dont les points globalement asymptotiquement stables sont les vec-
teurs propres dominantsv1, . . . , vr, (resp. minorantsvm−r+1, . . . , vm) [Delmas 98-b].

Considérons maintenant le critèreJ(W ) ≡ E(‖x − WWTx‖2) où W est une
matricem × r. Sachant queW est un point stationnaire deJ(W ) si et seulement
si W = UQ où les colonnes de la matricem × r U contiennentr vecteurs propres
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arbitraires deRx et oùQ est une matricem × m orthogonale arbitraire et que tous
ces points stationnaires sont des points selles deJ(W ) sauf les pointsW = UQ où
U = [v1, . . . , vr], pour lequelsJ(W ) atteint son minimum global, différents algo-
rithmes d’approximations stochastiques ont été proposés par [Yang 95] à partir de la
minimisation de ce critère. De manière très classique a été proposé un algorithme du
gradient stochastique

Wn = Wn−1 +µn[2xnx
T
n − xnx

T
nWn−1W

T
n−1 −Wn−1W

T
n−1xnx

T
n ]Wn−1, (3.32)

dans lequel le terme entre parenthèse est la symétrisation du terme associé de l’algo-
rithme SNL (3.30). L’algorithme (3.30) peut d’ailleurs être obtenu à partir de (3.32)
en y faisant l’approximationWT

n−1Wn−1 = Ir . D’après ce qui précède, l’ODE asso-
ciée à cet algorithme admet cette fois-ci comme points globalement asymptotiquement
stables, les pointsW = UQ oùU = [v1, . . . , vr], contrairement à l’algorithme SNL
pour lequel ces points n’étaient que localement asymptotiquement stables.

A partir de ce critèreJ(W ), [Yang 95] introduisit une approche de type RLS dans
laquelleWn est solution du minimum du critère classique moyenne pondérée avec
facteur d’oubli :

n∑

i=1

βn−i‖xi −WnW
T
n xi‖2

dans laquelle le termeWT
n xi est approximé paryi ≡ WT

i−1xi, donc connu pouri =
1, . . . , n. Il en résulte une fonction de coût modifiée qui est maintenant quadratique en
Wn à chaque instantn :

J(Wn) =
n∑

i=1

βn−i‖xi −Wnyi‖2,

d’où le nomprojection approximative subspace tracking(PAST) attribué à cet algo-
rithme. La minimisation de ce critère se ramène alors à un problème classique de
moindre carré récursif avec facteur d’oubli vu à la section 2.2.2. Notons qu’avec cette
approximation les colonnes deWn ne sont plus qu’approximativement orthonormées.
Par conception, cet algorithme ne donne accès qu’à une estimation du sous espace do-
minant. Si l’on désire une estimation des vecteurs propres de ce sous espace, on peut
utiliser la variante PASTd de cet algorithme. Elle consisteà utiliser une méthode de dé-
flation, c’est à dire à appliquer l’algorithme PAST pourr = 1 pour générerwn,1 puis
à réutiliser l’algorithme PAST pourr = 1 en remplaçantxn parxn − w1,nw

T
1,nxn

pour la génération dewn,2 et ainsi de suite (carE
(
(x− v1v

T
1 x)(x − v1v

T
1 x)

T
)

=
Rx − λ1v1v

T
1 ). Pourβ = 1, Il a été démontré dans [Yang 96] que les algorithmes

PAST and PASTd prennent la structure générale (3.8) avecµn = 1
n et que la solu-

tion de l’ODE associée convergeait respectivement vers le sous espace dominant ou
vers les vecteurs propres de cet espace dominant (sauf sur unensemble de conditions
initiales de mesure nulle).
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Signalons qu’une version modifiée de l’algorithme PASTd a été proposée par
[Sakai 98] pour estimer les vecteurs propres d’un espace propre minorant. Il s’agit
simplement de changer un signe devant le gain d’adaptation et d’effectuer une
orthonormalisation à chaque étape. Et pourβ = 1, il a été démontré dans [Sakai 98]
que cet algorithme PASTd modifié prend la structure générale(3.8) avecµn = 1

n et
que la solution de l’ODE associée convergeait vers les vecteurs propres de l’espace
minorant (sauf sur un ensemble de conditions initiales de mesure nulle).

3.5.2. Etude de convergence

On s’intéresse ici au problème spécifique de l’étude de la convergence dans le
cas d’algorithmes de sous espaces où l’ensemble des points localement ou globale-
ment asymptotiquement stable des ODE associés à ces algorithmes est constitué de
l’ensemble des bases orthonormées de l’espace dominant [resp. minorant] de dimen-
sionr deRx qui constitue ainsi uncontinuumd’attracteurs. Les colonnes deWn ne
convergent pas en général vers les vecteurs propresv1, . . . , vr [resp.vm−r+1, . . . , vm]
et nous n’avons aucune preuve de convergence deWn vers une base orthonormée par-
ticulière de l’espace dominant [resp. minorant] associé pour une séquence de gainµn

vérifiant les conditions :
∑∞

n=1 µn = +∞ et limn→+∞ µn = 0. Par suite, considérer
la distribution asymptotique deWn est sans fondement et les résultats résumés à la
section 3.2 ne s’appliquent pas. Pour résoudre cette difficulté, une solution ([Delmas
98-c]) est d’étudier le comportement de la trajectoire de

Πn ≡WnW
T
n (3.33)

dont la dynamique pour les algorithmes (3.30) et (3.32) est commandée par une équa-
tion stochastique de la forme :

Πn = Πn−1 + µnH(Πn−1, xnx
T
n ) + µ2

nK(Πn−1, xnx
T
n ) (3.34)

obtenue en combinant (3.30) ou (3.32) avec (3.33). Nous constatons que le champ
H et le terme complémentaireK de cet algorithme ne dépendent que deΠn−1 et
non deWn−1. Cette propriété rend possible l’étude de l’évolution deΠn sans tenir
compte de l’évolution de la matriceWn sous jacente. Les caractéristiques deΠn sont
en fait très pertinentes, car elles caractérisent le sous espace invariant dominant estimé.
Puisque l’ODE associée à l’algorithme d’approximation stochastique (3.34) admet un
unique point globalement asymptotiquement stableΠ∗ ≡ ∑r

i=1 viv
T
i , (résultat en

particulier déduit de [Baldi 89]) concernant les ODE associées aux algorithmes (3.30)
et (3.32)), nos algorithmes stochastiques (3.34) convergent presque sûrement versΠ∗
siΠn reste infiniment souvent dans un compact (ce que nous admettrons). Les résultats
généraux d’approximations gaussiennes de [Benveniste 87,th.2, p.104] peuvent alors
s’appliquer, avec cette fois l’algorithme d’approximation stochastique plus général :

θn = θn−1 + µnH(θn−1, xn) + µ2
nK(θn−1, xn)
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assortis de la condition supplémentaire H3 (ii), ([Benveniste 87, p.220]) :K(θ, x)
doit être une fonction uniformément bornée pour(θ, x) appartenant à un compact
fixé. Il a été démontré [Delmas 98-c] que cette dernière condition est bien vérifiée
par ces algorithmes. Cependant, nous remarquons que certaines valeurs propres de la
dérivéeDh(θ∗) du champ moyenh de nos algorithmes sont réelles positives, ce qui
ne permet pas l’application directe des résultats de [Benveniste 87, th.2, p.104] pour
ces algorithmes. De plus, le paramètre multidimensionnelθn qui dans notre problème
est constitué par les termes de la matriceΠn est contraint à être de rangr alors que
l’équation de Liapounoff (3.19) ne tient pas compte de cettecontrainte.

Pour résoudre ces difficultés, une paramétrisation de la matrice symétrique réelle
Πn qui s’appuie sur la propriété suivante [Delmas 98-c] peut être considérée :

Si Π est une matricem×m symétrique réelle de rangr, alors

Π = Π∗ +
∑

(i,j)∈Aπ

θi,j(Π)Ai,j +O(‖Π − Π∗‖2),

où Aπ ≡ {(i, j) | 1 ≤ i ≤ j ≤ m et i ≤ r} et où (Ai,j)i=1,...,m,j=1,...,m est la
base orthonormée suivante (avec le produit scalaire(A,B) ≡ Tr(ATB)) de l’espace
vectoriel sur le corpsR des matrices symétriques réellem×m :

Ai,j =

{
viv

T
j i = j

viv
T
j +vjvT

i√
2

i < j.

Comme il y ar
2 (2m− r+1) paires(i, j) dansAπ, ce qui est le nombre de paramètres

libres de la variété constituée par les matricesm × m symétriques réelles de rang
r (conf. la paramétrisation de leurs SVD), cette propriété montre que l’ensemble de
matrices{Ai,j |(i, j) ∈ Aπ} est en fait une base orthonormée du plan tangent à cette
variété au pointΠ∗. Par suite les composantes dans la base orthonorméeAi,j de la
projection orthogonale de la matriceΠn sur le plan tangent à cette variété au pointΠ∗
sont données parΘ(Πn) ≡ AT Vec(Πn−Π∗) avecA ≡ [. . . ,Vec(Ai,j), . . .], (i, j) ∈
Aπ. D’où :

Vec(Πn) = Vec(Π∗) + Aθ(Πn) +O(‖θ(Πn)‖2).

Et si P(θ) désigne la matricem × m symétrique réelle de rangr unique sur un
voisinage deθ = 0, telle queAT Vec(P(θ) − Π∗) = θ, alors Vec(P(θ)) =
Vec(Π∗) + Aθ + O(‖θ‖2). Par suite à l’aide de la bijectionP(θ) ↔ θ, nous pou-
vons considérer l’équation stochastique décrivant l’évolution deθn issue de (3.34)
décrivant l’évolution deΠn :

θn = θn−1 + µnφ(θn−1, xn) + µ2
nψ(θn−1, xn) (3.35)

avecφ(θ, x) ≡ AT Vec(H(P(θ), xxT )) etψ(θ, x) ≡ AT Vec(G(P(θ), xxT )). Après
avoir vérifié la condition ([Benveniste 87, A3(ii), p.220])surψ et après donné des ex-
pressions analytiques de la dérivéeDh(θ∗) du champ moyen (dont les valeurs propres
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sont maintenant à parties réelles strictement négatives) et de la covariance du champφ
de l’algorithme (3.35) (pour des observationsxn gaussiennes indépendantes centrées),
l’équation de Liapounoff associée (??) peut être résolue analytiquement. On obtient
pour les algorithmes (3.30) ou (3.32), l’expression commune :

CΠ =
∑

1≤i≤r<j≤m

λiλj

2(λi − λj)
(vi ⊗ vj + vj ⊗ vi)(vi ⊗ vj + vj ⊗ vi)

T . (3.36)

Cette méthodologie a été étendue dans [Delmas 98c] :

– aux versions “lissées” des algorithmes étudiés à l’aide dunouveau paramètre

θn ≡
[
θ(Rn)
θ(Πn)

]
avecθ(Rn) ≡ A′T Vec(Rn) oùA′ ≡ [. . . ,Vec(Ai,j), . . .], (i, j) ∈

{1, . . . ,m}2.

– aux signaux complexes en considérant la base orthonormée suivante de l’espace
vectoriel des matricesm×m hermitiennes :

Ai,j =






viv
H
i i = j

viv
H
j +vjvH

i√
2

i < j
viv

H
j −vjvH

i

i
√

2
i > j.

où l’ensembleAπ et remplacé par l’ensembleAπ ≡ {(i, j) | 1 ≤ i ≤ r ou1 ≤ j ≤ r}
qui contient maintenantr(2m− r) paires(i, j).

– à des observationsxn corrélées dérivées du modèle de corrélation spécifique
xn ≡ [x(n), x(n− 1), . . . , x(n−m+ 1)]T avecx(n) processus ARMA stationnaire.

Notons que l’expression de la matrice de covariance (3.36) obtenue pour les deux
algorithmes adaptatifs considérés est très voisine de celle obtenue dans les mêmes
conditions par maximum de vraisemblance block issu de(x1, . . . , xn). Ce résultat
provient de la propriété d’invariance de l’estimateur du maximum de vraisemblance.
Il est démontré dans [Delmas 98d] que l’estimateur du maximum de vraisemblance de
Π∗ coincide avec la matriceΠn ≡ WnW

T
n oùWn est solution de la minimisation du

critère de [Yang 95] :
1

n

n∑

k=1

‖xk −WWTxk‖2

et que la solutionWn de cette minimisation est solution de1n
∑n

k=1H
′(W,xk) = 0

(oùH ′ est le champ de l’algorithme de Yang (3.32)) et que par suiteΠn est solution
de 1

n

∑n
k=1H(Π, xnx

T
n ) = 0. Enfin, en appliquant des résultats classiques sur les

M -estimateurs [Bickel 93, th.1, p.312], il s’en déduit la matrice de covarianceCΠ de
la loi asymptotique deΠn.

CΠ =
∑

1≤i≤r<j≤n

λiλj

(λi − λj)2
(vi ⊗ vj + vj ⊗ vi)(vi ⊗ vj + vj ⊗ vi)

T .
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De plus remarquons que par continuité, le comportement de n’importe quelle fonction
différentiable deΠn peut être obtenu. On peut ainsi déduire les lois asymptotiques
des DOAθk estimées par l’algorithme MUSIC standard et comparer les matrices de
covariance de ces lois asymptotiques à celles obtenues en estimation batch. Là aussi
ces expressions sont très voisines et peuvent être interprétées. Ainsi par exemple dans
le cas d’une seule source, on obtient [Delmas 98d] respectivement à partir des estimées
deΠn issues des algorithmes adaptatifs non lissés et du maximum de vraisemblance
bloc :

var θ1 ∼ µ
mσ2

1

2α1
(1 +

1

mρ1
)

1

ρ1
var θ1 ∼ 1

n

1

α1
(1 +

1

mρ1
)

1

ρ1

oùm, ρ1 et α1 désignent respectivement le nombre de capteurs, le rapportsignal à
bruit et un facteur géométrique qui ne dépend que de la structure du réseau de capteurs.

Ainsi le termes respectifsµmσ2
1

2 et 1
n des algorithmes adaptatitifs et batch jouent le

même rôle.

3.6. Conclusion

En résumé, les différents points rencontrés dans l’étude d’un algorithme adaptatif
sont :

– l’étude de la convergence,

– l’évaluation de la vitesse asymptotique de convergence,

– la poursuite des non-stationnarités,

– la distinction entre algorithmes à gain décroissant, utiles à l’identification de
paramètres fixes, et algorithmes à gain constant, indispensables à la poursuite de non-
stationnarités.

Ces différents points se retrouvent dans tous les problèmesd’estimation adaptative.
L’étude des estimateurs de moyenne a permis de découvrir lesprincipaux comporte-
ments caractéristiques des algorithmes adaptatifs et d’introduire la notion d’hypermo-
dèle. Les résultats généraux présentés permettent le calcul des paramètres optimaux
d’un algorithme adaptatif et de l’EQM asymptotique correspondante.
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Chapitre 4

Algorithmes rapides, vitesse et stabilité
numérique

4.1. Introduction et notations

Nous avons vu au chapitre 2 les nombreux avantages de l’algorithme des Moindres
carrés récursifs RLS pour la réalisation du filtrage optimalde Wiener. Une des diffi-
cultés auxquelles on se heurte pour sa mise en œuvre sur des applications temps-réel
est lacomplexité de calculenO(M2), qui devient insurmontable dès que la tailleM
des filtres à estimer est élevée. Le but desAlgorithmes rapidesest de résoudre cette
difficulté. Notre but est de réaliser le même travail d’optimisation que l’algorithme des
Moindres carrés récursifs RLS, mais en réduisant la complexité de calcul par itération
à unO(M) (donc comparable à celle du LMS). La structure à optimiser est toujours
ici le filtrage de Wiener optimal (voir Figure 1.4 au Chapitre1).

L’idée de base est de se débarrasser des opérations de mise à jour matricielles du
RLS, responsables de la complexité O(M2), en exploitant la structure de Toeplitz de
la matrice de covarianceR : elle permet, par l’algorithme de Levinson, de résoudre
les équations normales enO(M2) opérations au lieu deO(M3) pour une matrice
quelconque. La difficulté à résoudre vient de ce qu’on travaille ici directement sur les
données, et donc sur des matrices de covariance estiméesRM qui n’ont pas strictement
la structure Toeplitz deR : elles ont cependant des propriétés d’invariance par décalage
qui en font des matrices "proches de Toeplitz". Trois approches seront traitées pour
cette inversion rapide : elles diffèrent par le mode de représentation du filtre adaptatif
et les jeux de paramètres utilisés pour représenter la matrice inverse. Equivalentes

Chapitre rédigé par Maurice BELLANGER .
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mathématiquement et en complexité de calcul, ces méthodes ont des comportements
différents par rapport à la stabilité numérique des algorithmes.

4.2. Filtres transverses rapides

Les techniques de moindres carrés nécessitent l’inversionde la matrice d’autocor-
rélation (AC) du signal d’entrée. Cette matrice AC inverse est complètement détermi-
née par les coefficients de prédiction et la puissance de l’erreur de prédiction. Il en
est de même pour l’estimation en temps réel de la matrice, quiest déterminée par les
estimations des coefficients de prédiction avant et arrièreet de l’énergie de l’erreur.
Dans ces conditions, tous les éléments nécessaires aux techniques de moindres car-
rés récursives sont contenus dans ces paramètres, qui peuvent être calculés et mis à
jour. Les algorithmes transversaux rapides réalisent cette fonction efficacement pour
les filtres RIF (à réponse impulsionnelle finie) en structuredirecte.

4.2.1. Equations de récurrence du filtre d’ordreM

Le filtre adaptatif RIF d’ordreM est défini par :

e(n+ 1) = y(n+ 1) − θt(n)X(n+ 1) (4.1)

où les vecteursθ(n) des coefficients du filtre etX(n)des données d’entrée les plus
récentes comportentM éléments. L’entréex(n), la référencey(n)et l’erreur de sortie
e(n)sont des scalaires.

La fonction coût, définie comme l’énergie de l’erreur et qui s’écrit :

EM (n) =

n∑

p=1

λn−p
[
y(p) − θt(n)X(p)

]2
(4.2)

conduit, par annulation des dérivées, à la solution suivante :

θ(n) = R−1
M (n)ryx(n) (4.3)

avec :

RM (n) =
n∑

p=1

λn−pX(p)Xt(p) ; ryx(n) =
n∑

p=1

λn−py(p)X(p) (4.4)

En séparant le dernier terme dans les sommes, on peut faire apparaître une relation de
récurrence sur la matrice d’autocorrélation et le vecteur d’intercorrélation qui, com-
binées à la relation (4.3) de définition des coefficients du filtre, donnent la relation de
récurrence suivante sur les coefficients :

θ(n+ 1) = θ(n) +R−1
M (n+ 1)X(n+ 1)

[
y(n+ 1) −Xt(n+ 1)θ(n)

]
(4.5)
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Pour être complet, il faut noter que l’on peut mettre en évidence une autre relation de
récurrence sur les coefficients. En effet, au temps n + 1, la définition des coefficients
donne :

[
λRM (n) +X(n+ 1)Xt(n+ 1)

]
θ(n+ 1) = λryx(n) + y(n+ 1)X(n+ 1) (4.6)

ce qui, après quelques manipulations, conduit à :

θ(n+ 1) = θ(n) + λ−1R−1
M (n)X(n+ 1)

[
y(n+ 1) − θt(n+ 1)θ(n+ 1)

]
(4.7)

Dans ces expressions, la matriceR−1
M (n + 1)peut être mise à jour par récurrence

grâce au lemme d’inversion, extension matricielle d’une identité algébrique classique
[Giordano 89].

Etant donné quatre matrices vérifiant l’équation :

A = B + CDCt (4.8)

L’inverse de la matriceA s’écrit :

A−1 = B−1 −B−1C
[
CtB−1C +D−1

]−1
CtB−1 (4.9)

En fait, la matriceA−1 peut prendre différentes formes, qui se déduisent de l’identité :

[B − UDV ]−1 =
[
IM −B−1UDV

]
B−1 (4.10)

oùB est une matrice supposée non singulière, par le développement en série suivant :

(
IM −B−1UDV

)−1
B−1 =

[
IM +B−1UDV + (B−1UDV )2 + ...

]
B−1

(4.11)
La convergence de cette série est assurée si les valeurs propres de(B−1UDV ) sont,
en valeur absolue, inférieures à l’unité. L’équation (4.11) est un lemme d’inversion
généralisée [Tylarski 86]. Par exemple, en regroupant et ensommant tous les termes
de la série, sauf le premier, il vient :

(B − UDV )
−1

= IM +B−1U [IM −DV B−1U ]−1DVB−1 (4.12)

ce qui est une autre forme de l’inverse.

Ce lemme s’applique au calcul deR−1
M de telle sorte qu’il n’est plus besoin de

faire d’inversion de matrice, mais juste une division par unscalaire. Considérant la
récurrence :

RM (n+ 1) = λRM (n) +X(n+ 1)Xt(n+ 1) (4.13)

on choisit :
B = λRM (n) ; C = X(n+ 1) ; D = 1
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et l’équation (4.9) donne :

R−1
M (n+ 1) =

1

λ

[
R−1

M (n) − R−1
M (n)X(n+ 1)Xt(n+ 1)R−1

M (n)

λ+Xt(n+ 1)R−1
M (n)X(n+ 1)

]
(4.14)

Il est commode de définir le gain d’adaptationG(n) par :

G(n) = R−1
M (n)X(n) (4.15)

ce qui, en reportant dans (4.14), et après simplification, donne :

G(n+ 1) =
1

λ+Xt(n+ 1)R−1
M (n)X(n+ 1)

R−1
M (n)X(n+ 1) (4.16)

Alors, l’expression (4.14) et la récurrence (4.5) se réécrivent :

R−1
M (n+ 1) =

1

λ

[
R−1

M (n) −G(n+ 1)Xt(n+ 1)R−1
M (n)

]
(4.17)

et :
θ(n+ 1) = θ(n) +G(n+ 1)

[
y(n+ 1) −Xt(n+ 1)θ(n)

]
(4.18)

Les trois équations (4.16), (4.17) et (4.18) constituent une technique récursive pour
mettre à jour les coefficients du filtre sans inversion de matrice : c’est l’algorithme RLS
à oubliλ, déjà vu et étudié au Chapitre 2 (voir section 2.2.2) . Bien entendu, une valeur
initiale non nulleR−1

M (0) est nécessaire au départ ; ce point est repris ultérieurement.

Avec cette technique, le nombre d’opérations arithmétiques est proportionnel à
M2, à cause des multiplications de matrice. En fait, on peut se débarrasser complète-
ment des matrices et rendre la complexité proportionnelle àM seulement, en considé-
rantRM (n) comme l’estimation en temps réel de la matrice AC du signal d’entrée et
en exploitant le fait que son inverse peut être représentée par les paramètres de prédic-
tion. Avant d’introduire les algorithmes rapides, il est opportun de mettre en évidence
plusieurs relations fondamentales entre les variables desmoindres carrés.

4.2.2. Relations entre les variables des Moindres carrés

Dans la technique des moindres carrés récursifs, l’inversion de matrice est évitée
par l’introduction d’un scalaire. Soitψ(n+ 1)la quantité :

ψ(n+ 1) =
λ

λ+Xt(n+ 1)R−1
M (n)X(n+ 1)

(4.19)

On vérifie directement avec (4.14) que cette quantité s’écrit aussi :

ψ(n+ 1) = 1 −Xt(n+ 1)R−1
M (n+ 1)X(n+ 1) (4.20)
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Le scalaire qui apparaît dans cette expression,γ(n) défini par :

γ(n) = Xt(n)R−1
M (n)X(n) (4.21)

a une interprétation particulière en traitement du signal.Il s’écrit

γ(n) = bT [A+ bbT ]−1b avecb = X(n) et A = λRM (n− 1)

et en réinjectant le Lemme d’inversion matricielle (2.31) on obtient

γ(n) =
bTA−1b

1 + bTA−1b

Il en résulte par positivité de la matriceA, les bornes de la variableγ(n) :

0 6 γ(n) 6 1 (4.22)

Quand on considère le terme qui figure en exposant dans la densité jointe de l’en-
semble de M variables gaussiennes de moyenne nulle, on remarque que sa forme est
semblable àγ(n), qui, dans ces conditions, peut être interprété comme son estimation
au temps n. D’où l’appellation de variable de vraisemblancedonnée àγ(n) en théorie
de l’estimation [Kalouptsidis 93]. En fait,γ(n) est une mesure de la vraisemblance
pour que les M données d’entrées les plus récentes proviennent d’un processus Gaus-
sien dont la matrice AC,RM (n), a été déterminée en utilisant toutes les observations
passées disponibles. Une valeur faible deγ(n) indique que les données récentes sont
vraisemblablement des échantillons d’un signal Gaussien alors qu’une valeur proche
de l’unité traduit des observations inattendues ; dans ce dernier cas, le vecteurX(n+1)
se trouve en dehors du sous-espace signal estimé, ce qui peutêtre dû à des variations
dans le temps de la statistique du signal, par exemple. Par conséquent,γ(n) peut être
utilisé pour détecter les changements dans la statistique du signal. A noter que, si le
gain d’adaptationG(n) est disponible, on obtient immédiatementγ(n) par :

γ(n) = Xt(n)G(n) (4.23)

D’après leur définitionψ(n) et γ(n) ont les mêmes propriétés. Celles qui sont utiles
pour les moindres carrés sont présentées ci-après.

En multipliant à droite les deux membres de (4.13) parR−1
M (n), il vient :

RM (n+ 1)R−1
M (n) = λIM +X(n+ 1)Xt(n+ 1)R−1

M (n) (4.24)

Avec l’identité :
det
[
IM + V1V

t
2

]
= 1 + V t

1 V2 (4.25)

oùV1 etV2sont des vecteurs à M éléments, et la définition deψ(n), on obtient :

ψ(n+ 1) = λM det RM (n)

det RM (n+ 1)
(4.26)
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En raison de la définition deRM (n) et de sa positivité, et en faisant appel à la récur-
rence (4.13), on vérifie queψ(n) est borné par :

0 6 ψ(n) 6 1 (4.27)

ce qui, par une autre voie, confirme l’inégalité (4.22). C’est un résultat fondamental,
qui peut être exploité pour vérifier que, dans la mise en œuvredes algorithmes, les
conditions des moindres carrés sont bien respectées.

Ensuite, on peut montrer que la variableψ(n) possède, en réalité, une signification
physique simple.

La technique des moindres carrés récursifs, appliquée à la prédiction linéaire avant,
est basée sur la fonction coût :

Ea(n) =
n∑

p=1

λn−p[x(p) −At(n)X(p− 1)]2 (4.28)

qui est l’énergie de l’erreur de prédiction avant. Le vecteur des coefficients est donné
par :

A(n) = R−1
M (n− 1)ra

M (n) (4.29)

avec :

ra
M (n) =

n∑

p=1

λn−px(p)X(p− 1) (4.30)

Il faut bien noter que l’indicep−1 ci-dessus est caractéristique de la prédiction linéaire
avant. La mise à jour des coefficients se fait par :

A(n+ 1) = A(n) +G(n)ea(n+ 1) (4.31)

où :
ea(n+ 1) = x(n+ 1) −At(n)X(n) (4.32)

est l’erreur de prédiction avanta priori.

Ce sont les coefficients mis à jour qui sont utilisés pour calculer l’erreur de prédic-
tion a posteriori :

εa(n+ 1) = x(n+ 1) −At(n+ 1)X(n) (4.33)

Avec la relation (4.31), il vient :

εa(n+ 1) = ea(n+ 1)
[
1 −Gt(n)X(n)

]
(4.34)

et de la définition (4.20) il résulte que :

ψ(n) =
εa(n+ 1)

ea(n+ 1)
(4.35)
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c’est-à-dire queψ(n) est simplement le rapport des erreurs de prédiction avant au
temps suivant.

Un résultat similaire est obtenu avec la prédiction arrière. La fonction coût dans ce
cas se définit par :

Eb(n) =
n∑

p=1

λn−p
[
x(p−M) −Bt(n)X(p)

]2
(4.36)

Le vecteur des coefficients de prédiction arrière est donné par :

B(n) = R−1
M (n)rb

M (n) (4.37)

avec :

rb
M (n) =

n∑

p=1

λn−px(p−M)X(p) (4.38)

La mise à jour se fait par :

B(n+ 1) = B(n) +G(n+ 1)eb(n+ 1) (4.39)

avec :
eb(n+ 1) = x(n+ 1 −M) −Bt(n)X(n+ 1) (4.40)

L’erreur de prédictiona posterioriarrière est donnée par :

εb(n+ 1) = x(n+ 1 −M) −Bt(n+ 1)X(n+ 1) (4.41)

En reportant (4.39) dans (4.41), il vient :

ψ(n+ 1) =
εb(n+ 1)

eb(n+ 1)
(4.42)

ce qui montre queψ(n) est le rapport des erreurs de prédiction arrière de même indice.

Plus généralement que la prédiction, le même résultat peut être vérifié directement
pour tout filtre adaptatif, basé sur le critère des moindres carrés, c’est-à-dire :

ψ(n+ 1) =
ε(n+ 1)

e(n+ 1)
(4.43)

A noter encore que ce résultat peut fournir une autre démonstration de l’inégalité
(4.27).

En effet, l’énergie de l’erreur, donnée par (4.2), s’écrit au temps n+1 :

EM (n+ 1) = λ
n∑

p=1

λn−p
[
y(p) − θt(n+ 1)X(p)

]2
+ ε2(n+ 1) (4.44)
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Soit la fonctionE′
M (n+ 1)telle que :

E′
M (n+ 1) = λ

n∑

p=1

λn−p
[
y(p) − θt(n)X(p)

]2
+ e2(n+ 1) (4.45)

Par définition, on a :

E′
M (n+1) > EM (n+1) ; EM (n+1)−ε2(n+1) > E′

M (n+1)−e2(n+1) (4.46)

et par conséquent :
e2(n+ 1) > ε2(n+ 1) (4.47)

L’erreura posterioriest inférieure ou égale à l’erreura priori.

A titre d’illustration, on peut calculerψ(n) pour des signaux simples. Par exemple,
si M = 2 et six(n) est un signal sinusoidal, par application directe de la définition, on
trouve à l’état stationnaire :

ψ(n) ≈ 1 − 2(1 − λ) = 2λ− 1 (4.48)

ce résultat se généralise à M quelconque quand la fréquence de la sinusoïde satisfait
les relationsπ/M 6 ω 6 π − π/M .

Et pour un bruit blanc :

E [ψ(n)] ≈ 1 −M(1 − λ) (4.49)

L’énergie d’erreur de prédiction avant se calcule par récurrence. En reportant (4.29)
dans l’expression deEa(n+ 1), il vient :

Ea(n+ 1) =

n+1∑

p=1

λn+1−px2(p) −At(n+ 1)ra
M (n+ 1) (4.50)

Les relations de récurrence pour A (n+1) etra
M (n+ 1), en liaison avec les définitions

du gain d’adaptation et des coefficients de prédiction, donnent, après simplification :

Ea(n+ 1) = λEa(n) + ea(n+ 1)εa(n+ 1) (4.51)

et, de même pour la prédiction arrière :

Eb(n+ 1) = λEb(n) + eb(n+ 1)εb(n+ 1) (4.52)

Ces calculs apparaissent directement dans les algorithmesde moindres carrés rapides
(MCR).



Algorithmes rapides, vitesse et stabilité numérique 155

4.2.3. Algorithme MCR basé sur les erreursa priori

Dans la technique des moindres carrés récursifs le gain d’adaptation est mis à jour
avec l’inverse de la matrice AC. On va maintenant utiliser les paramètres de prédiction
[Falconer 78].

Soit la matrice AC d’ordre M + 1 au temps n+1,RM+1(n + 1). On peut vérifier,
en reprenant la définition, qu’elle peut être partitionnée de deux manières, avec les
équations de prédiction avant et arrière, à savoir :

RM+1(n+ 1) =




n+1∑
p=1

λn+1−px2(p) [ra
M (n+ 1)]

t

ra
M (n+ 1) RM (n)




(4.53)

et :

RM+1(n+ 1) =




RM (n+ 1) rb

M (n+ 1)
[
rb
M (n+ 1)

]t n+1∑
p=1

λn+1−px2(P −M)



 (4.54)

L’objectif est de trouver le gain au temps n+1,G(n+1), connaissant le gain au temps
n. La définition générale du gain donne :

RM (n+ 1)G(n+ 1) = X(n+ 1) (4.55)

Comme la matrice AC,RM (n), apparaît dans la décomposition (4.53), on calcule :

RM+1(n+ 1)

[
0
G(n)

]
=

[
[ra

M (n+ 1)]
t
G(n)

X(n)

]
(4.56)

Avec les définitions du gain et des coefficients de prédictionavant, on a :

[ra
M (n+ 1)]

t
G(n) = At(n+ 1)X(n) (4.57)

Introduisant l’erreur de prédictiona posteriori, il vient :

RM+1(n+ 1)

[
0
G(n)

]
= X1(n+ 1) −

[
εa(n+ 1)
0

]
(4.58)

oùX1(n + 1) est le vecteur desM +1 données d’entrée les plus récentes. De même,
le partitionnement (4.54) conduit à :

RM+1(n+ 1)

[
G(n+ 1)
0

]
=

[
X(n+ 1)[
rb
M (n+ 1)

]t
G(n+ 1)

]
(4.59)
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Avec des définitions du gain et des coefficients de prédictionarrière, il vient :

[
rb
M (n+ 1)

]t
G(n+ 1) = Bt(n+ 1)X(n+ 1) (4.60)

et :

RM (n+ 1)

[
G(n+ 1)
0

]
= X1(n+ 1) −

[
0
εb(n+ 1)

]
(4.61)

Or le gain d’adaptation à l’ordreM+1, notéG1(n+ 1), est défini par :

RM+1(n+ 1)G1(n+ 1) = X1(n+ 1) (4.62)

ce qui fait que l’équation (4.58) se réécrit :

RM+1(n+ 1)

[
G1(n+ 1) −

[
0
G(n)

]]
=

[
εa(n+ 1)
0

]
(4.63)

Quant à l’équation (4.61), elle devient :

RM+1(n+ 1)

[
G1(n+ 1) −

[
G(n+ 1)
0

]]
=

[
0
εb(n+ 1)

]

(4.64)

Ensuite, les équations matricielles de la prédiction sont utilisées pour calculerG1(n+
1) à partir deG(n), puisG(n+ 1) à partir deG1(n+ 1).

L’équation matricielle de la prédiction avant, qui résultedu regroupement de (4.29)
et (4.50), s’écrit :

RM+1(n+ 1)

[
1
−A(n+ 1)

]
=

[
Ea(n+ 1)
0

]
(4 .69)

En égalant les facteurs dans les relations (4.63) et (4.69),on obtient :

G1(n+ 1) =

[
0
G(n)

]
+
εa(n+ 1)

Ea(n+ 1)

[
1
−A(n+ 1)

]
(4.65)

De même, avec l’équation de prédiction arrière :

RM+1(n+ 1)

[
−B(n+ 1)
1

]
=

[
0
Eb(n+ 1)

]
(4.66)

et, en égalant les facteurs dans (4.66) et (4.64), on obtient:

G1(n+ 1) =

[
G(n+ 1)
0

]
+
εb(n+ 1)

Eb(n+ 1)

[
−B(n+ 1)
1

]
(4.67)
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En réalité, le facteur scalaire du membre de droite de cette équation n’a pas à être
calculé, car il est déjà disponible. Soit la partition du gain à l’ordreM+ 1 :

G1(n+ 1) =

[
M(n+ 1)
m(n+ 1)

]
(4.68)

où le vecteurM(n+ 1) possèdeM éléments. Le scalairem(n+ 1) intervient dans la
dernière ligne de l’équation (4.67), qui s’écrit :

m(n+ 1) =
εb(n+ 1)

Eb(n+ 1)
(4.69)

Le gain d’adaptation àM éléments est mis à jour par :

G(n+ 1) = M(n+ 1) +m(n+ 1)B(n+ 1) (4.70)

Mais il faut connaître le gain mis à jour pour calculerB(n + 1). En fait, on dispose
de deux équations à deux inconnues et, en reportant l’équation de mise à jour des
coefficients de prédiction arrière (4.39) dans (4.70), on obtient le gain en fonction de
quantités disponibles :

G(n + 1) =
1

1 −m(n+ 1) eb(n + 1)
[M(n+ 1) +m(n+ 1)B(n)] (4.71)

Si, par contre, on reporte l’équation (4.70) dans l’équation de mise à jour des coeffi-
cients et que l’on calculeB(n+ 1) en premier, alors on obtient :

B(n+ 1) =
1

1 −m(n+ 1)eb(n+ 1)
[B(n) +M(n+ 1)eb(n+ 1)] (4.72)

Un nouveau scalaire apparaît dans ces équations. Comme il faut toujours se méfier
des diviseurs dans les algorithmes, il est important de voirsa signification physique et
d’évaluer sa gamme d’amplitude. En combinant (4.69) et la mise à jour de l’énergie
(4.52), il vient :

1 −m(n+ 1)eb(n+ 1) = 1 − εb(n+ 1)eb(n+ 1)

Eb(n+ 1)
=

λEb(n)

Eb(n+ 1)
(4.73)

c’est-à-dire que ce diviseur est le rapport de deux valeurs consécutives de l’énergie
d’erreur de prédiction arrière et il a pour domaine :

0 < 1 −m(n+ 1)eb(n+ 1) 6 1 (4.74)

Bien entendu, au fur et à mesure que le temps passe, il s’approche de l’unité, d’autant
plus que l’erreur de prédiction est faible. Au passage, on peut remarquer que l’équation
(4.73) peut fournir une autre manière de mettre à jour l’énergie de prédiction arrière.
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Egalement, il peut être intéressant, par exemple pour élaborer des algorithmes ap-
prochés mais simplifiés, de faire apparaître la relation entre deux valeurs successives
des éléments du vecteur gain :




g1(n+ 1)
...
gM (n+ 1)
0


 =




0
g1(n)
...
gM (n)


+m(n+ 1)




B(n+ 1)

−1




+
εa(n+ 1)

Ea(n+ 1)




−1

A(n+ 1)




(4.75)

Globalement, un algorithme rapide a été obtenu et l’enchaînement des opérations est
donné dans le [Tableau 4.1] (MCR1).

Algorithme MCR1 à oubli λ
Mémoire du filtre à l’instant n

Etat du filtre :θ(n)
Prédicteurs Avant et Arrière :A(n), B(n)
Vecteur d’obervation :X(n)
Gain d’adaptation :G(n)
Résidu de prédiction avant :Ea(n)

Nouvelles données à l’instantn+ 1
Signal d’entrée :x(n+ 1) ; Référence :y(n+ 1)

Calcul du Gain d’adaptation
ea(n+ 1) = x(n+ 1) −At(n)X(n)
A(n+ 1) = A(n) +G(n)ea(n+ 1)
εa(n+ 1) = x(n+ 1) −At(n+ 1)X(n)
Ea(n+ 1) = λEa(n) + ea(n+ 1)εa(n+ 1)

G1(n+ 1) =




0

G(n)


 + εa(n+1)

Ea(n+1)




1

−A(n+ 1)


 =



M(n+ 1)

m(n+ 1)




eb(n+ 1) = x(n+ 1−M)−Bt(n)X(n+ 1)
G(n+ 1) = 1

1−m(n+1)eb(n+1)
(M(n+ 1) +m(n+ 1)B(n)

B(n+ 1) = B(n) +G(n+ 1)eb(n+ 1)
Filtre adaptatif

e(n+ 1) = y(n+ 1)− θt(n)X(n+ 1)
θ(n+ 1) = θ(n) +G(n+ 1)e(n+ 1)

Tableau 4.1.Algorithme rapide basé sur les erreurs a priori
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L’initialisation conforme aux moindres carrés est obtenueen prenant A (n) = B(n)
= G(n) = 0 et Ea (0) = E0, constante de faible valeur, étudiée par la suite.

Pour le bilan des opérations, la mise à jour du gain d’adaptation nécessite 8 M
+ 4 multiplications et deux divisions, sous la forme de calculs d’inverses ; dans la
partie filtrage, il faut 2 M multiplications. Pour stocker les coefficients et les variables
internes, il faut environ 6 M mémoires. A l’évidence, la réduction du volume de calculs
par rapport aux algorithmes de moindres carrés récursifs est considérable dès que
l’ordre dépasse quelques unités. Cependant, il est encore possible de gagner un peu.

L’algorithme ci-dessus repose principalement les erreursa priori. Par exemple,
l’erreur arrièrea posteriorin’est pas calculée ; en exploitant toutes les erreurs de pré-
diction, un algorithme plus efficace et mieux équilibré est obtenu [Carayannis 83,
Cioffi 84].

4.2.4. Algorithme MCR basé sur l’ensemble des erreurs de prédiction

L’algorithme précédent repose sur la relation de récurrence (4.5). On peut élaborer
un algorithme similaire avec la relation de récurrence duale (4.7) qui conduit à une
autre définition du vecteur gain d’adaptation à M éléments :

RM (n)G′(n+ 1) = X(n+ 1) (4.76)

A cause du termeRM (n) dansG′(n+ 1), on peut l’appeler gaina priori, par opposi-
tion au gaina posterioriG(n+ 1). De même à l’ordreM + 1 :

RM+1(n)G′
1(n+ 1) = X1(n+ 1) (4.77)

En exploitant les deux partitionnements (4.53) et (4.54) dela matrice AC estimée
RM+1(n) comme précédemment, il vient :

RM+1(n)

[
G′(n+ 1)
0

]
= X1(n+ 1) −

[
0
eb(n+ 1)

]
(4.78)

et :

RM+1(n)

[
0
G′(n)

]
= X1(n+ 1) −

[
ea(n+ 1)
0

]
(4.79)

En reportant dans (4.78) la définition du gain ( 4.82), il vient :

RM+1(n)

[
G′

1(n+ 1) −
[
G′(n+ 1)
0

]]
=

[
0
eb(n+ 1)

]
(4.80)

L’identification avec l’équation de la prédiction arrière (4.66) donne une première
expression du gain à l’ordreM + 1 :

G′
1(n+ 1) =

[
G′(n+ 1)
0

]
+
eb(n+ 1)

Eb(n)

[
−B(n)
1

]
(4.81)
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De même, avec (4.79) et (4.77) on obtient :

RM+1(n)

[
G′

1(n+ 1) −
[

0
G′(n)

]]
=

[
ea(n+ 1)
0

]
(4.82)

L’identification avec l’équation de la prédiction avant donne une autre expression du
gain :

G′
1(n+ 1) =

[
0
G′(n)

]
+
ea(n+ 1)

Ea(n)

[
1
−A(n)

]
(4.83)

La technique pour calculerG′(n + 1) consiste alors à calculerG′
1(n + 1) avec les

paramètres de la prédiction avant par (4.83) et, ensuite, à utiliser (4.81).

Une fois le gainG′(n) mis à jour, il peut servir pour calculer les coefficients du
filtre, à l’aide de la relation de mise à jour des coefficients (4.7), qui devient :

θ(n+ 1) = θ(n) + λ−1G′(n+ 1)
[
y(n+ 1) −Xt(n+ 1)θ(n+ 1)

]
(4.84)

Il faut calculer l’erreura posteriori :

ε(n+ 1) = y(n+ 1) −Xt(n+ 1)θ(n+ 1) (4.85)

avec les éléments disponibles. C’est alors qu’on peut faireappel à la variableψ(n)
définie par (4.19) et qui est le rapport des erreursa priori et a posteriori. Il vient :

λ+Xt(n+ 1)G′(n+ 1) =
λ

ψ(n+ 1)
= α(n+ 1) (4.86)

et c’est la variableα(n+ 1) qui est calculée dans l’algorithme.

En reprenant l’équation (4.43), c’est à dire :ε(n + 1) = ψ(n + 1)e(n + 1), les
coefficients sont mis à jour par :

θ(n+ 1) = θ(n) +
e(n+ 1)

α(n+ 1)
G′(n+ 1) (4.87)

A noter que les deux gains d’adaptation sont reliés par le scalaireα(n + 1)et que le
gaina priori peut être défini par :

G′(n+ 1) =
[
λ+Xt(n+ 1)R−1

M (n)X(n+ 1)
]
G(n+ 1) = α(n+ 1)G(n+ 1)

(4.88)
La variableα(n + 1) se calcule par sa définition. Cependant une technique récursive
peut être élaborée, comme pour le gain. La variable correspondant à l’ordre M+1,
α1(n+ 1), est définie par :

α1(n+ 1) = λ+Xt
1(n+ 1)G′

1(n+ 1) (4.89)
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Les deux expressions du gain (4.81) et (4.83) donnent :

α1(n+ 1) = α(n) +
e2a(n+ 1)

Ea(n)
= α(n+ 1) +

e2b(n+ 1)

Eb(n)
(4.90)

ce qui constitue une relation de récurrence pourα(n+ 1) et aussi pourψ(n+ 1).

Comme la variableα(n + 1) est disponible, on peut l’utiliser pour calculer les
erreursa posterioriεa(n + 1)et εb(n + 1) avec une seule multiplication, au lieu de
Met autant d’additions pour les définitions.

L’erreur de prédiction arrièrea priori peut être obtenue directement, par le parti-
tionnement du vecteur gain àM + 1 dimension :

G′
1(n+ 1) =

[
M ′(n+ 1)
m′(n+ 1)

]
(4.91)

La dernière ligne de l’équation matricielle (4.81) donne :

m′(n+ 1) =
eb(n+ 1)

Eb(n)
(4.92)

ce qui fourniteb(n + 1)avec une multiplication seulement. Néanmoins, en raison de
problèmes d’arrondi, cette simplification est à éviter.

L’algorithme complet est donné à dans le [Tableau 4.2], p.162.

L’initialisation des moindres carrés correspond à :

A(0) = B(0) = G′(0) = 0 ; Ea(0) = E0 ; Eb(0) = λ−ME0 (4.93)

oùE0 est une constante positive faible. La définition (4.86) donne aussiα(0) = λ.

La mise à jour du gain nécessite6M + 9 multiplications et trois divisions, sous
forme de calcul d’inverse. La partie filtrage demande2M + 1 multiplications. Il faut
environ6M + 7 mémoires. Globalement, ce second algorithme peut apporterune
réduction de complexité par rapport au précédent appréciable pour les grandes valeurs
de M.

4.2.5. Conditions de stabilité et initialisation

Pour un ensemble d’échantillons d’un signal non nul, les calculs de moindres car-
rés fournissent un ensemble unique de coefficients de prédiction. Les algorithmes ré-
cursifs correspondent à un calcul exact à chaque instant et,par suite, leur stabilité est
garantie en théorie, quelque soit le facteur de pondérationλ. Comme les algorithmes
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Algorithme MCR2 à oubli λ
Mémoire du filtre à l’instant n

Etat du filtre :θ(n)
Prédicteurs Avant et Arrière :A(n), B(n) Vecteur d’obervation :X(n)
Gain d’adaptation :G′(n)
Résidu de prédiction avant et arrière :Ea(n) , Eb(n)

Nouvelles données à l’instantn+ 1
Signal d’entrée :x(n+ 1) ; Référence :y(n+ 1)

Calcul du Gain d’adaptation
ea(n+ 1) = x(n+ 1)− At(n)X(n)
A(n+ 1) = A(n) +G′(n)ea(n+ 1)/α(n)
Ea(n+ 1) = [Ea(n) + ea(n+ 1)ea(n+ 1)/α(n)].λ

G′
1(n+ 1) =




0

G′(n)



 + ea(n+1)
Ea(n)




1

−A(n)



 =




M(n+ 1)

m(n+ 1)





e
(
bn+ 1) = x(n+ 1−M)−Bt(n)X(n+ 1)
G′(n+ 1) = M(n+ 1) +m(n+ 1)B(n)
α1(n+ 1) = α(n) + ea(n+ 1)ea(n+ 1)/Ea(n)
α(n+ 1) = α1(n+ 1)−m(n+ 1)eb(n+ 1)
Eb(n+ 1) = [Eb(n) + eb(n+ 1)eb(n+ 1)/α(n+ 1)].λ
B(n+ 1) = B(n) +G′(n+ 1)eb(n+ 1)/α(n+ 1)

Filtre adaptatif
e(n+ 1) = y(n+ 1) − θt(n)X(n+ 1)
θ(n+ 1) = θ(n) +G′(n+ 1)e(n+ 1)/α(n+ 1)

Tableau 4.2.Algorithme rapide basé sur l’ensemble des erreurs de prédiction

rapides sont mathématiquement équivalents aux algorithmes récursifs, ils jouissent de
la même propriété. Leur stabilité est même garantie pour un signal nul, pourvu que les
énergies d’erreur de prédiction initiales soient strictement positives.

Cette propriété théorique très importante et intéressantedisparaît malheureuse-
ment dans les réalisations, à cause de la précision finie des machines [Lin 84, Ljung
85, Cioffi 87].

Les algorithmes rapides tirent leur efficacité d’une représentation des paramètres
de moindres carrés, les estimations de l’inverse de la matrice AC du signal d’entrée et
du vecteur d’intercorrélation entrée-référence, qui est réduite au nombre minimal de
variables. Avec la précision limitée des opérations arithmétiques, cette représentation
est forcément approchée. Ainsi, l’estimation de la matriceAC inverseR−1

M (n) apparaît
dans les algorithmes MCR, par son produit par le vecteur de donnéesX(n), qui donne
le gain d’adaptationG(n). Comme le vecteur de données est une quantité exacte par
définition, les erreurs d’arrondi engendrées lors du calculamènent des écarts de l’es-
timation de la matrice AC inverse par rapport à sa valeur idéale, en précision infinie.
En fait, les erreurs aléatoires sur les éléments de la matrice AC ne modifient pas de
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manière significative les valeurs propres, mais elles changent les directions propres.
Par contre, un biais dans l’estimation de la fonction AC faitvarier les valeurs propres.

Quand le vecteur de donnéesX(n) est multiplié par la matrice théoriqueR−1
M (n),

le vecteur résultant a une grandeur limitée, carX(n) appartient au sous-espace signal
de la matrice. Par contre, si c’est une approximation deR−1

M (n) qui est utilisée, le
vecteur de données peut avoir une projection importante en dehors de l’espace signal
de la matrice ; dans ce cas, la grandeur du vecteur résultant n’est plus maîtrisée, ce
qui peut faire sortir les variables des limites qui leur sontimposées par le principe des
moindres carrés. De plus, les valeurs propres peuvent devenir négatives, à cause de
l’accumulation à long terme des erreurs d’arrondi.

Plusieurs variables ont un domaine limité dans les algorithmes MCR. Une des
opérations est le calcul des erreursa posteriori, à partir des coefficients mis à jour
à l’aide du gain d’adaptation et des erreursa priori. Dans ces conditions, la qualité
de la représentation deR−1

M (n)X(n) parG(n) peut être vérifiée par le rapportψ(n)
des erreursa priori eta posteriori. Dans les réalisations, la variableψ(n) correspond,
d’après sa définition, à :

ψ(n) = 1 −Xt(n)[Rq
M (n)]−1X(n) (4.94)

oùRq
M (n) est la matrice utilisée à la place de la matrice idéaleRM (n). La variable

ψ(n) peut dépasser l’unité si les valeurs propres deRq
M (n) deviennent négatives ; elle

peut devenir négative si le scalaireXt(n) [Rq
M (n)]

−1
X(n) dépasse l’unité.

L’accumulation des erreurs d’arrondi, quand elle se produit, demande du temps. La
première précaution à prendre dans la mise en œuvre des algorithmes rapides consiste
à s’assurer que le scalaireXt(n) [Rq

M (n)]
−1
X(n) ne dépasse pas l’unité.

Soit, d’abord, un signal d’entrée qui est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle
et de puissanceσ2

x. On vérifie directement que, pour n suffisamment grand, il vient :

RM (n) ≈ σ2
x

1 − λ
IM (4.95)

Au voisinage de l’origine des temps, on peut faire l’hypothèse que, l’accumulation
n’étant pas encore significative, la matriceRq

M (n) ne diffère deRM (n) que par l’ad-
dition d’erreurs aléatoires, ce qui a pour effet de découpler, dans une certaine mesure,
Rq

M (n) etX(n). D’où la justification de l’approximation suivante :

Xt(n) [Rq
M (n)]

−1
X(n) ≈ 1 − λ

σ2
x

Xt(n)X(n) (4.96)

La variableXt(n)X(n) est gaussienne, de moyenneMσ2
x et de variance2Mσ4

x. En
prenant un facteur de crête égal à 4, une condition pour garder positif le rapport des
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erreurs de prédiction est la suivante :

(1 − λ) (M + 4
√

2M) < 1 (4.97)

Cette inégalité montre qu’une limite inférieure est imposée àλ. Par exemple, si
M = 10, alors il faut prendre :λ > 0.95.

Ensuite, pour un signal d’entrée plus général, la situationextrême se produit quand
le vecteur des donnéesX(n) se trouve dans la direction propre associée à la plus pe-
tite valeur propre de la matriceRq

M (n).Toujours sous l’hypothèse d’addition d’erreurs
aléatoires de moyenne nulle et en négligeant l’accumulation à long terme, l’approxi-
mation suivante peut être faite :

λq
min(n) ≈ λmin

1 − λ
(4.98)

où λminest la plus petite valeur propre de la matrice AC du signal d’entrée. En
remplaçantXt(n)X(n) parMσ2

x, la condition surψ(n) devient :

(1 − λ)
Mσ2

x

λmin
< 1 (4.99)

Une telle condition peut apparaître extrêmement restrictive, étant donné que le rap-
portσ2

x/λmin peut prendre des valeurs très grandes. Par exemple, six(n)est un signal
déterministe dans un bruit additif et que l’ordre du prédicteur est suffisamment grand,
il s’agit du rapport signal à bruit. Bien entendu, étant donné que les inégalités (4.97) et
(4.99) ont été obtenues en faisant des hypothèses très restrictives sur les erreurs d’ar-
rondi, il faut les utiliser avec précaution. Néanmoins, elles montrent clairement que le
facteur de pondérationλ ne peut pas êtres pris arbitrairement petit.

Les réalisations récursives des algorithmes de moindres carrés pondérés néces-
sitent l’initialisation des variables d’état. Si le signaln’est pas connu avant n = 0,
il est raisonnable de supposer qu’il est nul ainsi que les coefficients de prédiction.
Cependant, il faut donner une valeur positive,E0, à l’énergie d’erreur de prédiction
avant. Pour que l’algorithme démarre correctement, il fautque les conditions initiales
correspondent à une situation de moindres carrés.

Une énergie de prédiction avant positive quand les coefficients sont nuls peut être
interprétée comme correspondant à un signal dont tous les échantillons précédents
sont nuls sauf un. Si, de plus, le gainG(0)est nul, alors la séquence d’entrée est la
suivante :

x(−M) = (λ−MEo)
1/2 x(n) = 0 si M + 1 ≤ n ≤ 0 (4.100)
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La valeur correspondante pour l’énergie d’erreur de prédiction arrière estEB(o) =
x2(−M) = λ−MEo, d’où l’initialisation (4.93 ). Dans ces conditions, la valeur ini-
tiale de l’estimation de la matrice AC s’écrit :

RM (0) =




1 0 · · · 0
0 λ−1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · λ−(M−1)


E0 (4.101)

et la matrice réellement utilisée pour estimer la matrice ACd’entrée a pour valeur :

R∗
M (n) = RM (n) + λnRM (0) (4.102)

La plus petite valeur propre de l’espérance deR∗
M (n), notéeλ∗min(n), est obtenue, en

utilisant (4.4), par :

λ∗min(n) =
1 − λn

1 − λ
λmin + λnE0 (4.103)

Dans cette expression, le premier terme du membre de droite croît avec n, alors que le
second décroît. La phase transitoire et l’état stationnaire sont dans la même situation
quand à la stabilité si une borne inférieure est imposés àE0. L’équation (4.103) peut
se réécrire :

λ∗min(n) =
λmin

1 − λ
+ λn(Eo −

λmin

1 − λ
) (4.104)

Alors λ∗min(n)est au moins égal àλmin/1 − λ siE0 est lui-même supérieur ou égal à
cette quantité. En se reportant à la condition (4.99), il vient :

Eo > Mσ2
x (4.105)

Cette condition, obtenue sous des hypothèses très restrictives, est en général beau-
coup trop pessimiste et on peut en pratique prendre des valeurs plus petites, pour ne
pas trop ralentir la convergence. La représentation de la matriceRM (n)dans le sys-
tème peut rester très précise pendant une durée supérieure àla phase transitoire, si la
précision de la machine est suffisante. Par exemple, des expériences répétées sur un
microprocesseur à 16 bits et avec une arithmétique à virgulefixe ont montré qu’une
valeur minimale pourE0 était environ0.01 σ2

x [Alcantara 86]. Si le nombre de bits
dans la machine est plus faible, il faut augmenterE0 .

Finalement, les développements ci-dessus montrent que lesénergies des erreurs
initiales ne peuvent pas être choisies arbitrairement petites.
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4.2.6. Contrôle de l’accumulation des erreurs d’arrondi

Les erreurs d’arrondi sont engendrées par les opérations dequantification qui sont
généralement effectuées après les multiplications et les divisions. Elles sont considé-
rées comme des sources indépendantes, à spectre plat et de varianceq2/12, q dési-
gnant le pas de quantification, lié au nombre de bits des données dans la machine
utilisée. La particularité des algorithmes MCR introduitsdans les paragraphes précé-
dents est qu’une accumulation peut se produire [Lin 84, Ljung 85, Cioffi 87].

Globalement, l’algorithme MCR1 par exemple, est formé de trois boucles qui se
recouvrent. La boucle de mise à jour du gain d’adaptation fait la liaison entre les
boucles de mise à jour des coefficients de prédiction avant etarrière et les récurrences
correspondantes peuvent produire une accumulation d’erreurs d’arrondi.

Considérons par exemple, au temps n, l’addition au vecteur des coefficients de pré-
diction arrièreB(n), d’un vecteur erreur∆B(n). Alors, au temps n+1, en négligeant
le facteur scalaire dans (4.71) et en prenant l’algorithme MCR1 , l’écart s’écrit :

∆B(n+ 1) =
[
IM [1 +m(n+ 1)eb(n+ 1)] −G(n+ 1)Xt(n+ 1)

]
∆B(n)

− ∆B(n) [∆B(n)]
t
m(n+ 1)X(n+ 1) (4.106)

Si ∆B(n) est un vecteur aléatoire de moyenne nulle, ce qui est le cas pour l’arrondi,
la moyenne de∆B(n + 1) n’est pas nulle en raison de la présence de la matrice
∆B(n) [∆B(n)]

t dans (4.106) et parce que, m(n+1) étant lié au signal d’entrée, l’es-
pérance du produitm(n+ 1)X(n+ 1) est en général non nulle. Le facteur de∆B(n)
est proche de la matrice unité, il peut même avoir des valeurspropres supérieures à un,
et, donc, l’introduction des vecteurs d’erreurs∆B(n) à chaque instant produit une dé-
rive des coefficients. L’effet est un décalage des coefficients par rapport à l’optimum,
ce qui dégrade les performances. Cependant, si la valeur propre minimalλ1 minde la
matrice AC d’ordreM+1 du signal d’entrée est proche de la puissance du signalσ2

x,
la puissance de l’erreur de prédiction, également proche deσ2

x, est une fonction des
coefficients variant peu et la dérive peut se poursuivre jusqu’au point où l’écart qui
en résulte sur les valeurs et vecteurs propres de la matriceRq

M (n) fait que la variable
ψ(n) dépasse ses bornes (4.27). Alors, l’algorithme n’est plus dans une configuration
de moindres carrés et devient instable.

A noter que l’accumulation à long terme des erreurs d’arrondi affecte les coeffi-
cients de prédiction arrière, mais, sauf à l’ordreM = 1, pratiquement pas les coeffi-
cients de la prédiction avant. Ce fait est dû au décalage des éléments du vecteur gain
apporté par l’équation (4.65).

Pour maîtriser l’accumulation d’erreurs d’arrondi, une méthode efficace consiste à
trouver une variable représentative et à l’utiliser pour limiter la dérive des coefficients
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[Botto 89],[Slock 91 ]. La variableξ(n) suivante :

ξ(n+1) =
[
x(n+ 1 −M) −Bt(n+ 1)X(n+ 1)

]
−m(n+ 1)Eb(n+1) (4.107)

est représentative de ce phénomène d’accumulation car c’est la différence entre deux
quantités mises à jour dans des boucles distinctes, la prédiction arrière et la prédiction
avant. Le vecteurB(n) figure dans le calcul deξ(n+1) et une technique de moindres
carrés peut être appliquée pour corriger les coefficients deprédiction arrière.

Comme le gain d’adaptationG(n) est une variable disponible, l’opération consiste
simplement à remplacereb(n+1)par[eb(n+ 1) + ξ(n+ 1)] dans l’équation de mise
à jour des coefficients de prédiction arrière [14]. Ainsi, dans l’algorithme MCR-2, la
substitution suivante est faite :

eb(n+ 1) = 2
[
x(n+ 1 −M) −Bt(n)X(n+ 1)

]
−m′(n+ 1)Eb(n) (4.108)

L’algorithme MCR-1 peut être stabilisé de la même manière. En effet, dans la va-
riableξ(n + 1), le second terme peut s’exprimer en fonction de l’énergie d’erreur de
prédiction avant. L’erreur de prédiction arrière s’écrit :

eb(n+ 1) =
m(n+ 1)Eb(n+ 1)

ψ(n+ 1)
(4.109)

Ensuite, par application du calcul matriciel, les équations de la prédiction donnent, en
utilisant la première ligne dans la relation (4.64) et la dernière ligne dans la relation
(4.66) :

det(RM (n))

det(RM+1(n+ 1))
Ea(n+ 1) =

det(RM (n+ 1))

det(RM+1(n+ 1))
Eb(n+ 1) = 1 (4.110)

La relation (4.27) fournit alors le résultat suivant :

ψ(n+ 1) = λM Eb(n+ 1)

Ea(n+ 1)
(4.111)

et, finalement, il vient :

eb(n+ 1) = λ−MEa(n+ 1)m(n+ 1) (4.112)

L’erreur de prédiction arrière est ainsi obtenue en utilisant uniquement les variables
de la prédiction avant. Le contrôle d’erreur d’arrondi se fait alors en remplaçant dans
l’algorithme MCR-1 l’erreur de prédiction arrière par :

eb(n+ 1) = 2
[
x(n+ 1 −M) −Bt(n)X(n+ 1)

]
− λ−MEa(n+ 1)m(n+ 1)

(4.113)
Il a été montré expérimentalement que ces techniques permettent de faire fonction-
ner correctement les algorithmes dans certaines applications. Cependant, il faut bien
noter que ce contrôle d’erreur d’arrondi ne garantit pas la stabilité numérique de l’al-
gorithme, en théorie [Sayed 2003].
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4.2.7. Moindres carrés avec décimation

Dans certaines applications, notamment en transmission numérique, la fréquence
d’échantillonnage du signal de référence est inférieure à celle du signal d’entrée et une
réduction de fréquence d’échantillonnage intervient en sortie du filtre adaptatif. Les
algorithmes de moindres carrés rapides peuvent être adaptés à cette situation [Slock
92]. La présentation est faite dans le cas d’une réduction par 2 de la fréquence d’échan-
tillonnage.

La séquence d’entrée est décomposés en deux suites entrelacéesx1(n) etx2(n) et
les vecteurs de données d’entrée sont définis par :

X2M (n) =




x2(n)
x1(n)
...
x1(n+ 1 −M)


 ; X1,2M (n+ 1) =




x1(n+ 1)
x2(n)
...
x2(n+ 1 −M)




(4.114)
La fonction coût s’écrit alors :

J(n) =

n∑

p=1

λn−p [y(p) − θ2M (n)X2M (p)] 2 (4.115)

où θ2M (n)est le vecteur des coefficients à 2M éléments. Le filtrage adaptatif avec
division par 2 de la fréquence d’échantillonnage correspond aux deux équations :

e(n+ 1) = y(n+ 1) − θt
2MX2M (n+ 1)

θ2M (n+ 1) = θ2M (n) +G2M (n+ 1)e(n+ 1)
(4.116)

Le vecteur gain d’adaptationG2M(n)est lui-même défini à partir de la matrice AC :

R2M (n) =

n∑

p=1

λn−pX2M (p)Xt
2M (p)

comme suit :
G2M (n) = R−1

2M (n)X2M (n)

Dans l’algorithme des moindres carrés rapides, le vecteur gain d’adaptation est mis
à jour par prédiction linéaire. Une première énergie d’erreur de prédiction est définie
par :

E1a(n) =

n∑

p=1

λn−p
[
x1(p) −At

1,2M (n)X2M (p− 1)
]2

et elle conduit à l’équation matricielle :

R2M+1(n+ 1)

[
1

−A1,2M (n+ 1)

]
=

[
E1a(n+ 1)

0

]
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où la matrice à(2M + 1)x (2M + 1) éléments s’exprime par :

R2M+1(n+ 1) =

n+1∑

p=1

λn+1−p

[
x1(p)
X2M (p− 1)

] [
x1(p), X

t
2M (p− 1)

]

La procédure consiste à calculer un gain d’adaptation étenduG1,2M+1(n+ 1)à partir
de la prédiction linéaire avant et à l’utiliser avec la prédiction linéaire arrière pour
mettre à jour le gainG1,2M (n + 1). Ensuite, la même démarche est appliquée en
utilisant la donnée suivantex2(n + 1), ce qui fournit un autre gain d’adaptation au
tempsn + 1 , G2M (n + 1). L’enchaînement des opérations est présenté dans le
[Tableau 4.3] p.170. En fait, l’algorithme à une dimension est effectué deux fois dans
la partie prédiction.

La technique se généralise à une réduction de fréquence d’échantillonnage d’un
facteur M supérieur à 2. Elle s’applique également au cas de signaux d’entrée multi-
dimensionnels.

4.3. Algorithmes en treillis

Alors que les algorithmes de moindres carrés rapides pour les structures adapta-
tives transversales sont essentiellement basés sur des récurrences temporelles, les al-
gorithmes pour les structures en treillis font appel à la fois aux récurrences temporelles
et sur l’ordre. Pour un ordre du filtre fixéM , ils demandent davantage d’opérations
que l’équivalent en transversal. Par contre, ils fournissent tous les filtres adaptatifs in-
termédiaires, ce qui est intéressant notamment dans les applications où l’ordre n’est
pas connu d’avance ou imposé et où il faut procéder par essaissuccessifs.

4.3.1. Récurrences sur l’ordre pour les coefficients de prédiction

SoitAM (n), BM (n), EaM (n), EbM (n) etGM (n) les vecteurs des coefficients
de prédiction du signal d’entrée, les énergies des erreurs et le vecteur gain d’adaptation
respectivement, au temps n pour un filtre d’ordreM.

L’équation matricielle de prédiction linéaire avant à l’ordreM − 1 s’écrit :

RM (n)

[
1
−AM−1(n)

]
=

[
Ea(M−1)(n)
0

]
(4.117)

De même pour la prédiction arrière :

RM (n)

[
−BM−1(n)
1

]
=

[
0
Eb(M−1)(n)

]
(4.118)
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Algorithme MCR 2D-1D
Mémoire à l’instant n :

Coefficients du filtre :θ2M (n)
Coefficients de prédiction avant :A1,2M (n) ; A2,2M (n)
Coefficients de prédiction arrière :B1,2M (n) ; B2,2M (n)
Vecteur d’observation :X2n(n)
Gains d’adaptation :G2M (n) ; G1,2M (n)
Résidus de prédiction avant :E1a(n) ; E2a(n)

Nouvelles donnée à l’instantn+ 1 :
Entrée :x1(n+ 1) , x2(n+ 1) ; référence :y(n+ 1)

Partie prédiction :
e1a(n+ 1) = x1(n+ 1)− At

1,2M (n)X2M (n)
A1,2M (n+ 1) = A1,2M (n) +G2M (n)e1a(n+ 1)
ε1a(n+ 1) = x1(n+ 1)− At

1,2M (n+ 1)X2M (n)
E1a(n+ 1) = λE1a(n) + e1a(n+ 1)ε1a(n+ 1)

G1,2M+1(n+ 1) =

[
0

G2M (n)

]
+ ε1a(n+1)

E1a(n+1)

[
1
−A1,2M (n+ 1)

]
=

[
M1(n+ 1)
m1(n+ 1)

]

e1b(n+ 1) = x1(n+ 1−M)−Bt
1,2M (n)X1,2M (n+ 1)

G1,2M (n+ 1) = 1
1−m1.(n+1)e1b(n+1)

[M1(n+ 1) +m1(n+ 1)B1,2M (n)]

B1,2M (n+ 1) = B1,2M (n) +G1,2M (n+ 1)e1b(n+ 1)
e2a(n+ 1) = x2(n+ 1)− At

2,2M (n+ 1)X1,2M (n+ 1)
A2,2M (n+ 1) = A2,2(n) +G1,2M (n+ 1)e2a(n+ 1)
ε2a (n+ 1) = x2(n+ 1)− At

2,2M (n+ 1)X1,2M (n+ 1)
E2a(n+ 1) = λ E2a(n) + e2a(n+ 1)ε2a(n+ 1)

G2,2M+1(n+ 1) =

[
0

G1,2M (n+ 1)

]
+ ε2a(n+1)

E2a(n+1)

[
1
−A2,2M (n+ 1)

]
=

[
M2(n+ 1)
m2(n+ 1)

]

e2b(n+ 1) = x2(n+ 1−M)−B2,2M t(n)X2M (n+ 1)
G2M (n+ 1) = 1

1−m2(n+1)e2b(n+1)
[M2(n+ 1)−m2(n+ 1)B2,2M (n)]

B2,2M (n+ 1) = B2,2M (n) +G2M (n+ 1)e2b(n+ 1)
e(n+ 1)y(n+ 1)− θt

2M (n)X(n+ 1)
θ2M (n+ 1) = θ2M (n) +G2M (n+ 1)e(n+ 1)

Partie filtrage :
e(n+ 1)y(n+ 1)− θt

2M (n)X(n+ 1)
θ2M (n+ 1) = θ2M (n) +G2M (n+ 1)e(n+ 1)

Tableau 4.3.Algorithme MCR 2D/1D pour filtrage adaptatif avec décimation
par 2.

En reprenant la décomposition deRM+1(n),il vient :

[
RM (n) rb

M (n)[
rb
M (n)

]t
R1(n−M)

] 


1
−AM−1(n)
0



 =




Ea(M−1)(n)
0
KM (n)



 (4.119)
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où la variableKM (n) dans la dernière ligne, a pour expression :

KM (n) =
n∑

p=1

λn−px(p)x(p −M) −At
M−1(n)RM−1(n− 1)BM−1(n− 1)

(4.120)
Dans cette expression, les coefficients de prédiction avantet arrière apparaissent de
manière équilibrée. Il en résulte que la même variableKM (n) figure aussi dans l’équa-
tion matricielle de la prédiction arrière :

[
R1(n) [ra

M (n)]
t

ra
M (n) RM (n− 1)

] 


0
−BM−1(n− 1)
1



 =




KM (n)
0
Eb(M−1(n− 1)



 (4.121)

comme on le vérifie directement en explicitant la première ligne. En multipliant les
deux membres par le scalaireKM (n) /Eb(M−1)(n− 1), on obtient :

RM+1(n)




0[

−BM−1(n− 1)
1

]
KM (n)

Eb(M−1)(n−1)



 =




K2
M (n)

Eb(M−1)(n−1)

0
KM (n)




(4.122)
et il est alors intéressant de soustraire l’équation (4.122) de l’équation (4.119) pour se
ramener à l’équation de la prédiction avant (4.117) d’ordreM. L’identification four-
nit la relation de récurrence suivante pour les vecteurs descoefficients de prédiction
avant :

AM (n) =

[
AM−1(n)
0

]
− KM (n)

Eb(M−1)(n− 1)

[
BM−1(n− 1)
−1

]
(4.123)

La première ligne donne une récurrence sur l’ordre pour les énergies d’erreurs de
prédiction avant :

EaM (n) = Ea(M−1)(n) − K2
M (n)

Eb(M−1)(n− 1)
(4.124)

La même technique s’applique aux équations de la prédictionarrière. L’équation ma-
tricielle (4.119) peut être réécrite :

RM+1(n)



[

1
−AM−1(n)

]
KM(n)

Ea(M−1)(n)

0


 =



KM (n)
0

K2
M(n)

Ea(M−1)(n)


 (4.125)

En soustrayant l’équation (4.125) de l’équation (4.121) eten identifiant à l’équation
de la prédiction arrière (4.118) à l’ordreM, on obtient les relations de récurrence pour
les vecteurs des coefficients de prédiction arrière :

BM (n) =

[
0
BM−1(n− 1)

]
− KM (n)

Ea(M−1)(n)

[
−1
AM−1(n)

]
(4.126)
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ainsi que la récurrence sur l’ordre pour l’énergie d’erreurde prédiction arrière :

EbM (n) = Eb(M−1)(n− 1) − K2
M (n)

Ea(M−1)(n)
(4.127)

Les définitions de l’erreur de prédiction avanta priori :

eaM (n+ 1) = x(n+ 1) −At
M (n)X(n)

et de l’erreur arrière :

ebM (n+ 1) = x(n+ 1 −M) −Bt
M (n)X(n+ 1)

en liaison avec les récurrences (4.123) et (4.126), conduisent à la structure de prédic-
teur en treillis, qui relie les erreurs aux ordresM etM − 1

eaM (n+ 1) = ea(M−1)(n+ 1) − KM (n)

Eb(M−1)(n− 1)
eb(M−1)(n) (4.128)

et

ebM (n+ 1) = eb(M−1)(n) − KM (n)

Ea(M−1)(n)
ea(M−1)(n+ 1) (4.129)

De même, avec les erreursa posteriori:

εaM (n+ 1) = x(n+ 1) −At
M (n+ 1)X(n)

et
εbM (n+ 1) = x(n+ 1 −M) −Bt

M (n+ 1)X(n+ 1)

les opérations du treillis s’écrivent :

εaM (n+ 1) = εa(M−1)(n+ 1) − kbM (n+ 1)εb(M−1)(n) (4.130)

et
εbM (n+ 1) = εb(M−1)(n) −KaM (n+ 1)εa(M−1)(n+ 1) (4.131)

où les variableskaM (n+ 1)etkbM (n+ 1), données par :

KaM (n+ 1) =
KM (n+ 1)

Ea(M−1)(n+ 1)
; KbM (n+ 1) =

KM (n+ 1)

Eb(M−1)(n)
(4.132)

sont les estimations de corrélation partielle, ou coefficients de réflexion.

Des récurrences sur l’ordre semblables peuvent être obtenues pour les coefficients
des filtres adaptatifs, le gain d’adaptation et le rapport des erreursa priori et a poste-
riori .
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4.3.2. Relations de récurrence sur l’ordre pour les coefficients dufiltre

Un filtre adaptatif àMcoefficients produit le signal d’erreur de sortie :

eM (n+ 1) = y(n+ 1) − θt
M (n)X(n+ 1) (4.133)

Le vecteur des coefficientsθM (n)qui minimisent l’énergie de cette erreur au tempsn
s’écrit :

θM (n) = R−1
M (n)ryxM (n) (4.134)

avec :

ryxM (n) =

n∑

p=1

λn−py(p)XM (p)

Pour un filtre àM+1 coefficients, les équations sont :

eM+1(n+ 1) = y(n+ 1) − θt
M+1(n)XM+1(n+ 1)

et

RM+1(n)θM+1(n) =



ryxM (n)

n∑
p=1

λn−py(p)x(p−M)


 (4.135)

Le vecteur des coefficientsθM+1(n)s’obtient à partir deθM (n)à l’aide de la décom-
position de la matriceAC du signal d’entrée. Comme précédemment, on considère
l’équation :

RM+1(n)

[
θM (n)
0

]
=

[
RM (n) rb

M (n)[
rb
M (n)

]t
R1(n−M)

] [
θM (n)
0

]

=

[
ryxM (n)[
rb
M (n)

]t
θM (n)

]
(4.136)

La dernière ligne s’écrit aussi :

[
rb
M (n)

]t
θM (n) = Bt

M (n)RM (n)θM (n) = Bt
M (n) ryxM (n) (4.137)

En soustrayant l’équation (4.136) de (4.135), il vient :

RM+1(n)

[
θM+1(n) −

[
θM (n)
0

]]
=

[
0
KfM (n)

]
(4.138)

où

KfM (n) =
n∑

p=1

λn−py(p)
[
x(p−M) −Bt

M (n)X(p)
]

(4.139)
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L’identification de (4.138) avec l’équation de la prédiction arrière donne la récurrence
suivante pour les coefficients du filtre :

θM+1(M) =

[
θM (n)
0

]
− KfM (n)

EbM (n)

[
BM (n)
−1

]
(4.140)

En reportant (4.140) dans la définition de l’erreur, on fait apparaître une récurrence
sur l’ordre pour les erreurs de sortiea priori :

eM+1(n+ 1) = eM (n+ 1) − KfM (n)

EbM (n)
ebM (n+ 1) (4.141)

L’équation correspondante pour les erreursa posterioris’écrit :

εM+1(n+ 1) = εM (n+ 1) − KfM (n+ 1)

EbM (n+ 1)
εbM (n+ 1) (4.142)

L’ensemble des équations (4.128), (4.129) et (4.141) formele filtre adaptatif en treillis
a priori, alors que les équations (4.130), (4.131) et (4.142) donnent la versiona pos-
teriori de ce filtre.

L’énergie de l’erreur se calcule aussi par récurrence sur l’ordre. D’après la défini-
tion de l’erreur de sortie du filtre, on a :

E
(
M+1n) =

n∑

p=1

λn−py2(p) − θt
M+1(n)RM+1(n)θM+1(n) (4.143)

En reportant dans cette équation la récurrence (4.140) et enutilisant l’équation de la
prédiction arrière, il vient :

EM+1(n) = EM (n) −
K2

fM (n)

EbM (n)
(4.144)

Il est évident queEM+1(n) 6 EM (n)et l’énergie de l’erreur décroît quand l’ordre du
filtre croît, ce qui est conforme à la logique.

Au paragraphe 4.2.3 , il a été montré que le gain d’adaptationdu filtre transverse
se calcule également par une récurrence sur l’ordre avec lesvariables de la prédiction
arrière. La prédiction avant conduit à une récurrence mixte, à la fois sur l’ordre et tem-
porelle. Ces expressions peuvent être utilisées pour calculer par récurrence le rapport
ψM (n)des erreursa priori eta posteriori, qui a été défini par :

ψM (n) =
εM (n)

e
(
Mn)

= 1 −Xt
M (n)R−1

M (n)XM (n) = 1 −Xt
M (n)GM (n)
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La substitution directe donne :

ψM (n) = ψM−1(n) −
ε2b(M−1)(n)

Eb(M−1)(n)
(4.145)

et pour la cellule initiale,M = 1 :

ψ1(n) = ψ0(n) − ε2b0(n)

Ebo(n)
= 1 − x2(n)

n∑
p=1

λn−px2(p)
(4.146)

Donc, pour calculerψM (n)par récurrence, il suffit de prendreψ0(n) = 1 et d’ité-
rer l’équation (4.145). Dans les algorithmes en treillis, cette variable a un rôle très
particulier, car elle établit un lien essentiel entre les récurrences dans le temps et sur
l’ordre.

4.3.3. Relations de récurrence temporelle

Pour un filtre d’ordre fixeM , la variable du treilliskM (n)se calcule par récurrence
dans le temps. En effet, d’après la définition (4.120) il vient :

KM+1(n+ 1) = λ

n∑

p=1

λn−px(p)x(p −M − 1) + x(n+ 1)x(n−M)

−At
M (n+ 1)RMBM (n) (4.147)

En utilisant les relations de récurrence établies précédemment pourAM (n +
1), RM (n)et BM (n), on obtient, après un certain nombre de manipulations algé-
briques, la mise à jour suivante :

KM+1(n+ 1) = λKM+1(n) + eaM (n+ 1)εbM (n) (4.148)

A noter, que les relations entre les erreursa priori eta posteriorifournissent la relation
duale :

KM+1(n+ 1) = λKM+1(n) + εaM (n+ 1)ebM (n)

Il est clair que la variableKM+1(n)représente une estimation de l’intercorrélation
entre les erreurs de prédiction avant et arrière à l’ordreM . Evidemment, l’équation
(4.148) est semblable aux relations obtenues pour la mise à jour des énergies d’erreur
de prédiction et exploitées dans les algorithmes pour filtretransverse. Quant à l’énergie
de l’erreur de sortie du filtre,EM (n), elle satisfait bien entendu une relation du même
type. L’équation (4.143) à l’ordreMet au temps n + 1 correspond à :

EM (n+ 1) =
n+1∑

p=1

λn+1−py2(p) − θt
M (n+ 1)RM (n+ 1)θM (n+ 1) (4.149)
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En reportant l’équation de mise à jour des coefficients :

θM (n+ 1) = θM (n) +GM (n+ 1)eM (n+ 1) (4.150)

dans l’équation (4.149) et en simplifiant, il vient :

EM (n+ 1) = λEM (n) + eM (n+ 1)εM (n+ 1) (4.151)

De même, pour la variable de la partie filtrageKfM(n+ 1), la définition (4.139) peut
être réécrite :

KfM (n+ 1) =

n+1∑

p=1

λn+1−py(p)x(p−M)

−
[
Bt

M (n) +Gt
M (n+ 1)ebM (n+ 1)

]
.

[
λryxM (n)+
y(n+ 1)XM (n+ 1)

]
(4.152)

ce qui, toutes simplifications faites, donne :

KfM (n+ 1) = λKfM + εbM (n+ 1)eM (n+ 1) (4.153)

A noter que la variableKfM (n+ 1), qui, d’après la définition (4.139), représente une
estimation de l’intercorrélation entre le signal de référence et l’erreur de prédiction
arrière, peut se calculer comme une estimation de l’intercorrélation entre l’erreur de
sortie du filtre et l’erreur de prédiction arrière. Cette propriété est une conséquence de
la décorrélation entre les erreurs de prédiction et le vecteur des données.

Les relations de récurrence ci-dessus peuvent servir à élaborer des algorithmes de
moindre carrés rapides pour les filtres à structure en treillis.

4.3.4. Algorithmes MCR pour les structures en treillis

Les algorithmes combinent les récurrences dans le temps et sur l’ordre, pour cal-
culer, quand un ensemble de nouvelles valeurs des signaux d’entrée et de référence
devient disponible, les coefficients du treillis, les erreurs de prédiction et de sortie du
filtre, ainsi que leurs énergies et intercorrélation. Dans un filtre d’ordreM, les opéra-
tions se répartissent en deux ensembles, pour la prédictionet le filtrage.

D’abord, il convient d’examiner l’initialisation. Comme il y a deux types de ré-
currences, il faut distinguer deux types d’initialisations. Les initialisations des récur-
rences sur l’ordre sont obtenues d’une manière directe : leserreurs de prédiction ont
comme valeur initiale le nouvel échantillon du signal d’entrée, les énergies d’erreur
de prédiction, la puissance de ce signal et la variableψ0(n) est mise à un. Quant aux
récurrences temporelles, la méthode pour initialiser les variables d’état du filtre en
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treillis d’ordreM consiste à généraliser la méthode de l’équation (4.93) . Le signal
d’entrée pourn 6 0 est supposé constitué d’une impulsion unique au temps−M, ce
qui donne :

eai(0) = ebi(0) = εai(0) = εbi(0) = 0 ; 0 6 i 6 M − 1
Eai(0) = λME0 ; 0 6 i 6 M − 1
Ebi(0) = λM−iE0 ; 0 6 i 6 M − 1
Ki(0) = 0 ; 1 6 i 6 M

(4.154)

oùEo est un scalaire réel positif. On peut vérifier que les récurrences sur l’ordre de
la partie prédiction et notamment les relations sur les énergies (4.124) et (4.127) sont
satisfaites pour n = 0. Bien sûr, dans ces conditions, l’impact du choix de la valeurE0,
énergie d’erreur initiale, sur les performances du filtres est le même qu’en structure
transversale et les résultats sont toujours valables.

De nombreux algorithmes plus au moins différents peuvent être élaborés à partir
des récurrences de base, suivant le choix des variables internes et selon que la pré-
férence est donnée au calcul d’erreursa priori ou a posterioriet aux récurrences
dans le temps ou sur l’ordre. En fait, il existe des règles générales pour concevoir des
algorithmes robustes et efficaces, les principales s’énoncent comme suit :

– limiter au minimum le nombre des variables d’état

– donner la préférence aux récurrences temporelles

– s’assurer que des variables de contrôle fiables sont disponibles, afin d’être ca-
pable de vérifier en permanence le fonctionnement correct dufiltre.

Ainsi l’algorithme du treillis donné ci-après évite de faire appel aux variables
d’intercorrélationKi(n) et il est basé sur la mise à jour directe des coefficients de
réflexion.

En incorporant la récurrence temporelle (4.148) et l’équation de mise à jour de
l’énergie d’erreur dans la définition (4.132), il vient :

[Eai(n+ 1) − eai(n+ 1)εai(n+ 1)]Ka(i+1)(n) =

Ki+1(n+ 1) − εai(n+ 1)ebi(n) (4.155)

D’où, en appliquant encore la définition (4.132) au tempsn+ 1 :

Ka(i+1)(n+ 1) = Ka(i+1)(n) +
εai(n+ 1)

Eai(n+ 1)

[
eai(n) −Ka(i+1)(n)eai(n+ 1)

]

(4.156)
Ensuite, la récurrence temporelle (4.129) donne :

Ka(i+1)(n+ 1) = Ka(i+1)(n) +
εai(n+ 1)eb(i+1)(n+ 1)

Eai(n+ 1)
(4.157)



178 Filtrage adaptatif

ce qui correspond à une mise à jour des coefficients de réflexion uniquement avec les
variables d’erreur. La même méthode, en faisant appel aux récurrences temporelles
(4.148) et (4.128), aboutit à la mise à jour des autres coefficients de réflexion de la
partie prédiction :

Kb(i+1)(n+ 1) = Kb(i+1)(n) +
εbi(n)ea(i+1)(n+ 1)

Ebi(n)
(4.158)

Quant à la partie filtrage, en posant :

kfM (n) =
KfM (n)

EbM (n)
(4.159)

la même méthode, faisant appel à la récurrence temporelle (4.138) et à la relation de
mise à jour de l’énergie d’erreur, conduit à :

Kfi(n+ 1) = Kfi(n) +
εbi(n+ 1)ei+1(n+ 1)

Ebi(n+ 1)
(4.160)

L’agencement des opérations du filtre adaptatif en treillisbasé sur les erreursa priori
est donné dans le Tableau 4.4.

Un algorithme en treillis basé sur les erreursa posterioripeut être obtenu de façon
analogue [Ling 86].

La complexité de l’algorithme ci-dessus s’élève à 16M + 2 multiplications et 3M
divisions (calculs d’inverse). Il faut environ7M mémoires. Dans cet algorithme, la
partie filtrage est parfois, en raison de sa forme, dite en échelle et l’ensemble est
appelé filtre adaptatif en structure treillis-échelle.

Les relations qui ont abouti à cet algorithme font intervenir des élévations au carré
et des multiplications de variables. Il en résulte une extension de la dynamique des
signaux et une complexité accrue des circuits. Le développement d’algorithmes basés
sur des variables normalisées permet une réduction de la dynamique des signaux [Lee
81].

4.3.5. Algorithmes pour treillis avec normalisation

La variableKi(n) définie par l’équation (4.120) et mise à jour par la récurrence
(4.148) correspond à un calcul d’intercorrélation. En fait, le vrai coefficient d’intercor-
rélation„ dont la valeur se trouve dans l’intervalle [-1,1], est obtenu en divisant cette
variable par les énergies des signaux d’erreur, ce qui conduit à la variable normalisée
ki(n) définie par :

ki+1(n) =
Ki+1(n)√

Eai(n)Ebi(n− 1)
(4.162)
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ALGORITHME M.C.R.T.
Conditions initiales

ebi(o) = kai(o) = kbi(o) = kfi(o) = 0 ; 0 6 i 6 M − 1
ψi(o) = 1 ; Eai(0) = λME0 ; Ebi(0) = λM−iEo ; 0 6 i 6 M − 1

(4.161)

DISPONIBLE AU TEMPS n :
Vecteurs des coefficients de réflexion :Ka(n),Kb(n)

Vecteur des coefficients du filtre :Kf (n)
Vecteur des erreurs de prédiction arrière :|eb(n)|

Vecteurs des énergies d’erreurs de prédiction :|Ea(n)| , |Eb(n)|
Facteur de pondération :λ

NOUVELLES DONNEES AU TEMPS n :
Signal d’entrée :x(n+ 1) ; Référencey(n+ 1)

INITIALISATIONS :

eao(n+ 1) = ebo(n+ 1) = x(n+ 1) ; eo(n+ 1) = y(n+ 1)
ψo(n+ 1) = 1 ; Eao(n+ 1) = Ebo(n+ 1) = λEao(n) + x2(n+ 1)

0 6 i 6 M − 1

PARTIE PREDICTION :

ea(i+1)(n+ 1) = eai(n+ 1)− kb(i+1)(n)ebi(n)
eb(i+1)(n+ 1) = ebi(n)− ka(i+1)(n)eai(n+ 1)
ka(i+1)(n+ 1) = ka(i+1)(n) + eai(n+ 1)ψi(n)eb(i+1)(n+ 1)/Eai(n+ 1)
kb(i+1)(n+ 1) = kb(i+1)(n) + ea(i+1)(n+ 1)ebi(n)ψi(n)/Ebi(n)
Ea(i+1)(n+ 1) = λ Ea(i+1)(n) + e2a(i+1)(n+ 1)ψi+1(n)

ψi+1(n+ 1) = ψi(n+ 1)− ψ2
i (n+ 1)e2bi(n+ 1)/Ebi(n+ 1)

Eb(i+1)(n+ 1) = λEb(i+1)(n) + e2b(i+1)(n+ 1)ψi+1(n+ 1)

PARTIE FILTRE :

ei+1(n+ 1) = ei(n+ 1)− kfi(n) ebi(n+ 1)
kfi(n+ 1) = kfi(n) + ebi(n+ 1)ei+1(n+ 1)ψi(n+ 1)/Ebi(n+ 1)

Tableau 4.4.Les opérations d’un filtre adaptatif en treillis

Une relation de récurrence dans le temps est obtenue, à partir de la relation (4.148)
par :

ki+1(n+ 1) = [Eai(n+ 1)]
− 1

2 [λKi+1(n) + eai(n+ 1)εbi(n)] [Ebi(n)]
− 1

2

(4.163)
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Pour faire apparaîtreki+1(n) dans cette expression, il faut faire appel aux rapports des
énergies d’erreurs. Les équations de mise à jour se réécrivent :

λ
Eai(n)

Eai(n+ 1)
= 1 − e2ai(n+ 1)

Eai(n+ 1)
ψi(n) (4.164)

et :

λ
Ebi(n− 1)

Ebi(n)
= 1 − ε2bi(n)

Ebi(n)

1

ψi(n)
(4.165)

En définissant l’erreur de prédiction avant normalisée par :

enai(n+ 1) = eai(n+ 1)

√
ψi(n)

Eai(n+ 1)
= εain+ 1)[ψi(n)Eai(n+ 1)]−1 (4.166)

et l’erreur de prédiction arrière normalisée par :

enbi(n) = εnbi(n) [ψi(n)Ebi(n)]
− 1

2 (4.167)

la récurrence (4.163) devient :

ki+1(n+ 1) = ki+1(n)
[
(1 − e2nai(n+ 1)) (1 − e2nbi(n))

] 1
2 + enai(n+ 1) enbi(n)

(4.168)
Il est clair, avec les définitions, que les variables d’erreur normalisées sont intermé-
diaire entre les erreursa priori et a posteriori. Pour faire un algorithme, il faut établir
des récurrences sur les erreurs de prédiction normalisées.La récurrence sur l’ordre
(4.130) pour les erreurs avantsa posteriorise réécrit :

ψi+1(n) ea(i+1)(n+ 1) = ψi(n) eai(n+ 1) − Ki+1(n+ 1)

Ebi(n)
εbi(n) (4.169)

En reportant les erreurs normalisées dans cette équation, il vient :

ena(i+1)(n+1) =

[
Eai(n+ 1)

Ea(i+1)(n+ 1)

] 1
2
[
ψi(n)

ψi+1(n)

] 1
2

enai(n+1)−ki+1(n+1)enbi(n)

(4.170)
Les variables normalisées peuvent être introduites dans les récurrences sur l’ordre
(4.124) et (4.145) ce qui donne :

Ea(i+1)(n+ 1) = Eai(n+ 1)
[
1 − k2

i+1(n+ 1)
]

(4.171)

et :
ψi+1(n) = ψi(n)

[
1 − e2nbi(n)

]
(4.172)

En reportant dans l’équation (4.170), on obtient la forme finale des relations de récur-
rence dans le temps pour les erreurs de prédiction avant normalisées :

ena(i+1)(n+ 1) =
enai(n+ 1) − ki+1(n+ 1)enbi(n)√[

1 − k2
i+1(n+ 1)

]
[1 − e2nbi(n)]

(4.173)
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La même méthode s’applique aux erreurs de prédiction arrière. La récurrence sur
l’ordre (4.129) s’exprime en fonction des variables normalisées par :

enb(i+1)(n+ 1) =

[
Ebi(n)

Eb(i+1) (n+ 1)

] 1
2
[

ψi(n)

ψi+1(n+ 1)

] 1
2

[enbi(n) − ki+1(n+ 1)enai(n+ 1)]

(4.174)

et l’équation (11) pour l’énergie par :

Eb(i+1)(n+ 1) = Ebi(ni)
[
1 − k2

i+1(n+ 1)
]

(4.175)

Une équation reliantψi+1(n+ 1) etψi(n) peut être obtenue à l’aide de la récurrence
sur le gain d’adaptation des algorithmes en structure transverse, ce qui donne :

ψi+1(n+ 1) = ψi(n) − ε2ai(n+ 1)

Eai(n+ 1)
(4.176)

et donc
ψi+1(n+ 1) = ψi(n)

[
1 − e2nai(n+ 1)

]
(4.177)

D’où la forme finale de la récurrence temporelle pour l’erreur de prédiction arrière
normalisée :

enb(i+1)(n+ 1) =
enbi(n) − ki+1(n+ 1)enai(n+ 1)√[
1 − k2

i+1(n+ 1)
]

[1 − e2nai(n+ 1)]
(4.178)

Finalement, les équations (4.168), (4.173) et (4.178) constituent un algorithme pour
prédicteur adaptatif en treillis normalisé.

Les variables normalisées s’introduisent aussi dans la section filtrage. Les erreurs
de sortie du filtre normalisées sont définies par :

eni(n) = ei(n)

[
ψi(n)

Ei(n)

] 1
2

= εi(n) [ψi(n)Ei(n)]
− 1

2 (4.179)

Alors la récurrence sur l’ordre (4.141) donne :

en(i+1)(n) =

[
Ei(n)

Ei+1(n)

] 1
2
[
ψi(n)

ψi+1(n)

] 1
2

[
eni(n) − Kfi(n)√

Ei(n)ψi(n)

εbi(n)

Ebi(n)

]

(4.180)
En définissant les coefficients normalisés par :

kfi(n) =
Kfi(n)√
E

(
bin)Ei(n)

(4.181)
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la récurrence sur l’ordre (4.144) pour les énergies d’erreurs se réécrit :

Ei+1(n) = Ei(n)
[
1 − k2

fi(n)
]

(4.182)

En reportant les relations (4.172) et (4.182) dans l’équation (4.180), on obtient la
récurrence sur l’ordre pour les erreurs de sortie du filtre :

en(i+1)(n) =
[
1 − k2

fi(n)
]− 1

2
[
1 − e2nbi(n)

]− 1
2 [eni(n) − kfi(n)enbi(n)] (4.183)

Ensuite, il faut calculer les coefficients normalisés eux-mêmes. En introduisant les
variables normalisées dans les récurrences temporelles (4.153), il vient :

kfi(n+ 1) =

[
Ebi(n)

Ebi(n+ 1)

] 1
2
[

Ei(n)

Ei(n+ 1)

] 1
2

λkfi(n) + enbi(n+ 1)eni(n+ 1)

(4.184)
La récurrence temporelle pour les énergies d’erreurs de sortie du filtre se réécrit :

λ
Ei(n)

Ei(n+ 1)
= 1 − e2i (n+ 1)ψi(n+ 1)

Ei(n+ 1)
= 1 − e2ni(n+ 1) (4.185)

En reportant les relations (4.165) et (4.185), on aboutit à la récurrence temporelle pour
les coefficients normalisés :

kfi(n+1) = kfi(n)
[
1 − e2nbi(n+ 1)

] 1
2
[
1 − e2ni(n+ 1)

] 1
2 +enbi(n+1)eni(n+1)

(4.186)
qui complète l’algorithme pour le filtre en treillis normalisé. Les initialisations se font
selon la définition des variables normalisées, ce qui implique pour la prédiction :

ena0(n+ 1) =
x(n+ 1)√
Ea0(n+ 1)

= enb0(n+ 1) (4.187)

et pour la partie filtrage :

en0(n+ 1) =
y(n+ 1)√
Ef0(n+ 1)

; Ef0(n+ 1) = λEf0(n) + y2(n+ 1) (4.188)

Pour les autres variables, on utilise les initialisations (4.161) avec l’équation supplé-
mentaire :

Ef0(0) = E0

L’agencement des calculs du filtre adaptatif en treillis normalisé est donné dans le
[Tableau 4.5] p.183.

Bien qu’il se présente sous une forme très concise, cet algorithme nécessite davan-
tage de calculs que la version non normalisée. Il faut, dans la partie prédiction,10M+2
multiplications,2M + 1 divisions et3M + 1 racines carrées, et dans la partie filtrage,
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ALGORITHME M.C.R.T.N.
DISPONIBLE AU TEMPS n :

Vecteur des coefficients de réflexion :K(n)
Vecteur des coefficients du filtre :Kf (n)

Vecteur des erreurs de prédiction arrière :[eb(n)]
Energies des signaux :Eao , Efo

NOUVELLES DONNEES AU TEMPS n :
Signal d’entrée :x(n+ 1) ; Référence :y(n+ 1)

INITIALISATION :

Eao(n+ 1) = λEa0(n) + x2(n+ 1)

enao(n+ 1) = enbo(n+ 1) = x(n+ 1) / [Eao(n+ 1)]1/2

Efo(n+ 1) = λ Efo(n) + y2(n+ 1)

eno(n+ 1) = y(n+ 1) /
[
E

(
fon+ 1)

]1/2

0 6 i 6 M − 1

PARTIE PREDICTION :

ki+1(n+ 1) = ki+1(n)
[
(1− e2nai(n+ 1))(1− e2nbi(n))

]1/2
+ enai(n+ 1)enbi(n)

ena(i+1)(n+ 1) =
[enai(n+1)−ki+1(n+1)enbi(n)]

(1−k2
i+1

(n+1))1/2(1−e2
nbi

(n))1/2

enb(i+1)(n+ 1) =
[enbi(n)−ki+1(n+1)enai(n+1)]

(1−k2
i+1(n+1))1/2(1−e2

nai(n+1))1/2

PARTIE FILTRE :

kfi(n+ 1) = kfi(n)(1− e2nbi(n+ 1))1/2(1− e2ni(n+ 1))1/2 + enbi(n+ 1)eni(n+ 1)

en(i+1)(n+ 1) =
[eni(n+1)−kfi(n+1)enbi(n+1)]

(1−k2
fi

(n+1))1/2(1−e2
nbi

(n+1))1/2

Tableau 4.5.Les opérations d’un filtre adaptatif en treillis normalisé

6M + 2 multiplications,M + 1 divisions et2M + 1 racines carrées. Au total donc,
la quantité de calculs de l’algorithme normalisé s’élève à16M + 4 multiplications,
3M + 2divisions et5M + 2 racines carrées. Evidemment, la présence de racines car-
rées est un aspect important pour la réalisation en raison dela complexité de cette
opération. La quantité de mémoires est d’environ3M .

L’algorithme normalisé peut être intéressant pour traiterles signaux non station-
naires en arithmétique à virgule fixe, car il comporte un cadrage automatique de ses
variables. La robustesse aux erreurs d’arrondi qui en résulte se trouve renforcée par le
fait qu’un seul ensemble de coefficients de prédiction est calculé [Samson 83].

Sur le plan général, un avantage essentiel de la structure entreillis réside dans le
fait qu’elle conduit à mettre en œuvre un ensemble deM filtres adaptatifs, avec tous
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les ordres de 1 àM . Dans ces conditions il est intéressant d’établir des relations avec
les coefficients et les gains d’adaptation des filtres transversaux correspondants.

4.3.6. Calcul des coefficients des filtres transversaux

La conversion entre les coefficients de prédiction des filtres en structures en treillis
et transversale repose sur les relations de récurrence sur l’ordre (4.123) :

Ai+1(n+ 1) =

[
Ai(n+ 1)
0

]
−Kb(i+1)(n+ 1)

[
Bi(n)
−1

]

Bi+1(n+ 1) =

[
0
Bi(n)

]
−Ka(i+1)(n+ 1)

[
−1
Ai(n+ 1)

] (4.189)

Alors les coefficients des filtres transversaux se calculentpar récurrence de l’ordre 2 à
l’ordreM . Cependant, il peut être commode de remplacerBi(n) parBi(n + 1)pour
avoir des variables homogènes dans le temps.

En reportant les récurrences temporelles des coefficients de prédiction avant et
arrière dans l’équation (4.189) et en ajoutant la récurrence temporelle pour le gain
d’adaptation, le système d’équations pour la conversion devient :

Ai+1(n+ 1) =

[
Ai(n+ 1)
0

]
− kb(i+1)(n+ 1)

[
Bi(n+ 1)
−1

]

+kb(i+1)(n+ 1)ebi(n+ 1)

[
Gi(n+ 1)
0

]

Bi+1(n+ 1) =

[
0
Bi(n+ 1)

]
− ebi(n+ 1)

[
0
Gi(n+ 1)

]

−ka(i+1)(n+ 1)

[
−1
Ai(n+ 1)

]

Gi+1(n+ 1) =

[
Gi(n+ 1)
0

]
+ εbi(n+1)

Ebi(n+1)

[
−Bi(n+ 1)
1

]

Quant aux coefficientsθi(n) de la partie filtrage transversal, ils sont obtenus par ré-
currence à partir de l’équation (4.140).

4.4. Algorithmes de décomposition QR

La rotation possède une propriété très intéressante en traitement numérique : elle
préserve la norme des vecteurs et des signaux. Par suite, un algorithme à base de
rotations conserve la dynamique du signal au lieu de la doubler comme les algorithmes
avec calcul de moindres carrés.

De même que les algorithmes en treillis reposent sur une triangularisation de la
matrice d’autocorrélation du signal reçu, les algorithmesà rotations reposent sur une
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triangularisation de la matrice des échantillons d’entrée. En analyse numérique, l’opé-
ration est dite décomposition QR. Le problème des moindres carrés est alors résolu en
deux phases. D’abord, une matrice orthogonale est utiliséepour transformer en une
matrice triangulaire la matrice des échantillons reçus. Ensuite, les valeurs optimales
des coefficients du filtre adaptatif sont obtenues en résolvant un système triangulaire
d’équations.

Avant de décrire la décomposition QR, il peut être utile de présenter l’opération de
rotation.

4.4.1. L’opération de rotation

Soit un vecteur X de données réelles à 3 éléments et deux rotations définies par
deux matrices :

X =



x2

x1

x0


 ; R1 =




1 0 0
0 cos θ1 − sin θ1
0 sin θ1 cos θ1


 ; R2 =




cos θ2 0 − sin θ1
0 1 0
sin θ1 0 cos θ1




(4.190)
Les matricesR1 etR2 sont choisies pour annuler les 2 éléments supérieurs du vecteur
X. Il faut alors que :

[
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

] [
x1

x0

]
=

[
0
s1

]
(4.191)

où la variables1 =
√
x2

1 + x2
0 est la norme du vecteur de données qui est invariante

dans l’opération. Par suite, il vient :

cos θ1 =
x0

s1
; sin θ1 =

x1

s1
(4.192)

La même procédure s’applique à l’élémentx2, avec l’angleθ2 :
[

cos θ2 − sin θ2
sin θ2 cos θ2

] [
x2

s1

]
=

[
0
s2

]
(4.193)

avec

s2 =
√
x2 + s21 ; cos θ2 =

s1
s2

; sin θ2 =
x2

s2
La nouvelle variables2 est la norme du vecteur X et l’opération globale est décrite par
l’équation matricielle 


0
0
s2


 = R2 R1



x2

x1

x0


 (4.194)

Ainsi la norme d’un vecteur peut se calculer par itérations avec des rotations, définie
par les éléments du vecteur. Dans ces rotations le cosinus est le rapport des normes et
le sinus introduit la nouvelle donnée .
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4.4.2. La décomposition QR

En filtrage adaptatif transverse par moindres carrés, avecM coefficients, la fonc-
tion coût a été définie par :

J(n) =
n∑

p=0

λn−p
[
y(p) −Xt(p)H(n)

]2
=

n∑

p=0

λn−pe2(p) (4.195)

Dans le calcul de l’ensemble des valeurse(p), qui forment un vecteur dontJ(n)est
le carré de la norme, cette fonction coût fait intervenir la matrice de l’ensemble des
donnéesXM (n)définie par :

XM (n) =




x(n) x(n− 1) x(n+ 1 −M)

λ1/2(x− 1) λ1/2x(n− 2) λ1/2x(n−M)
...

...
...

λn/2x(0) 0 0


 (4.196)

C’est une matrice à(x + 1) × M éléments. Les données d’entrée sont supposées
nulles pourn < 0.

La première phase de la décompositionQR consiste à multiplier cette matrice par
une matrice de rotation,QM (n), pour réduire les éléments non nuls à une matrice
triangulaire. Deux approches sont possibles pour atteindre cet objectif, correspondant
à la prédiction linéaire avant et arrière [Cioffi 90, Proudler 90]. Avec la prédiction
avant, on obtient :

QM (n) XM (n) =




0 · · · · · · 0
...

...
0 · · · · · · 0

SM (n)
...

· · · · · · 0




(4.197)

et avec la prédiction arrière :

QM (n)XM (n) =




0 · · · · · · 0
0 · · · · · · 0
... TM (n)
0 · · · · · ·


 (4.198)

Les matricesSM (n) etTM (n) sont des matrices triangulaires àM ×M éléments. La
matriceQM (n)se construit par itérations à partir des données, comme on leverra par
la suite.
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Une fois obtenues les équations de triangularisation, le calcul de la solution des
moindres carrés s’effectue directement. En effet, la fonction coûtJ(n)est égale au
carré de la norme du vecteur d’erreur suivant :




en(n)

λ1/2en−1(n)

...

...

λn/2eo(n)




=




y(n)

λ1/2 y(n− 1)

...

...

λn/2 y(o)




−XM (n) H(n) (4.199)

Ensuite, les deux membres sont multipliés par la matrice de rotationQM (n). Consi-
dérons alors l’équations (4.198) de la prédiction arrière.Le vecteur optimal des coef-
ficients minimise la norme du vecteur des erreurs et c’est donc celui qui annule lesM
derniers termes du vecteur obtenu après rotation :

QM (n)




en(n)
λ1/2en−1(n)

...

...

λn/2e0(n)




=




eqn(n)
eq n−1(n)

...
eqM (n)
0
...
0




(4.200)

Puisque les rotations conservent les normes, la fonction coût s’écrit aussi :

J(n) =
n∑

P=M

e2qp(n) (4.201)

Finalement, les éléments d’erreur de la fonction coût ont été obtenus par rotation du
vecteur de référence, par la matriceQM (n).

Ensuite, la matrice triangulaireTM (n) est utilisée pour obtenir un algorithme ra-
pide. Cependant, il est utile de clarifier d’abord la signification de ses éléments.

4.4.3. Rotations en prédiction linéaire arrière

L’énergie d’erreur de prédiction arrière au tempsn, qui s’écrit :

EbM (n) =
M∑

p=0

λn−p
[
x(p−M) −Xt(p)BM (n)

]2
(4.202)
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est aussi la norme du vecteur d’erreur suivant :




ebn(n)

λ
1/2eb(n−1)(n)

...

...

λ
n/2ebo(n)




=




x(n−M)

λ
1/2x(n− 1 −M)

...

...

λ
n/2x(−M)




−XM (n)BM (n) (4.203)

où BM (n) est le vecteur des coefficients de prédiction arrière. En multipliant par
la matrice de rotationQM (n), on obtient, comme précédemment, à l’optimum des
coefficients du prédiction arrière :

QM (n)




ebn(n)

λ
1/2eb(n−1)(n)

...

...

...

...

λ
1
/2ebo(n)




=




ebqn(n)
ebq(n−1)(n)

...

...
ebqM (n)

0
...
0




(4.204)

Les(n + 1 −M) valeurs supérieures du vecteur ainsi obtenu résultent de larotation
des erreurs de prédiction arrière et l’énergie est donnée par :

EbM (n) =

n∑

p=M

e2bqp(n) (4.205)

Les coefficients de prédiction sont calculés en annulant lesM derniers termes. Compte
tenu de la relation (4.198), ils sont tels que :

XbqM (n) = TM (n)BM (n) (4.206)

où le vecteur àM élémentsXbqM (n) représente lesM derniers termes du vecteur
obtenu par rotation du vecteur des données dans l’équation (4.203).

Les valeurs des éléments de la matrice triangulaireTM (n) se déterminent par ité-
ration sur l’ordre.
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SoitXM+1(n) la matrice des données àM + 1 colonnes. Elle contient la matrice
XM (n)et la rotationQM (n) donne :

QM (n)



XM (n)

x(n−M)

λ1/2x(n− 1 −M)
...
...
λn/2x(−M)




=




0 · · · 0
...

...
0 · · · 0

TM (n)

ebqn(n)
...
ebqM (n)

XbqM (n)




(4.207)

Pour obtenir la matrice triangulaire à l’ordreM + 1, il faut compléter la matrice de
rotationQM (n)par une matrice de rotation qui accumule les erreurs de prédiction sur
le dernier terme dans la dernière colonne, d’où la récurrence :

TM+1(n) =




0 · · · 0
...

TM (n)

E
1/2
bM (n)

XbqM (n)


 (4.208)

et, par suite, en considérant les ordre successifs :

TM+1(n) =




0 0 E
1/2
bM (n)

...
...

0 E
1/2
b1 (n) · · · XbqM (n)

E
1/2
b0 (n) Xbq1(n) · · ·




(4.209)

Ainsi la matriceTM+1(n) est constituée, sur sa diagonale, des racines des énergies
d’erreur de prédiction arrière et, en dehors de la diagonale, des vecteurs de données
d’entrée, après rotation, de l’ordre 1 à l’ordreM .

La matrice de rotationQM (n) se calcule par récurrence dans le temps. Si la ma-
triceQM (n− 1), telle que :

QM (n− 1)XM (n− 1) =




0 · · · · · · 0
...

...
0 · · · · · · 0
TM (n− 1)


 (4.210)
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est connue, on peut calculerQM (n) en remarquant que la matrice des données satisfait
la récurrence :

XM (n) =

[
x(n)..................x(n + 1 −M)

λ1/2 XM (n− 1)

]
(4.211)

En effet, on peut écrire :

[
1 0
0 QM (n− 1)

]
XM (n) =




x(n) · · · · · · x(n+ 1 −M)
0 · · · · · · 0
...

...
0 · · · · · · 0

λ1/2 TM (n− 1)




(4.212)
et annuler la première ligne par un ensemble de rotations quiconduisent à la matrice
TM (n). La première de ces rotations s’écrit :

R1 =




cos θ1 0................0 − sin θ1
0 1................0 0
...

...
...

...
0 0................1 0
sin θ1 0................0 cos θ1




(4.213)

Elle annulex(n) et l’angleθ1 est tel que :

cos θ1 =
λ1/2 E

1/2
b0 (n− 1)

E
1/2
b0 (n)

; sin θ1 =
x(n)

E
1/2
b0 (n)

(4.214)

A noter queEbo(n) est l’énergie du signal d’entrée. L’élément suivant, qui était x(n−
1) a été modifié par la première rotation. En le désignant paru, la seconde rotation,
définie par :

R2 =




cos θ2 0...............− sin θ2 0
0 1......................0 0
...

...
...

sin θ2 0................... cos θ2 0
0 0......................0 1




(4.215)

correspond à l’angleθ2 tel que :

u sin θ2 + λ1/2E
1/2
b1 (n− 1) cos θ2 = E

1/2
b1 (n)

c’est à dire :

cos θ2 =
λ1/2E

1/2
b1 (n− 1)

E
1/2
b1 (n)

; sin θ2 =
u

E
1/2
b1 (n)

(4.216)
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Pour clarifier la signification de cette variableu, il faut considérer la récurrence dans
le temps de l’énergie de prédiction :

Eb1(n) = λ Eb1(n− 1) + e2b1q(n) (4.217)

qui montre que la variableu est, en fait, l’erreur de prédiction linéaire arrière après
rotationeb1q(n). En itérant la procédure, il vient :

QM (n) = RM ..........R2 R1

[
1 0
0 QM (n− 1)

]
(4.218)

les angles étant tels que :

cos θi+1 =
λ1/2E

1/2
bi (n− 1)

E
1/2
bi (n)

; sin θi+1 =
ebiq(n)

E
1/2
bi (n)

(4.219)

Il faut souligner que cette factorisation n’est possible que parce que la matriceTM (n−
1) est triangulaire.

4.4.4. Rotation en prédiction linéaire avant

Comme pour la structure transversale, les algorithmes rapides combinent les pré-
dictions avant et arrière et la récurrence entreTM+1(n) etTM (n)s’obtient aussi pour
la prédiction avant :

L’énergie d’erreur de prédiction avantEaM (n), donnée par :

EaM (n) =

n∑

p=0

λn−p
[
x(p) −Xt(p− 1)AM (n)

]
2 (4.220)

est le carré de la norme du vecteur d’erreurs :



ean(n)
λ1/2ea(n−1)(n)

...
λn/2eao(n)


 =




x(n)
λ1/2x(n− 1)

...
λn/2 x(0)


 −



XM (n− 1)

0...........0


 AM (n)

(4.221)
La matrice des données qui intervient est la matriceXM (n − 1) complétée par une
ligne de zéros, pour rendre compte du décalage temporel de laprédiction avant. Pour
faire apparaître les erreurs de prédiction avant après rotation, il faut considérer le pro-
duit :

[
QM (n− 1) 0

0 1

]




x(n)

λ1/2x(n− 1)
...
...

λn/2 x(0)




=




eaqn(n)
...
eaq(M+1)(n)
XaqM (n)

λn/2 x(0)




(4.222)
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Comme précédemment, le vecteur des coefficients de prédiction avantAM (n) est la
solution du système :

XaqM (n) = TM (n− 1) AM (n) (4.223)

où le vecteurXaqM (n) représente le résultat de la rotation des données d’entrée.

Comme pour les algorithmes en structure transversale, une récurrence entre les
matricesTM+1(n) etT (

Mn−1)est obtenue d’abord, à partir de la matrice des données
augmentéeXM+1(n). Soit le produit :

[
QM (n− 1) 0

0 1

]
XM+1(n) =




eaqn(n) 0 ............ 0
...

...
...

eaq(M+1)(n) 0 ............ 0
XaqM (n) TM (n− 1)

wn/2 x(0) 0 ............ 0




(4.224)
La triangularisation est obtenue en deux étapes. D’abord, il faut accumuler les erreurs
de prédiction après rotation sur le dernier élémentwn/2 x(0) , qui se trouve remplacé
par la racine carrée de l’énergie d’erreur de prédiction avant.

Ensuite, il faut accumuler le vecteurXaqM (n)sur le dernier élément, ce qui est
obtenu par la matriceQα(n) telle que :

Qα(n)




X
(n)
aqM 0 ...........

... TM (n− 1)

E
1/2
aM (n) 0 ........... 0


 = TM+1(n) (4.225)

Cette matrice est le produit deM rotationsRαi avec :

Rαi =




1......... cosαi..........− sin αi

...
...

...
0..............1.................0
...

...
...

0.............. sinαi.......... cosαi




(4.226)

Les anglesαi(1 6 i 6 M)se déterminent en utilisant la définition des termes dia-
gonaux des matricesTM+1(n)et TM (n − 1). Comme la matriceTM (n − 1) a été
complétée par une ligne inférieure de zéros, il vient :

E
1/2
b(i+1)(n) = cos αi+1 E

1/2
bi (n− 1) (4.227)

Si l’on rapproche ce résultat de la récurrence sur l’ordre correspondante pour l’algo-
rithme du treillis normalisé :

E
1/2
b(i+1)(n) =

[
1 − k2

i+1(n)
]
E

1/2
bi (n− 1) (4.228)
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il apparaît que les angles sont liés aux coefficients du treillis par :

sin αi = ki(n) ; 1 6 i 6 M (4.229)

La procédure de calcul des angles se définit par la relation simplifiée.



0
...
0

E
1/2
b0 (n)


 = Qα(n)



XaqM (n)

E
1/2
aM (n)


 (4.230)

A noter la relation obtenue en inversant cette équation

M∏

i=1

cosαi = E
1/2
aM (n) / E

1/2
b0 (n) (4.231)

De même, les valeurs des angles sont données par :

sin αi =
xaqMi(n)

EaM (n) +
M∑

j=1

x2
aqMj(n)

= ki(n) (4.232)

Les récurrences ayant été explicitées, l’algorithme rapide peut être défini.

4.4.5. L’algorithme QR rapide

L’algorithme doit effectuer le calcul des angles en fonction de la nouvelle donnée
au tempsn,x(n). Deux types d’angles sont à considérer, ceux qui sont liés à la matrice
QM (n)et ceux de la matriceQ α.Le calcul des angles de la matriceQαest défini par
la relation (4.230), quand les éléments de la prédiction avant sont disponibles. Il faut
donc d’abord obtenir ces éléments.

Compte tenu de la relation de récurrence (4.218) pour la matriceQM (n), les angles
θi peuvent être représenté au tempsnpar les variablesγM (n) etGM (n) définies par :

QM (n)




1
0
...
0


 =




γM (n)
0
...
0
GM (n)




(4.233)

En effet, il vient pourγM (n) :

γM (n) =

M∏

i=1

cos θi (4.234)
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L’interprétation physique de ce paramètre est obtenue à partir de la relation (4.203)
qui, combinée à la relation (4.233), donne :

en(n) = [eqn(n)........eqM (n) 0.....0] QM (n)




1
0
...
0


 = γM (n) eqn(n) (4.235)

Ainsi le scalaireγM (n)est le rapport de l’erreura posteriorià l’erreur après rotation.
C’est la racine carrée du rapportϕM (n) des erreursa priori eta posteriori.

Quant auxM éléments du vecteurGM (n) ils sont obtenus en appliquant les défi-
nitions des rotationsR1....RM1 , ce qui conduit à :

g1(n) = sin θ1 = x(n) / E
1/2
b0 (n)

g2(n) = sin θ2 cos θ1 = εbi(n) / E
1/2
b1 (n)

.........................................................

gM (n) = εb(M−1) / E
1/2
b(M−1)(n)

(4.236)

où la variableεbi(n)est l’erreur de prédiction arrièrea posteriori d’ordre i, liée à
l’erreur après rotation par :

εbi(n) = γi(n) ebiq(n) (4.237)

Ce vecteurGM (n) fait la liaison entre la prédiction arrière et la prédictionavant,
comme le gain d’adaptation pour la structure transversale.Il obéit à une équation de
récurrence qui est obtenue en reprenant le calcul de la prédiction avant. En effet, le
calcul qui aboutit à la matrice triangulaireTM+1(n)revient à représenter la matrice de
rotationQM+1(n) par trois facteurs :

QM+1(n) =

[
IM−M 0
0 Qα(n)

]
Qea(n)

[
QM (n− 1) 0

0 1

]
(4.238)

La matriceQea(n) représente les rotations qui accumulent les erreurs de prédiction
arrière pour fournir l’énergieEaM (n). En multipliant les deux membres par le vecteur
nul sauf le premier élément égal à l’unité, il vient :




γM+1(n)
0
...
0

GM+1(n)




=



In−M 0

0 Qα(n)


 Qea(n)




γM (n− 1)
0
...
0

GM (n− 1)
0




(4.239)
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La matriceQea(n)intervient simplement pour projeter le premier élémentγM (n−1)à
la dernière position et fournirγM+1(n). En se limitant auxM + 1derniers éléments,
il vient :

Qα(n)

[
GM (n− 1)

γM (n− 1) eaqn(n) /E
1/2
aM (n)

]
=

[
gM+1(n)
GM (n)

]
(4.240)

Un algorithme est alors obtenu en combinant les relations (4.240), (4.233), (4.230)
et (4.218). Dans les vecteurs àn éléments, seuls le premier et lesM derniers sont
concernés par ces opérations et il est possible de simplifieren limitant la représentation
à des vecteurs àM + 1 éléments et des matrices(M + 1) × (M + 1). Ainsi dans
l’algorithme du Tableau 4.6, le produitR1....RM est représenté par la matriceQa(n).

Les calculs numériques à effectuer sont de 2 types : les rotations et les calculs
d’angle. Une rotation est comparable à une multiplication complexe, un calcul d’angle
peut se faire avec une table.

L’algorithme présenté dans le [Tableau 4.6] p.196 est numériquement stable [Rega-
lia 93]. En fait, on peut montrer qu’il incorpore un mécanisme de contrôle des erreurs
d’arrondi. La précision des calculs peut être visualisée, par exemple en utilisant la va-
riableg1(n+1) qui est obtenue avec la dernière des rotations de la matriceQαet peut
être aussi calculée directement à partir des données d’entrée par la relation (4.236).

L’approche par décomposition QR peut être étendue aux signaux complexes [Terré
99]. Elle se généralise également aux signaux multidimensionnels [Bellanger 91]

4.4.6. Equivalence avec le treillis

L’algorithme présenté ci-dessus peut être rendu plus régulier par une normalisation
du signal d’entrée, correspondant à la rotation .

[
0

E
1/2
b0 (n+ 1)

]
=

[
cosΨ(n+ 1) − sinΨ(n+ 1)
sin Ψ(n+ 1) cosΨ(n+ 1)

] [
x(n+ 1)

λ1/2E
1/2
bo (n)

]

(4.241)
avec :

sin Ψ(n+ 1) =
x(n+ 1)

E
1/2
b0 (n+ 1)

; cosΨ(n+ 1) =
λ1/2E

1/2
b0 (n)

E
1/2
bo (n+ 1)

Dans l’algorithme,x(n+ 1)est alors remplacé parsin Ψ(n+ 1) etλ1/2 est remplacé
parcos Ψ(n+ 1). Alors, le premier calcul d’angle devient :

[
0
1

]
= Qα(n+ 1)

[
Xq(n+ 1)

E
1/2
a (n+ 1)

]
(4.242)
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ALGORITHME MCR-QR
Disponible au tempsn :

Vecteur de données d’entrée après rotation :Xq(n)
Vecteur de référence àM éléments après rotation :Yq(n)

Vecteur unité après rotation :GM (n)
Energie d’erreur de prédiction avant :Ea(n)
Rapport des erreurs de prédiction :γM (n)

Facteur de pondération :λ
Nouvelles données au tempsn

Signal d’entrée :x(n+ 1) ; Référence :y(n+ 1)
Prédiction :

∣∣∣∣
eaq(n+ 1)
Xq(n+ 1)

∣∣∣∣ = Qa(n)

∣∣∣∣
x(n+ 1)

λ1/2Xq(n)

∣∣∣∣
Ea(n+ 1) = λ Ea(n) + e2aq(n+ 1)

∣∣∣∣
0

E
1/2
bo (n+ 1)

∣∣∣∣ = Qα(n+ 1)

∣∣∣∣
Xq(n+ 1)

E
1/2
a (n+ 1)

∣∣∣∣
u = γM (n)eaq(n+ 1) / E

1/2
a (n+ 1)

∣∣∣∣
gM+1(n+ 1)
GM (n+ 1)

∣∣∣∣ = Qα(n+ 1)

∣∣∣∣
GM (n)
u

∣∣∣∣

∣∣∣∣
γM (n+ 1)
GM (n+ 1)

∣∣∣∣ = Qa(n+ 1)

∣∣∣∣
1
0

∣∣∣∣

Filtre

∣∣∣∣
eq(n+ 1)
Yq(n+ 1)

∣∣∣∣ = Qa(n+ 1)

∣∣∣∣
y(n+ 1)

λ1/2Yq(n)

∣∣∣∣
ε(n+ 1) = γM (n+ 1) eq(n+ 1)

Tableau 4.6.Algorithme de moindres carrés avec rotation

équation semblable au calcul deQa(n+1).On peut même pousser encore la similitude
en inversant la relation (4.242) et en permutant les variables pour obtenir :

[
E

1/2
a (n+ 1)

Xq(n+ 1)

]
= JM Q−1

α (n+ 1)JM

[
1
0

]
(4.243)

Un algorithme basé sur les récurrences sur l’ordre peut êtreobtenu, qui est en fait
un algorithme du treillis normalisé. Les deux approches, treillis etQR, utilisent les
mêmes variables normalisées.
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4.5. Conclusion

A partir de la même fonction coût quadratiqueJ (n)pour un filtre d’ordreM , trois
familles d’algorithmes rapides ont été développées :

1) les algorithmes de moindres carrés récursifs en structure transverse directe, qui
sont obtenus en éliminant la matrice d’autocorrélation(AC) par combinaison des pré-
dictions avant et arrière. Ils fournissent les coefficientsdu filtre adaptatif et les coef-
ficients de prédiction et leur complexité arithmétique est de l’ordre de10M . Ils sont
numériquement instables, cependant, les erreurs d’arrondi peuvent être contrôlées.

2) les algorithmes en treillis qui correspondent à une factorisation en 2 matrices
triangulaires de la matriceAC et qui conduisent à une structure en treillis-échelle. Ils
sont basés sur une combinaison de récurrences sur l’ordre etde récurrences tempo-
relles. Ils fournissent les coefficients de réflexion pour tous les filtres d’ordre inter-
médiaire, avec une complexité numérique de l’ordre de16M . Bien que leur stabilité
numérique ne soit pas prouvée, l’expérience montre qu’ils sont peu sensibles aux er-
reurs d’arrondi.

3) Les algorithmes à rotation, basés sur une décompositionQR de la matrice des
données. Ils peuvent éviter toute élévation au carré des variables et, par suite, opérer
avec la dynamique des données. Les opérations à mettre en œuvre sont des rotations,
comparables à des multiplications complexes et des calculsd’angle. Les variables
internes sont liées à celles de l’algorithme en treillis normalisé. Ces algorithmes sont
numériquement stables.

Finalement, ces trois familles d’algorithmes donnent au concepteur de filtres adap-
tatifs les moyens de mettre en œuvre les techniques de moindres carrés avec différents
niveaux de complexité et de robustesse, lui permettant de s’adapter au mieux à ses
objectifs et à ses contraintes.
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Chapitre 5

Filtrage RII Adaptatif

5.1. Introduction

Le développement des filtres adaptatifs à réponse impulsionnelle infinie (RII) re-
monte à quelques décennies déjà, motivé par des applications où l’émploi d’un filtre à
réponse impulsionnelle finie (RIF) nécessiterait un très grand nombre de coefficients.
Le filtres RII, ayant comme fonctions de transfert des fractions rationnelles, semblent
offrir des capacités de modélisation plus souples, surtoutlorsque l’on cherche à mo-
déliser des réponses impulsionnelles longues et/ou des spectres avec des pics pronon-
cés. Leurs propriétés de convergence, en revanche, sont moins bien maîtrisées que
celles applicables aux filtres RIF adaptatifs qui présentent des critères quadratiques
à optimiser. Les critères applicables aux filtres RII sont non quadratiques en général,
et peuvent présenter des minima locaux ou d’autres irregularités. Par conséquent, le
temps de convergence peut être, dans certains cas, assez lent.

Nous présentons dans ce chapitre les algorithmes principaux en filtrage RII adap-
tatif (dont certains ont été présentés rapidement dans le chapitre 3, comme illustration
des méthodes générales). Après un rappel des principes d’identification du système,
nous examinons les méthodes en erreur d’équation et leurs capacités de modélisation.
Nous passons ensuite aux algorithmes pilotés par une erreurde sortie, comprenant
la méthode de gradient, la méthode de Steiglitz-McBride, etles algorithmes à base
d’hyperstabilité. Le chapitre se termine en présentant desliens avec le problème d’ap-
proximation rationnelle, qui intervient lorsqu’on cherche à qualifier l’adéquation entre
le filtre optimal et l’environnement signal.

Chapitre rédigé par Phillip REGALIA .
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5.2. Principes d’Identification du Système

Le cadre traditionnel pour étudier les filtres RII adaptatifs est celui d’identification
du système, où l’on suppose que les signaux d’entrée et de référence sont liés par un
système dynamique inconnu ; le filtre adaptatif tente d’identifier le système.

Pour commencer, supposons que les entrées{u(n)} et les sorties{y(n)} du sys-
tème à identifier vérifient une équation aux différences

y(n) + a1 y(n−1) + · · · + aM y(n−M)

= b0 u(n) + b1 u(n−1) + · · · + bM u(n−M) (5.1)

pour un certain jeu de paramètres{ak}M
k = 1 et{bk}M

k =0. Par la transformée enz, cette
équation aux différences donne un fraction rationnelle comme fonction de transfert :

∑

k

y(k) z−k

︸ ︷︷ ︸
Y (z)

=
b0 + b1 z

−1 + · · · + bM z−M

1 + a1 z−1 + · · · + aM z−M
︸ ︷︷ ︸

H(z) =
B(z)

A(z)

∑

k

u(k) z−k

︸ ︷︷ ︸
U(z)

(5.2)

Notons que les deux polynômesA(z) etB(z) sont écrits avec le même degréM ; ceci
est sans pertes de généralités, car le cas oùd◦ A(z) 6= d◦ B(z) s’obtient en permettant
que certains coefficients s’annulent. Si, par exemple,

A(z) = 1 + 1.2z−1 + 0.8z−2 ⇒ d◦A(z) = 2

B(z) = 0.4 + 0.6z−1 ⇒ d◦B(z) = 1

on peut réécrireB(z) sous la forme

B(z) = 0.4 + 0.6z−1 + 0z−2

pour retrouver un polynôme de degré 2, dont par chance un des coefficients s’annule :
b2 = 0.

5.3. Méthode d’erreur d’équation

Considérons maintenant le problème de déterminer les coefficients{ak} et {bk}
à partir des observations{u(n)} et {y(n)}, sous l’hypothèse que les coefficients vé-
rifient l’équation (5.1). Pour ceci, introduisons des estimées des paramètres, notées
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{âk} et {b̂k}, qui seront choisis de façon à minimiser un certain signal d’erreur, ap-
pelé traditionnellement “erreur d’équation”, sous la forme

e(n) = y(n) +

M∑

k =1

âk y(n−k) −
M∑

k =0

b̂k u(n−k)
︸ ︷︷ ︸

estimée de−y(n)

Nous constatons que les choixâk = ak et b̂k = bk conduisent àe(n) ≡ 0 en vue de
(5.1).

Or, le signal d’erreur peut être écrit en format vectoriel dela manière suivante :

e(n) =
[
y(n) y(n−1) · · · y(n−M)

]
︸ ︷︷ ︸

yt(n)




1
â1

...
âM




︸ ︷︷ ︸
â

−
[
u(n) · · · u(n−M)

]
︸ ︷︷ ︸

ut(n)



b̂0
...
b̂M




︸ ︷︷ ︸
b̂

=
[
yt(n) ut(n)

] [ â

−b̂

]

Ainsi, pour un jeu de paramètres fixes, on peut choisir comme fonction de coûtJ(â, b̂)
la varianceE[e2(n)] de l’erreur, qui s’écrit

J(â, b̂) = E[e2(n)] =
[
ât (−b̂)t

]
E

{[
y(n)
u(n)

]
[yt(n) ut(n)]

}[
â

−b̂

]

=
[
ât (−b̂)t

] [Ryy Ryu

Ruy Ruu

] [
â

−b̂

]
(5.3)

avec les correspondances

Ryy = E[y(n)yt(n)]

Ryu = E[y(n)ut(n)] = Rt
uy

Ruu = E[u(n)ut(n)]
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z – 1 d ( n – 1 )z – 1d ( n – M ) d ( n )z – 1u ( n – 1 )z – 1 u ( n – M )u ( n ) z – 1 z – 1 ˆa 0ˆa 1ˆa Mˆ b M
̂

A ( z )̂
B ( z ) – e ( n )

H ( z ) v ( n )y ( n )u ( n )
ˆ b 1ˆ b 0

Figure 5.1. Schéma pour la génération de l’erreur d’équatione(n).

Pour caractériser le minimum, notons queE[e2(n)] est une fonction quadratique
des coefficients du vecteur̂b. Le minimum par rapport à̂b (et pourâ fixe) s’obtient
en annulant les dérivées, ce qui mène à

∂J(â, b̂)

∂b̂
= 0 ⇔ 2(Ruyâ − Ruub̂) = 0

ou encorêb = R−1
uuRuyâ, sous l’hypothèse raisonnable que l’inverseR−1

uu existe.1 La
substitution de cette expression pour leb̂ optimum (en fonction dêa) permet d’écrire
J(â) = J(â, b̂)|

b̂=b̂opt
sous une forme qui ne dépend que deâ :

J(â) = ât [Ryy − RyuR
−1
uuRuy]︸ ︷︷ ︸

∆
= Ry/u

â, si b̂ = R−1
uuRuyâ.

Nous introduisons la notationRy/u pour la matrice extraite comme indiquée de la

matrice de covariance
[
Ryy Ryu
Ruy Ruu

]
qui figure dans l’équation (5.3) ; la formeRy/u

s’appelle lecomplément de Schur(par rapport àRuu) de cette dernière.

La formulation jusqu’ici suppose que la sortie du système à déterminer est obser-
vée sans bruit. Si l’on y ajoute du bruit, comme suggéré dans la figure 5.1, la sortie
observable, notée{d(n)}, devient

d(n) = y(n) + v(n), v(n) = bruit de sortie.

1. Cette hypothèse est vérifiée dès lors que le signal{u(n)} vérifie la propriétéd’excitation
persistantede degréM+1, c’est à dire que sa description ne se résume pas en une somme de
M+1 cisoïdes ou moins.
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La variance de l’erreur d’équation se développe d’une manière analogue a celle ci-
dessus, en remplaçanty(n) pard(n). Avec l’hypothèse quev(n) etu(m) sont décor-
rélés pour toutn etm, l’expression (5.3) pour la variance d’erreur d’équation devient

J(â, b̂) = E[e2(n)] =
[
ât (−b̂)t

]
E

{[
d(n)
u(n)

]
[dt(n) ut(n)]

}[
â

−b̂

]

=
[
ât (−b̂)t

] [Rdd Rdu

Rud Ruu

] [
â

−b̂

]

avec les correspondances

Rdd = E[d(n)dt(n)] = Ryy + Rvv

Rdu = E[d(n)ut(n)] = Ryu

Rud = E[u(n)dt(n)] = Rt
du

L’optimisation deb̂ par rapport à̂a mène àb̂ = R−1
uuRudâ = R−1

uuRuyâ, ce qui
donne la même formule que précédemment.

Concernant le complément de Schur, notons que

Rd/u
∆
= Rdd − RduR

−1
uuRud

= Ryy + Rvv − RyuR
−1
uuRuy

= Ry/u + Rvv

Ainsi, l’expression pour la variance réduite se simplifie en

J(â) = âtRd/uâ

= âtRy/uâ + âtRvvâ. (5.4)

Le premier terme du membre à droite est la contribution induite par l’entrée{u(n)},
tandis que le deuxième est la contribution induite par le bruit {v(n)}.
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La minimisation par rapport à̂a, sous la contraint que son premier élément soit1,
se caractérise par l’équation suivante :

Rd/uâ =




σ2
e

0
...
0


 (5.5)

ce qui montre quêa est orthogonale à toutes les lignes deRd/u sauf la première ; la
valeurσ2

e restante est reconnue comme la variance d’erreur d’équation ainsi minimi-
sée.

La solution optimale varie, en général, avec le rapport signal-à-bruit en sortie, car
selon (5.4) lêa optimal est contraint de trouver un compromis entre une configuration
qui minimise le contribution induite par le signal d’entrée{u(n)} et celle induite par
le bruit {v(n)}. Ceci confirme que la présence de bruit risque de biaiser la solution
minimum, sauf si la minimisation du terme induit par le bruitdonne la même solution
qu la minimisation du terme induit par le signal.

Considérons le cas où le bruit de sortie est blanc. Dans ce cas, Rvv = σ2
vI oùσ2

v

désigne la variance du bruit. La fonction de coût reduite dans (5.4) devient

J(â) = âtRy/uâ + σ2
v(a2

0 + a2
1 + · · · + a2

M )

Nous avons retenu la contraintea0 = 1 jusqu’ici (appelé contraintemonique) pour
éviter la solution trivialêa = 0. Cette dernière forme, toutefois, suggère qu’une
contrainte mieux appropriée seraita2

0 +a2
1 + · · ·+a2

M = 1, c’est-à-dire une contrainte
à norme unité, car la contribution induite par le bruit se réduirait à une constanteσ2

v ,
ce qui ne change pas le point minimum de la fonction de coût réduite. La solution
optimum avec cette nouvelle constrainte se caractérise parune équation propre :

Rd/uâ = λminâ (5.6)

oùλmin est la valeur propre minimum deRd/u ; la valeur de la fonction de coût ainsi
minimisée devientJmin = âtRd/uâ = λmin.

5.3.1. Développement Algorithmique

La minimisation deJ(â, b̂) peut se faire en estimant les différentes matrices de
covariance du paragraphe précédent, suivi de la résolutiond’un système d’équations
linéaires en (5.5) (avec la contrainte monique) où d’une équation propre en (5.6) (avec
la contrainte à norme unité). On peut aussi envisager une recherche par gradient sto-
chastique donnant lieu à un filtre adaptatif, comme nous le poursuivons à présent.
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Considérons d’abord la contrainte monique (a0 = 1). Un algorithme de recherche
par gradient est obtenue en ajustant les coefficients dans ladirection négative du gra-
dient :

ak(n+1) = ak(n) − µ

2

∂E[e2(n)]

∂ak

∣∣∣∣
ak = ak(n)

, k = 1, 2, . . . ,M ;

bk(n+1) = bk(n) − µ

2

∂E[e2(n)]

∂bk

∣∣∣∣
bk = bk(n)

, k = 0, 1, . . . ,M.

Puisquee(n) = ât(n)d(n) − b̂t(n)u(n), l’algorithme s’exprime en fonction des
signaux filtrés par

ak(n+1) = ak(n) − µE[e(n) d(n−k)], k = 1, 2, . . . ,M ;

bk(n+1) = bk(n) + µE[e(n)u(n−k)], k = 0, 1, . . . ,M.

Les intercorrélationsE[e(n) d(n−k)] et E[e(n)u(n−k)] n’étant pas disponibles en
pratiques, elles sont remplacées par leurs estimées instantanées, ce qui donne un algo-
rithme de gradient stochastique :

ak(n+1) = ak(n) − µ e(n) d(n−k), k = 1, 2, . . . ,M ;

bk(n+1) = bk(n) + µ e(n)u(n−k), k = 0, 1, . . . ,M.

L’algorithme peut être vu comme un filtre adaptatif RIF à deuxcanaux (voir fig. 5.1),
et une étude de convergence est très proche de celle de l’algorithme LMS (voir cha-
pitres 2 pour LMS et 3 pour LMS-RII). Pour l’algorithme à norme unité, la modifica-
tion de l’algorithme devient

αk(n+1) = ak(n) − µ E{e(n) [d(n−k) − ak(n)]}

ak(n+1) = αk(n+1)

/√√√√
M∑

i = 0

α2
i (n+1), k = 0, 1, . . . ,M ;

bk(n+1) = bk(n) + µ E[e(n)u(n−k)], k = 0, 1, . . . ,M.
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qui nécessite une étape de normalisation pour imposer la constrainte à norme unité à
chaque pas. En remplaçant encore les intercorrélations parleurs estimées instantan-
tées, on arrive à un algorithme de gradient stochastique :

αk(n+1) = ak(n) − µ e(n) [d(n−k) − ak(n)]

ak(n+1) = αk(n+1)

/√√√√
M∑

i = 0

α2
i (n+1), k = 0, 1, . . . ,M ;

bk(n+1) = bk(n) + µ e(n)u(n−k), k = 0, 1, . . . ,M.

5.3.2. Propriétés de Modélisation

Le développement jusqu’ici a été motivé par le cas où le système inconnuH(z) a
une fonction de transfert sous forme rationnelle, et de degré connu. Dans ce cas précis,
le deux versions de l’algorithme (avec contrainte monique ou contrainte à norme uni-
taire) identifient correctement les paramètres du système,si le bruit{v(n)} s’annule :
la fonction de transfert

Ĥ(z) =
b0 + b1z

−1 + · · · + bMz−M

a0 + a1z−1 + · · · + aMz−M

coïncide avec la fonctionH(z) rencontrée précédément dans l’équation (5.2), à condi-
tion que l’entrée{u(n)} soit à excitation persistante de degré2M + 1 ou supérieur.2

En pratique, pourtant, une description exacte d’un systèmeinconnu n’admet que
très rarement une fonction de transfert rationnelle d’un degré convenable, en raison
par exemple de la présence des effets de paramètres distribués et/ou des non linéarités
mêmes subtiles. Dans ces cas, il n’est pas justifié de parler d’“identification” de sys-
tème, car aucun réglage des coefficients{âk} et{b̂k} ne permet d’éliminer l’erreur de
modélisation.

Il est important, alors, de vérifier si le modèlêH(z) obtenu en un point minimum
pourrait néanmoins prétendre à une forme d’approximation utile. Nous élaborons dans

2. Pour être sûr, les correspondances entre les coefficients sont

ak = âk/â0 , k = 1, 2, . . . ,M ;

bk = b̂k/â0 , k = 0, 1, . . . ,M ;

pour l’algorithme à contrainte à norme unité. Avec la contrainte monique, on a déjà̂a0 = 1.
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ce paragraphe certains résultats inattendus dans ce sens lorsque le vrai système est li-
néaire et invariant dans le temps [admettant donc un fonction de transfert notéeH(z)],
mais de degré strictement supérieur au degréM choisi pour le modèlêH(z) ; on parle
alors du cassous modélisé.

Le première question à examiner porte sur la stabilité de la fonction Ĥ(z) =

B̂(z)/Â(z) obtenu en un point minimum, ce qui revient à examiner si son dénomina-
teur

Â(z) = â0 + â1z
−1 + · · · + âMz−M

est à minimum de phase, c’est-à-dire, ayant toutes ces racines à l’intérieur du disque
unité du plan complexe. Quelques exemples soumis dans [SÖD 81] ont permis d’ap-
précier que parfois la réponse est non dans le cas sous modélisé, ce qui donne une
conclusion très défavorable dans la mesure où un modèle instable est sans utilité.

Heureusement, en limitant l’entrée{u(n)} à une classe restreinte des signaux, la
stabilité deĤ(z) au point minimum peut être théoriquement démontrée [MUL 76],
[REG 94], [LOP 99]. Plus précisamment, nous rappelons qu’unprocessus{u(n)} est
autoregressif de degréN , s’il existe des coefficientsγ1, . . .,γN tel qu’un signal residu
ǫ(n) formé selon

ǫ(n) = u(n) + γ1 u(n−1) + · · · + γN u(n−N)

soit blanc :E[ǫ(n) ǫ(m)] = 0 pour toutn 6= m, etE[ǫ2(n)] > 0. Notons qu’un
processus autoregressif de degréN−1 est inclus dans cette définition comme cas par-
ticulier (obtenue avecγN = 0), et ainsi de suite pour tous les degrés inférieurs àN ,
jusqu’à degré0 (γ1 = · · · = γN = 0) obtenue lorsque la séquence{u(n)} est déjà
blanche.

Le resultat suivant a été démontré dans [MUL 76] pour une entrée blanche, et puis
étendu aux processus autoregressifs dans [REG 94] et [LOP 99] :

Résultat 1 SoitM le degré choisi pour le modèlêH(z). Si l’entrée{u(n)} est un
processus autogressif de degréM+1 (ou inférieur), le polynômêA(z) obtenu au point
minimum est à minimum de phase (doncĤ(z) sera stable), qu’on utilise la contrainte
monique ou la contrainte à norme unité.

Nous examinons par la suite certaines caractérisations de la solution en termes
de la réponse impulsionnelle et la fonction d’autocorrélation associées à̂H(z). Par
souci de simplicité, nous nous limitons au cas où l’entrée{u(n)} est un bruit blanc ;
des généralisations au cas où l’entrée est autoregressif sont toutefois disponibles dans
[REG 94].
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Ecrivons le vrai systèmeH(z) et son modèlêH(z) en termes de leurs réponses
impulsionnelles respectives :

H(z) =
∞∑

k =0

hk z
−k et Ĥ(z) =

∞∑

k =0

ĥk z
−k

Mullis et Roberts [MUL 76] ont montré que les débuts de ces séquences coïncident
toujours :

ĥk = hk , k = 0, 1, . . . ,M, (5.7)

où l’on rappelle queM est le deǵre choisi pour notre modèlêH(z). Introduisons
maintenant les fonctions d’autocorrélation pour les deux systèmes :

rk =

∞∑

i =0

hi hi+k et r̂k =

∞∑

i =0

ĥi ĥi+k

En utilisant la contrainte à norme unité, les débuts de ces deux séquences sont liées
par une formule simple [REG 94] :

rk − r̂k =

{
E[v(n) v(n+k)], k = 1, 2, . . . , M;

λmin(Rd/u), k = 0.
(5.8)

Si le bruit de sortie est blanc, alorsE[v(n) v(n+k)] = 0 pourk 6= 0, ce qui donne la
coïncidence entre les termes d’indices 1 jusqu’àM dans les fonctions d’autocorréla-
tion.

En utilisant la contrainte monique, l’expression devient plus compli-
quée [MUL 76] :

rk − r̂k =
σ2

e

2π

∫ π

−π

ejkω

|Â(ejω)|2
dω, k = 0, 1, . . . ,M. (5.9)

Notons que les écarts entre les termes des fonctions d’autocorrélation dépendent de la
solutionÂ(z) recherchée, ce qui rend cette formule moins explicite à évaluer.

Nous notons enfin que ces équations caractérisent les solutions recherchées : Une
fraction rationnelleĤ(z) = B̂(z)/Â(z) vérifie les deux propriétés d’interpolation
(5.7) et (5.8) (respectivement, (5.7) et (5.9)) si et seulement si elle est obtenue en mi-
nimisant la variance de l’erreur d’équation avec une contrainte à norme unité (resp.,
contrainte monique), lorsque l’entrée est blanche. Cette caractérisation se généralise
aux entrées autoregressifs [REG 94], bien que certaines formules paraissent légère-
ment plus compliquées.



Filtrage RII Adaptatif 209H ( z ) ˆy ( n )y ( n ) d ( n )v ( n )
̂

H ( z ) e ( n )u ( n )
–

Figure 5.2. Configuration en erreur de sortie.

5.4. Méthode de minimisation de l’erreur de sortie

Bien que l’algorithme de minimisation de l’erreur d’équation soit simple, la sta-
bilité du modèleĤ(z) au point minimum n’est garantie que si l’entrée{u(n)} est
autoregressive d’un degré convenable. Sinon, le modèleĤ(z) obtenu n’a pas de rai-
son fondamentale d’être une bonne approximation du systèmeinconnuH(z). Nous
examinons donc une autre critère qui consiste à minimiser directement la variance de
l’erreur de sortie :

e(n) = d(n) − ŷ(n),

dont un schéma est donné dans la Figure 5.2. Cette minimisation est intimement liée
à une méthode d’identification basée sur le principe de maximum de vraisemblance
[SÖD 75], [SÖD 82].

La fonction de coût associée est la variance de l’erreur de sortie, obtenue lorsque
les coefficients{âk} et{b̂k} sont fixes :

J(â, b̂) = E{[d(n) − ŷ(n)]2}.

Si le bruit de sortie{v(n)} est décorrélé de tous les échantillons d’entrée :

E[v(n)u(m)] = 0, pour toutm,n ;

alors il est décorrélé des sortiesy(n) et ŷ(n) aussi, car

E[v(n) y(n)] = E

(
v(n)

∞∑

k =0

hk u(n−k)
)

=

∞∑

k =0

hk E[v(n)u(n−m)]︸ ︷︷ ︸
0

= 0,

avec une vérification analogue pour montrer queE[v(n) ŷ(n)] = 0. Ainsi, la présence
d’un bruit de sortie ne modifie la fonction de coût que par l’addition d’une constante
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E[v2(n)] :

J(â, b̂) = E{[d(n) − ŷ(n)]2}
= E{y(n) − ŷ(n) + v(n)]2}
= E{[y(n) − ŷ(n)]2} + 2 E{[y(n) − ŷ(n)] v(n)}︸ ︷︷ ︸

0

+ E[v2(n)]

MinimiserJ(â, b̂) revient alors à minimiserE{[y(n) − ŷ(n)]2} qui, à son tour, s’ex-
prime dans le domaine fréquentiel comme une normeL2 pondérée de la différence
entre la fonction inconnuH(z) et son modèlêH(z) :

E{[y(n) − ŷ(n)]2} =
1

2π

∫ π

−π

Suu(eiω) |H(eiω) − Ĥ(eiω)|2dω.

La fonction de pondérationSuu(eiω) est la densité spectrale de puissance du signal
d’entrée :

Suu(eiω) =

∞∑

k =−∞
E[u(n)u(n−k)] eikω

Si l’on arrive à trouver le minimum du critère, on est assuré que la fonctionĤ(z)
résultante sera une meilleure approximation de la fonctionH(z) originelle.

L’inconvénient principal de cette approche concerne l’absence de l’unicité du mi-
nimum dans le cas général. En effet, la fonction de coût n’estpas quadratique vis à
vis des coefficients{âk} du denominateur du modèlêH(z), et des minima locaux
peuvent paraître dans bien de cas. Certaines conditions assurent toutefois l’unicité :
si le degré deH(z) est connu, et si l’on choisit ce même degré pourĤ(z), la fonc-
tion de coût aura un minimum unique [caractérisé parĤ(z) = H(z)] dès lors que
l’entrée{u(n)} est un bruit blanc ou un processus autoregressif de degré 1 [REG 95].
En admettant que ces conditions sont un peu spéciales, le problème de minima locaux
dans le cas général demeure. Toutefois, la pertinence du modèle résultant au minimim
global justifie l’intérêt de la méthode.

Le calcul des gradients est parfois plus facile à mener en utilisant les fonctions
de transfert dans le domaine fréquentiel, bien que le développement des algorithmes
adaptatifs passe plus directement dans le domaine temporel. Nous utilisons dans la
suite alors une notation mixte, qui se comprend sans difficulté en interprétant “z−1”
comme un opérateur de retard :z−1u(n) = u(n−1). Ainsi, siH(z) =

∑
k hk z

−k, le
produitH(z)u(n) s’interprète comme une somme de convolution, car

H(z)u(n) =

∞∑

k =0

hk z
−ku(n) =

∞∑

k =0

hk u(n−k)
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ce qui donne la sortiey(n) d’un filtre attaqué paru(n) et ayant comme fonction de
transfertH(z).

Avec cette notation mixte, on peut écrire, pour l’erreur de sortie

e(n) = y(n) − ŷ(n) + v(n) = [H(z) − Ĥ(z)]u(n) + v(n).

En paramétrant̂H(z) comme une fraction rationnelle :

Ĥ(z) =
B̂(z)

Â(z)
=
b̂0 + b̂1z

−1 + · · · + b̂Mz−M

1 + â1z−1 + · · · + âMz−M

il reste à développer un algorithme de réactualisation des coefficients, en suivant le
gradient négatif de la fonction de coûtJ = E[e2(n)] :

âk(n+1) = âk(n) − µ

2

∂ E[e2(n)]

∂âk

∣∣∣∣
âk=âk(n)

b̂k(n+1) = b̂k(n) − µ

2

∂ E[e2(n)]

∂b̂k

∣∣∣∣
b̂k=b̂k(n)

Pour le calcul de gradient, notons que

∂ E[e2(n)]

∂âk
= 2 E

(
e(n)

∂ŷ(n)

∂âk

)

∂ E[e2(n)]

∂b̂k
= 2 E

(
e(n)

∂e(n)

∂b̂k

)
= −2 E

(
e(n)

∂ŷ(n)

∂b̂k

)

ce qui fait apparaître les signaux de sensibilité∂ŷ(n)/∂âk et∂ŷ(n)/∂b̂k. Par un calcul
direct, ceux-ci deviennent

∂ŷ(n)

∂âk
=

∂Ĥ(z)

∂âk
u(n) =

−z−k

Â(z)
Ĥ(z)u(n)

∂ŷ(n)

∂b̂k
=

∂Ĥ(z)

∂b̂k
u(n) =

z−k

Â(z)
u(n)

La génération des signaux de sensibilité est illustrée dansla figure 5.3, et l’algorithme
de gradient se résume alors comme suit :
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z – 1 b̂ M

e ( n )

H ( z ) v ( n )y ( n )
∂ ˆy ( n )
∂

b̂ 0 ∂ ˆy ( n )
∂

b̂ 1 ∂ ˆy ( n )
∂

b̂ M

∂ ˆy ( n )
∂ ˆa M∂ ˆy ( n )

∂ ˆa 1

− ˆa 1
− ˆa M

̂
H ( z ) – 1b̂ 0 b̂ 1 ˆy ( n )

− ˆa 1
− ˆa M…

z – 1z – 1

z – 1z – 1z – 1
Figure 5.3. Génération des signaux de sensibilité pour la configurationen

erreur de sortie.

• Disponible à l’instantn :
signaux d’état∂ŷ(n−1)/∂b̂k et∂ŷ(n−1)/∂âk, k = 0, 1, . . . ,M−1.

• Récurrence d’état :
∂ŷ(n)

∂b̂k
=
∂ŷ(n−1)

∂b̂k−1

k = 1, 2, . . . ,M ;

∂ŷ(n)

∂b̂0
= u(n) −

M∑

k = 1

âk(n−1)
∂ŷ(n)

∂bk

• Sortie du filtre :

ŷ(n) =

M∑

k = 0

b̂k(n−1)
∂ŷ(n)

∂bk

e(n) = d(n) − ŷ(n)
• Post filtre :
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∂ŷ(n)

∂âk
=
∂ŷ(n−1)

∂âk−1
k = 1, 2, . . . ,M ;

∂ŷ(n)

∂â0
= ŷ(n) −

M∑

k = 1

âk(n−1)
∂ŷ(n)

∂âk

• Réactualisation des coefficients :

âk(n+1) = âk(n) + µ e(n)
∂ŷ(n)

∂âk
, k = 1, 2, . . . ,M ;

b̂k(n+1) = b̂k(n) + µ e(n)
∂ŷ(n)

∂b̂k
, k = 0, 1, . . . ,M ;

En pratique, l’algorithme devrait être accompagné d’un test de stabilité, qui
consiste à examiner périodiquement si le polynôme “gelé”Â(z, n) = 1 +∑

k âk(n) z−k est à minimum de phase.3

L’inconvénient principal de la méthode de gradient en erreur de sortie est la pos-
sibilité que l’algorithme se piège dans un minimum local. Cette considération nous
motive pour examiner d’autres algorithmes qui sont pilotéspar l’erreur de sortie, sans
toutefois suivre le gradient de sa variance. Ainsi, un minimum local dans la variance
de sortie n’a aucune raison de paraître comme un point attracteur d’un algorithme qui
ne suit pas ce gradient. Par ce même raisonnement, on constate que le minimum global
n’aura pas de raison non plus de paraître comme un point attracteur, à cette différence
près que, au moins dans le cas de modélisation exacte, l’erreur de sortie s’annule iden-
titiquement au minimum global si le bruit de sortie est absent. Nous présentons deux
approches alternatives dans les paragraphes suivants qui visent à éliminer l’erreur de
sortie : la méthode de Steiglitz-McBride, et les algorithmes fonctionnant selon le prin-
cipe d’hyperstabilité.

5.5. Méthode de Steiglitz et McBride

Cette méthode a été proposée d’abord comme une méthode itérative [STE 65] qui
fonctionne en temps différé, puis réinterprétée comme un algorithme en filtrage adap-
tatif [STO 81], [FAN 86], capable de fonctionner en temps réel. Nous développons
d’abord la version en temps différé, et puis nous expliquonscomment l’algorithme en
temps réel en résulte.

Revenons à la minimisation d’une erreur d’équation, qui utilise non pas les sé-
quences d’entrée et de référence directement, mais plutôt des versions pré-filtrées de

3. A parler proprement, ce test de stabilité n’est pas valabledans le cas non stationnaire général
(voir, par exemple, [REG 95, exemple 6.3 et problème 6.9]), mais s’avère utilisable si les co-
efficients varient suffisamment lentement, condition obtenue lorsque le pas d’adaptationµ est
choisi suffisamment petit.
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ces dernières. Plus précisément, soitk un indice d’itération, et supposons qu’il nous
reste un préfiltre1/Âk−1(z) depuis l’itération précédente :

1

Âk−1(z)
=

1

1 + â1,k−1 z−1 + · · · + âM,k−1 z−M

Nous appliquons ce préfiltre aux séquences d’entrée{u(n)} et de référence{d(n)}
afin de générer des signaux préfiltrés, notés{u′(n)} et{d′(n)} [voir figure 5.4(a)]. A
partir de ces séquences préfiltrées, nous cherchons deux polynômes, notés

Âk(z) = 1 + â1,k z
−1 + · · · + âM,k z

−M

B̂k(z) = b̂0,k + b̂1,k z
−1 + · · · b̂M,k z

−M

qui minimisent la variance d’une erreur d’équation :

e(n) = Âk(z) d′(n) − B̂k(z)u′(n)

= d′(n) +
M∑

j = 1

âj,k d
′(n−k) −

M∑

j =0

b̂j,k u
′(n−k)

Le polynômeÂk(z) obtenu au point minimum est inversé en1/Âk(z), ce dernier
remplaçant le préfiltre pour la prochaine itération. La procédure continue jusqu’à ce
qu’un point stationnaire s’obtienne, caractérisé parAk(z) = Ak−1(z) ; comme nous
voyons dans la figure 5.4(b), à un point stationnaire, la branche à droite se simplifie en
un chemin directe, tandis que la branche à gauche rend le modèle rationnelĤ(z) =

B̂k(z)/Âk(z). Ainsi, à un point stationnaire, l’erreur d’équation avec préfiltrage se
transforme en une erreur de sortie.

5.5.1. Dev́eloppement Algorithmique

Considérons d’abord le cas où le préfiltre1/Âk−1(z) est fixe. La minimisation
de l’erreur d’équation peut faire appel à un algorithme de gradient, adapté directe-
ment depuis le paragraphe 5.3.1. D’abord, les signaux préfiltrés sont générés par les
récurrences autoregressives ustilisant les valeurs finales de l’itérationk − 1 :

d′(n) = d(n) −
M∑

j = 1

âj,k−1 d
′(n−j)

y′(n) = y(n) −
M∑

j =1

âj,k−1 u
′(n−j) (5.10)
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e ( n )

H ( z ) v ( n )y ( n ) 1
̂

A k
− 1 ( z )1

̂
A k

− 1 ( z )
̂

A k ( z )
̂

B k ( z ) d
′ ( n )u ′ ( n ) P r é fi l t r e sE r r e u rd ’ é q u a t i o n–

d ( n )u ( n )

e ( n )

H ( z ) v ( n )y ( n )
̂

A k ( z )
̂

B k ( z ) –
1

̂
A k ( z )1

̂
A k ( z )

d ( n )ˆy ( n )
̂

H ( z )
(a) (b)

Figure 5.4. (a) Méthode en erreur d’équation appliquée aux signaux
pré-filtrés ; (b) système en erreur de sortie obtenu en un point stationnaire.

L’algorithme de gradient s’écrit alors

e(n) = d′(n) +
M∑

j =1

âj,k(n) d′(n−j) −
M∑

j =0

b̂j,k(n)u′(n−j) (5.11)

âj,k(n+1) = âj,k(n) − µ e(n) d′(n−j), j = 1, 2, . . . ,M ; (5.12)

b̂j,k(n+1) = b̂j,k(n) + µ e(n)u′(n−j), j = 0, 1, . . . ,M. (5.13)

Comme écrit, il nous faut trois indices pour chaque coefficient : j est l’indice de co-
efficient dans le polynôme,k indique l’itération en cours, etn désigne l’échantillon
temporel pendant lak-ième itération. En principe, on peut fixerk et laissern augmen-
ter jusqu’à ce que l’algorithme converge, après quoi les préfiltres seront réactualisés
en1/Âk(z), le compteurn remis à0, et lek + 1-ième itération pourra commencer.
Cette approche donne ainsi une séquence des problèmes à résoudre, avec le résultat
d’un problème fournissant le préfiltre pour le problème suivant.

Une méthode pour accélérer la procédure est de réactualiserles préfiltres en même
temps que les coefficients, ce qui est obtenu en remplaçantâj,k−1 dans le préfiltre
par âj(n) fourni par l’algorithme d’adaptation ; l’indicek (d’itération) devient alors
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superflu. Ainsi, les séquence préfiltrées de (5.10) deviennent des récurrences non sta-
tionnaires (car à coefficients variables) :

d′(n) = d(n) −
M∑

j = 1

âj(n) d′(n−j) (5.14)

y′(n) = y(n) −
M∑

j =1

âj(n)u′(n−j) (5.15)

La première ligne permet d’exprimerd(n) sous la forme

d(n) = d′(n) +

M∑

j =1

âj(n) d′(n−j),

qui est reconnue comme le premièr terme du membre à droite de (5.11) dans le calcul
de l’erreur d’équation (après avoir enlevé l’indicek superflu). Ainsi, on constate que
l’erreur d’équation avec préfiltrage se transforme en une erreur de sortie :

e(n) = d′(n) +

M∑

j =1

âj(n) d′(n−j)
︸ ︷︷ ︸

d(n)

−
M∑

j =0

b̂j(n)u′(n−j)
︸ ︷︷ ︸

ŷ(n)

En retenant la réactualisation des coefficients de (5.12) et(5.13), et la réactualisa-
tion des signaux pré-filtrés de (5.14) et (5.15), nous avons l’algorithme de Steiglitz-
McBride en forme de filtre RII adaptatif. L’algorithme est résumé ainsi :

Disponible à l’itérationn :
Coefficients du filtre

âk(n), k = 1, 2, . . . ,M ;
b̂k(n), k = 0, 1, . . . ,M ;

Etats des préfiltres
u′(n−k) etd′(n−k), k = 1, 2, . . . ,M ;

Nouvelles données: échantillon d’entréeu(n) ; échantillon de référenced(n).
Calcul d’erreur de sortie:

u′(n) = u(n) −
M∑

k =1

âk(n)u′(n−k)

ŷ(n) =
M∑

k = 0

b̂k(n)u′(n−k)

e(n) = d(n) − ŷ(n)
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Réactualisation des coefficients:
âk(n+1) = âk(n) − µ e(n) y′(n−k), k = 1, 2, . . . ,M ;
b̂k(n+1) = b̂k(n) + µ e(n)u′(n−k), k = 0, 1, . . . ,M ;

Préfiltre de sortie:

y′(n) = y(n) −
M∑

k =0

âk(n+1) y′(n−k).

5.6. Algorithmes à Base d’Hyperstabilité

Les algorithmes dans cette classe remontent aux travaux de I. LANDAU [LAN 76]
qui a reconnu l’intérêt d’appliquer la théorie de stabilitédes systèmes non linéaires
pour établir la convergence d’un système adaptatif.

Considérons la configuration illustrée dans la figure 5.5, comportant un système
linéaire et invariant dans le temps, caractérisé par une fonction de transfertF(z), bou-
clé par une loi de contreréaction qui est, en général, non linéaire et non stationnaire.
Le théorème d’hyperstabilité [POP 63], [AND 68] affirme que le système bouclé est
asymptotiquement stable, en ce sens queǫ(n)

n→∞→ 0 pour toute condition initiale, si
les deux conditions suivantes sont réunies :

1) La fonction de transfert de la partie linéaire et invariante dans le temps est stric-
tement réelle positive (SPR) Ceci veut dire que la partie réelle de sa réponse fréquen-
tielle est strictement positive :

ReF(eiω) > 0, pour toutω.

Cette contrainte équivaut à dire que la valeur absolue de la phase deF(eiω) est stric-
tement inférieur àπ/2 radians pour toutω.

2) La loi de contreréaction vérifie l’inégalité de Popov :

n∑

k =0

ǫ(n) s(n) ≥ −γ2, pour toutn,

pour une certaine constanteγ qui peut dépendre de la condition initiale. L’inégalité
indique que l’excursion négative de la somme est bornée ; l’excursion positive peut,
en revanche, être non bornée.

Différentes démonstrations sont disponibles [POP 63], [AND 68], [REG 95] ; nous
nous contentons ici de montrer comment le problème d’identification peut être refor-
mulé afin de tirer profit de ce résultat.

Pour commencer, faisons l’hypothèse que le système inconnuest véritablement
une fraction rationnelle d’un degré connu, disonsM , et supposons dans un premier
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n o n l i n é a i r en o n s t a t i o n n a i r eF ( z ) ε ( n )0 –s ( n )
Figure 5.5. Système linéaire et invariant dans le tempsF(z) bouclé par une

loi de contreréaction non linéaire et non stationnaire.

temps que la bruit de sortie{v(n)} est absent. Dans ce cas, on retrouved(n) = y(n),
oùy(n) vérifie

y(n) =
B(z)

A(z)
u(n)

ou encore

A(z) y(n) = B(z)u(n).

En écrivant explicitement les deux polynômes

A(z) = 1 + a1 z
−1 + a2 z

−2 + · · · + aM z−M

B(z) = bo + b1 z
−1 + b2 z

−2 + · · · + bM z−M

et en se rappelant quez−1 désigne l’opérateur de retard, le comportement entrée–
sortie prend la forme d’une équation aux différences :

y(n) = −
M∑

k =1

ak y(n−k) +
M∑

k = 0

bk u(n−k).

Mettons maintenant en parallèle un modèle ajustable :

ŷ(n) = −
M∑

k =1

âk(n) ŷ(n−k) +

M∑

k = 0

b̂k(n)u(n−k),
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a l g o r i t h m ed ’ a d a p t a t i o n
0 –s ( n ) 1A ( z ) e ( n )

Figure 5.6. Première tentative d’écrire l’erreur de sortie dans la forme de la
figure 5.5 ; la fonction1/A(z) n’est pas toujours strictement réelle positive.

a l g o r i t h m ed ’ a d a p t a t i o n
0 –s ( n ) 1A ( z ) e ( n ) C ( z ) ε ( n )F ( z )

Figure 5.7. Version corrigée en ajoutant un filtre de compensationC(z),
choisi pour queC(z)/A(z) soit strictement réelle positive.

où les cofficients{âk(n)} et {b̂k(n)} restent à déterminer. L’erreur de sortiee(n) =
y(n) − ŷ(n) vérifie ainsi une équation aux différences

e(n) = −
M∑

k = 1

ak [y(n−k) − ŷ(n−k)]︸ ︷︷ ︸
e(n−k)

+

M∑

k = 1

[âk(n) − ak] ŷ(n−k) +

M∑

k =0

[bk − b̂k(n)]u(n−k)
︸ ︷︷ ︸

s(n)

Ceci admet une représentation schématique illustrée dans la figure 5.6. Le schéma
commence à ressembler à celui de la figure 5.5, à une faute près: la fonction de
transfert1/A(z) n’est pas garantie d’être strictement réelle positive (SPR).

Puisque le signal d’erreure(n) est directement disponible, on peut envisager
d’ajouter un filtre de compensationC(z) = 1+ c1z

−1 + · · ·+ cMz−M qui donne une
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erreur filtrée, selon

ǫ(n) = C(z) e(n) = e(n) + c1 e(n−1) + · · · + cM e(n−M),

comme illustré dans la figure 5.7. La partie linéaire et invariante dans le temps de-
vient ainsiC(z)/A(z), et en choisissant correctement les coefficients{ck}, on peut
s’assurer que la fonctionC(z)/A(z) devient strictement réelle positive. Pour s’en
convaincre, notons qu’avec le choixC(z) = A(z), on retrouveC(z)/A(z) = 1,
qui est certainement strictement réelle positive. D’une manière plus générale, tant que
les coefficients{ck} sont choisis dans un voisinage adéquat des coefficients{ak}, la
phase deC(eiω)/A(eiω) a de bonnes chances de rester inférieur àπ/2 radians, ce qui
assure la réalité positive stricte.

Il reste maintenant a concevoir un algorithme d’adaptationqui impose la satisfac-
tion de l’inégalité de Popov. Ceci a été achevé d’abord par Landau [LAN 76], qui
a développé un algorithme dont la complexité de calcul étaitdeO(M2) opérations
par itération. Un algorithme simplifié a été proposé par Johnson [JOH 79], algorithme
qui s’avère être un cas limite de l’algorithme de Landau, mais dont la complexité se
ramène àO(M) opérations par itération. L’algorithme a été baptisé HARF (= Hyper-
stable Adaptive Recursive Filter), et a la particularité denécessiter la propagation des
erreurs a priori (c’est-à-dire, ce qui résulte avant de réactualiser les coefficients) et a
posteriori (après réactualisation les coefficients) ; il serésume ainsi :

Algorithme HARF

Disponible à l’itérationn :

– Coefficients du filtre adaptatif :

âk(n), k = 1, 2, . . . ,M ;

b̂k(n), k = 0, 1, . . . ,M.

– Etats du filtre adaptatif :

u(n−k) et x(n−k), k = 1, 2, . . . ,M ;

– Coefficients et états du filtre de compensation :

ck et ē(n−k), k = 1, 2, . . . ,M.

Nouvelles données :échantillon d’ent́reeu(n) ; échantillon de référenced(n).
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Calcul d’erreur a priori :

ŷ(n) = −
M∑

k = 1

âk(n)x(n−k) +
M∑

k = 0

b̂k(n)u(n−k)

e(n) = d(n) − ŷ(n)

ǫ(n) = e(n) +

M∑

k = 1

ck ē(n−k)

Réactualisation des coefficients :

µ′ = µ

/(
1 + µ

M∑

k = 1

x2(n−k) + µ

M∑

k = 0

u2(n−k)
)

âk(n+1) = âk(n) − µ′ ǫ(n)x(n−k), k = 1, 2, . . . ,M ;

b̂k(n+1) = b̂k(n) + µ′ ǫ(n)u(n−k), k = 0, 1, . . . ,M.

Erreur a posteriori

x(n) = −
M∑

k =1

âk(n+1)x(n−k) +

M∑

k =0

b̂k(n+1)u(n−k)

ē(n) = d(n) − x(n)

Si le système inconnu est une fraction rationnelle de degréM , et si le bruit de sortie
{v(n)} est absent, on montre [JOH 79] que cet algorithme converge globalement pour
tout µ > 0 à condition, bien entendu, de choisir les coefficients{ck} du filtre de
compensation de telle façon que la fonctionC(z)/A(z) soit strictement réelle positive.
En présence d’un bruit de sortie, on montre [FAN 88] que les propriétés moyennes de
convergence restent intactes ; en particulier, la présenced’un bruit de sortie ne peut
pas biaiser le(s) point(s) de convergence.
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5.7. Algorithme Hyperstable Simplifié

L’algorithme que nous venons de présenter nécessite le calcul des erreurs a priori
et a posteriori, ainsi que des divisions. Nous montrons, toutefois, que lorsqueµ est suf-
fisamment petit, certaines approximations permettent d’arriver à un algorithme encore
simplifié.

Pour commencer, notons que l’algorithme HARF utilise un pasd’adaptation nor-
malisé, sous la forme

µ′ = µ

/(
1 + µ

M∑

k =1

x2(n−k) + µ

M∑

k =0

u2(n−k)
)
.

Pourµ petit, le denominateur est presque constant, car

1 + µ

M∑

k =1

x2(n−k) + µ

M∑

k =0

u2(n−k) ≈ 1, pourµ petit,

ce qui donneµ′ ≈ µ.

Notons ensuite qu’une valeur faible pourµ implique que les coefficients ne
changent que lentement :

âk(n+1) ≈ âk(n) et b̂k(n+1) ≈ b̂k(n)

Ainsi, la sortie a posteriorix(n) est proche de la sortie a prioriy(n) :

x(n) = −
M∑

k =1

âk(n+1)x(n−k) +

M∑

k =0

b̂k(n+1)u(n−k)

≈ −
M∑

k =1

âk(n)x(n−k) +
M∑

k =0

b̂k(n)u(n−k)

= ŷ(n)

A lieu de stocker donc les anciennes valeurs{x(n−k)}M
k=1 dans le filtre récursif, on

peut stocker leurs valeurs approchées{ŷ(n−k)}M
k=1, sans trop changer le comporte-

ment du filtre adaptatif. De la même manière, les anciennes erreurs de sortie a pos-
teriori {ē(n−k)}M

k=1 cèdent leur place aux erreurs a priori{e(n−k)}M
k=1. Avec ces

modifications, on arrive au filtre hyperstable simplifié, baptisé SHARF (= Simplified
Hyperstable Adaptive Recursive Filter) [LAR 80] :
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Algorithme SHARF

Disponible à l’itérationn :

– Coefficients du filtre adaptatif :

âk(n), k = 1, 2, . . . ,M ;

b̂k(n), k = 0, 1, . . . ,M.

– Etats du filtre adaptatif :

u(n−k) et y(n−k), k = 1, 2, . . . ,M ;

– Coefficients et états du filtre de compensation :

ck et e(n−k), k = 1, 2, . . . ,M.

Nouvelles données :échantillon d’ent́reeu(n) ; échantillon de référenced(n).

Calcul d’erreur de sortie :

ŷ(n) = −
M∑

k = 1

âk(n) ŷ(n−k) +

M∑

k =0

b̂k(n)u(n−k)

e(n) = d(n) − ŷ(n)

ǫ(n) = e(n) +

M∑

k = 1

ck e(n−k)

Réactualisation des coefficients :

âk(n+1) = âk(n) − µ ǫ(n) ŷ(n−k), k = 1, 2, . . . ,M ;

b̂k(n+1) = b̂k(n) + µ ǫ(n)u(n−k), k = 0, 1, . . . ,M.

5.8. Convergence des Algorithmes en Erreur de Sortie

A la différence de la méthode en erreur d’équation, dont la fonction de coût est
quadratique, les méthodes en erreur de sortie soit présentent une fonction de coût non
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quadratique (méthode de gradient en erreur de sortie), soitn’admettent pas d’interpré-
tation en termes de recherche d’un point minimum (méthodes de Steiglitz-McBride
et d’hyperstabilité). Leurs propriétés de convergence sont donc moins immédiates à
déduire, et ne sont que partiellement maîtrisées dans le cassous-modélisé [REG 95].

Toutefois, certaines propriétés de convergence peuvent être démontrées dans le cas
de modélisation suffisante, grâce à la technique qui associeà un algorithme adaptatif
une équation différentielle ordinaire. (voir Chapitre 3).Nous résumons dans ce para-
graphe la stabilité des équations différentielles associées aux algorithmes en erreur de
sortie, et présentons certains résultats applicables au cas sous-modélisé lors du para-
graphe 5.9.

Commençons par ranger les coefficients{âk} et{b̂k} dans un vecteurw :

w =




â1

...
âM

b̂0
...
b̂M




Les algorithmes présentés jusqu’ici prennent tous la forme

w(n+1) = w(n) + µ e(n)ψ(n) (5.16)

avecµ le pas d’adaptation,e(n) un signal d’erreur, etψ(n) un vecteur de regresseurs
filtrés, dont la forme exacte varie en fonction de l’algorithme. L’approche à base d’une
équation différentielle associée s’applique lorsque le pas d’adaptationµ est choisi
suffisament petit et d’autres conditions de régularité sontvérifiées ; voir [BEN 87],
[KUS 84], [FAN 88] pour des énoncés plus précis. Cette approche permet de faire un
lien probabiliste entre l’algorithme de réactualisation (5.16) d’une part, et une équation
différentielle d’autre part sous la forme

dw(t)

dt
= E[e(n)ψ(n)|w]

∆
= f(w) (5.17)

où l’espérance du membre à droite est évaluée pour des coefficients fixes dansw, le
résultat variant en fonction dew, ce qui donne le termef(w) qui pilote la dérivé
temporelledw/dt du membre à gauche. Pourµ petit, on montre [BEN 87], [KUS 84]
qu’un point stationnaire, notéw∗, sera un point attracteur de l’équation différentielle
[5.17] si et seulement si ce même point est un point attracteur de l’équation de réac-
tualisation [5.16], en ce sens “probabiliste” que

P(‖w(n) − w∗‖ < C) > 1 − δ, pourn grand,
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où les constantesC et δ diminuent avecµ. D’une manière informelle, la convergence
en probabilité se traduit par les estimées des coefficientsw(n) s’approchant d’un voi-
sinage d’un point attracteurw∗ et y restant par la suite, tout comme des mouches
autour d’une ampoule électrique.

Nous examinons donc les équations différentielles qui s’associent aux algorithmes
d’adaptations obtenus jusqu’ici.

5.8.1. Méthode de Gradient

Le vecteur regresseur de la méthode de gradient est choisi comme la dérivé nega-
tive de l’erreur de sortie :

ψ(n) = − 1

2

de(n)

dw
.

Le terme qui pilote la dérivée devient alors

f(w) = E[e(n)ψ(n)|w]

= −1

2
E

(
e(n)

de(n)

dw

)

= −dE[e2(n)]

dw

et l’équation différentielle associée prend la forme

dw

dt
= −dE[e2(n)]

dw
. (5.18)

Le comportement de cette équation différentielle se déduitaisément en considérant
une fonction dite de Lyapunov, ici sous la forme :

L(w) = E[e2(n)|w] .

En tenant compte de l’équation différentielle (5.18), la fonctionL(w) est contrainte
de décroître avec le temps :

dL

dt
=

[
dL

dw

]t
dw

dt

= −
∥∥∥∥
dE[e2(n)]

dw

∥∥∥∥
2
{
< 0, dE[e2]/dw 6= 0 ;

= 0, dE[e2]/dw = 0 ;

où nous notons quedL/dw = −dw/dt dans la dernière ligne. Ceci montre que la
fonctionL(w), qui n’est autre que la variance de l’erreur de sortie en fonction des
coefficients du filtre, diminue jusqu’à ce qu’ un point minimum soit atteint. Ce com-
portement est, bien entendu, conforme à l’objectif de l’algorithme de gradient.
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5.8.2. Algorithme de Steiglitz-McBride

En raison de la réactualisation en permanence des préfiltresdans la méthode de
Steiglitz-McBride, l’algorithme ne suit pas le gradient d’une fonction de coût. Ainsi,
l’analogie de la recherche d’un point minimum ne s’appliquepas à cet algorithme.
Toutefois, l’équation différentielle associée est convergente, au moins dans le cas où
l’ordreM choisi pour le filtre adaptatif coïncide avec le degré du système à identifier
[STO 81], [FAN 88].

Le vecteur regresseur dans l’algorithme Steiglitz-McBride paraît comme

ψ(n) =




−d′(n−1)
...

−d′(n−M)
u′(n)

...
u′(n−M)




où les séquencesd′(n) et u′(n) sont les sorties des filtres tout-pôle appliqués àd(n)
et àu(n) :

d′(n) =
1

Â(z)
d(n) u′(n) =

1

Â(z)
u(n).

L’équation différentielle associée prend alors la forme

dw

dt
= E





e(n)




−d′(n−1)
...

−d′(n−M)
u′(n)

...
u′(n−M)








,

qui, en soi, s’avère difficile à analyser.

Pour rendre cette équation plus maniable, séparons les composantes signaly(n)
et bruitv(n) dans la sortie observéd(n), et examinons l’influence de chacune après
préfiltrage :

d′(n) = y′(n) + v′(n), avec y′(n) =
1

Â(z)
y(n) et v′(n) =

1

Â(z)
v(n)
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On montre [STO 81], [REG 95] que lorsque le bruit{v(n)} est blanc, il ne fait aucune
contribution à l’équation différentielle associée. Ceci permet d’étudier l’équation dif-
férentielle comme si le bruit de sortie était absent ; dans cecas, elle vient

dw

dt
= E






e(n)




−y′(n−1)
...

−y′(n−M)
u′(n)

...
u′(n−M)









. (5.19)

Or, l’erreur de sortiee(n) coïncide avec une erreur d’équation avec préfiltrage :

e(n) = Â(z) y′(n) − B̂(z)u′(n)

= y′(n) +

M∑

k =1

âk y
′(n−k) +

M∑

k =0

b̂k u
′(n−k) (5.20)

Si le système à identifier a une fonction de transfert rationnelle de degréM , on a

y(n) = H(z)u(n) =
B(z)

A(z)
u(n)

ce qui donneA(z) y′(n) −B(z)u′(n) = 0, car

A(z) y′(n) −B(z)u′(n) = A(z)
1

Â(z)
y(n) −B(z)

1

Â(z)
u(n)

=
1

Â(z)

(
A(z)

B(z)

A(z)
−B(z)

)
u(n) = 0.

En développantA(z) y′(n) −B(z)u′(n) = 0, nous avons

0 = y′(n) +

M∑

k =0

ak y
′(n−k) −

M∑

k = 0

bk u
′(n−k),

et en soustrayant cette équation de (5.20), nous obtenons

e(n) =

M∑

k =1

(â− ak) y′(n−k) −
M∑

k = 0

(b̂k − bk)u′(n−k).
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Cette dernière forme poure(n) permet de réécrire l’équation différentielle [5.19] sous
la forme

dw

dt
= E









−y′(n−1)
...

−y′(n−M)
u′(n)

...
u′(n−M)




[
−y′(n−1) · · · −y′(n−M) u′(n) · · · u′(n−M)

]





︸ ︷︷ ︸

R(w)

×




a1 − â1

...
aM − âM

b0 − b̂0
...

bM − b̂M




︸ ︷︷ ︸
w∗ − w

soit
dw

dt
= R(w) (w∗ − w).

Notons queR(w) est une matrice de covariance qui dépend dew, mais elle est symé-
trique et définie positive pour toutw pour lequel le polynômêA(z) est à minimum de
phase. Si nous choissisons maintenant comme fonction de Lyapunov

L(w) = 1
2 ‖w − w∗‖2

sa dérivée temporelle devient

dL

dt
=

[
dL

dw

]t
dw

dt

= −(w∗ − w)tR(w) (w∗ − w)

{
< 0, w 6= w∗ ;

= 0, w = w∗ ;

carR(w) est définie positive. Ceci montre quew(t) tend globalement versw∗ lorsque
t→ ∞, et donc que l’équation différentielle associée est globalement convergente.

Notons qu’à la différence de la méthode de gradient, ce résultat de convergence
ne s’applique que si l’ordreM du filtre adaptatif coïncide avec l’ordre du système à



Filtrage RII Adaptatif 229

identifier. Dans le cas sous-modélisé [M < d◦H(z)], la convergence de l’équation
différentielle s’avère difficile à établir. L’obstacle principal provient du fait que le
terme qui pilote l’équation différentielle, en l’occurenceE[ψ(n) e(n)], ne s’interprète
pas comme le vecteur gradient d’une fonction de coût. L’analogie de la recherche d’un
point minimum ne s’applique pas donc à la méthode de Steiglitz-McBride dans le cas
général.

Les expériences de simulation menées dans différentes études (e.g., [FAN 86],
[FAN 90], [FAN 93], [REG 95]) attestent toutefois d’un comportement favorable dans
le cas sous-modélisé : l’algorithme observé converge souvent vers un voisinage du
minimum global de la variance de l’erreur de sortie, même dans les cas où ce critère
présente des minima locaux.

Une question préalable à la convergence dans le cas sous-modélisé concerne l’exis-
tence même des points stationnaires de l’algorithme ; ceux-ci sont obtenus en resolvant
l’équation

E[e(n)ψ(n)|â, b̂] = 0,

qui consiste à trouver les coefficientsâ, b̂ qui annulent la valeur moyenne du terme
de réactualisation des paramètres, si elles existent. Dansla mesure où ce système
est non linéaire vis-à-vis des coefficientsâ, des solutions sous forme analytique sont
difficiles à obtenir. L’article [REG 97] demontre que, au moins dans le cas d’une entrée
{u(n)} blanche, ce système admet toujours une solution pour laquelle le polynôme
Â(z) = 1 +

∑M
k=1 âk z

−k est à minimum de phase, correspondant à une fonction de
transfertĤ(z) = B̂(z)/Â(z) stable.

5.8.3. SHARF

Pour un pas d’adaptationµ choisi suffisamment petit, correspondant à l’adaptation
lente, l’algorithme HARF se simplifie en l’algorithme SHARF(voir paragraphe 5.7),
que nous examinons ici dans le cas où l’ordreM choisi pour le filtre adaptatif coïncide
avec l’ordre du système à identifier.

Le vecteur regresseur paraît maintenant comme

ψ(n) =




−ŷ(n−1)
...

−ŷ(n−M)
u(n)

...
u(n−M)




.
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et donc l’équation différentielle associée prend la forme

dw

dt
= E[ψ(n) ǫ(n)]

Or, lors du paragraphe 5.6 nous avons écritǫ(n) sous la forme

ǫ(n) =
C(z)

A(z)
s(n)

oùs(n) s’écrit

s(n) = −
M∑

k = 1

[ak − âk] ŷ(n−k) +

M∑

k =0

[bk − b̂k]u(n−k)

si les coefficients sont fixes. Ceci permet d’écrire l’équation différentielle sous la
forme

dw

dt
= E









−ŷ(n−1)
...

−ŷ(n−M)
u(n)

...
u(n−M)




·

(
C(z)

A(z)

[
−ŷ(n) · · · −ŷ(n−M) u(n) · · · u(n−M)

])





︸ ︷︷ ︸

R(w)

×




a1 − â1

...
aM − âM

b0 − b̂0
...

bM − b̂M




︸ ︷︷ ︸
w∗ − w

ou bien
dw

dt
= R(w) (w∗ − w).

Notons que la matriceR(w) associée à SHARF n’est pas symétrique, en raison de la
présence de la fonction de transfertC(z)/A(z) appliquée à chaque argument à droite
dans l’opérateur d’espérance. Le lemme suivant montre l’intérêt d’avoirC(z)/A(z)
comme fonction strictement réelle positive :

Lemme 5.1 Supposons qued◦ Ĥ(z) = M (aucune compensation pôle-zéro). Si la
fonctionC(z)/A(z) est strictement réelle positive, la matriceR(w) + Rt(w) est
définie positive.
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Pour une démonstration, voir [LJU 77], [REG 95, p. 512]. Grâce à ce lemme, nous
pouvons maintenant choisir comme fonction de Lyapunov

L(w) = 1
2‖w∗ − w‖2.

Sa dérivée temporelle devient

dL

dt
=

[
dL

dw

]t
dw

dt

= −(w∗ − w)tR(w) (w∗ − w)

= − 1
2 (w∗ − w)t[R(w) + Rt(w)] (w∗ − w)

{
< 0, w 6= w∗ ;

= 0, w = w∗.

On en déduit quew(t) converge globalement versw∗ lorsquet → ∞. Ce résultat de
convergence ne s’applique que si l’ordre du filtre adaptatifest choisi correctement ;
dans le cas sous-modélisé, l’algorithme ne suit pas le gradient d’une fonction de coût,
et donc l’analogie de la recherche d’un point minimum ne s’applique pas en général à
cet algorithme.

L’existence des points stationnaires dans le cas sous-modélisé amène vers l’étude
des solutions de l’équation

E[e(n)ψ(n)|â, b̂] = 0,

qui consiste à chercher des coefficientsâ, b̂ qui annulent la valeur moyenne du
terme de réactualisation des coefficients. Dans l’article [REG 99], nous avons démon-
tré que ce système admet toujours une solution pour laquellele polynômeÂ(z) =

1+
∑M

k=1 âkz
−k est à minimum de phase, moyennant une contrainte raisonnable que

la densité spectrale de puissance du signal d’entrée soit bornée et non nulle pour toute
fréquence.

Soit Â∗(z) le polynôme obtenu en un point stationnaire. Selon les études menées
dans [JOH 81], [AND 82], si le filtre de compensationC(z) est choisi pour assurer que
la fonctionC(z)/Â∗(z) soit strictement réelle positive, l’algorithme devrait converger
vers un voisinage du point stationnaire en question, au moins pour l’adaptation lente.

5.9. Approximation dans le Cas Sous-Modélisé

Dans le cas sous-modélisé, l’erreur de sortie résiduelle sera non nulle quel que
soit le réglage des coefficientŝa, b̂ du filtre Ĥ(z) ; la notion d’identification au sens
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littéral est donc inapplicable. Il est légitime, toutefois, d’examiner si, à un point de
convergence, le modèlêH(z) fournit une approximation adéquate du système in-
connuH(z). Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultats dans ce sens,
applicables lorsque l’entrée est un bruit blanc.

Revenons à la fonction de transfert

H(z) =
∞∑

k =0

hk z
−k.

A partir de sa réponse impulsionnelle{hk}, on introduit la forme de HankelΓH , qui
est une matrice infinie et constante le long de chaque anti-diagonale :

ΓH =




h1 h2 h3 · · ·
h2 h3 h4 · · ·
h3 h4 h5 · · ·
...

...
... . .

.


 .

Notons que cette matrice exclut le termeh0. La norme euclidienne induite

‖ΓH‖ ∆
= sup

‖x‖= 1

‖ΓHx‖

donne, par définition, lanorme de HankeldeH(z). On montre [GLO 84], [GEN 81]
que cette norme se situe entre les normesL2 etL∞ :

( ∞∑

k =1

h2
k

)1/2

≤ ‖ΓH‖ ≤ sup
ω

∣∣∣∣
∞∑

k = 1

hk e
jω

∣∣∣∣ (5.21)

où nous notons que le termeh0 est toujours exclu. Selon le théorème de Krone-
cker [ADA 71], la matrice infinie de HankelΓH sera de rang fini, disonsN , si et
seulement siH(z) est une fraction rationnelle de degréN . Pour les systèmes phy-
siques rencontrés dans les applications, on a souvent de mala déduire un rang fini
pour la matrice de Hankel ; voir, pour exemple, [LIA 98] pour une étude des degrés
des chemins d’écho acoustique.

Le modèle ajustablêH(z) est contraint d’avoir un degréM , et donc sa forme de
Hankel aura un rang égal àM :

rang




ĥ1 ĥ2 ĥ3 · · ·
ĥ2 ĥ3 ĥ4 · · ·
ĥ3 ĥ4 ĥ5 · · ·
...

...
... . .

.




︸ ︷︷ ︸
ΓĤ

= M
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Le problème d’approximation par norme de Hankel consiste, àpartir d’une matrice de
HankelΓH de rang arbitraire (mais supposé “grand”), à trouver une matrice de Hankel
ΓĤ de rang inférieur qui est la plus proche par norme matricielle induite :

min
rang Γ

Ĥ
= M

‖ΓH − ΓĤ‖

Si σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ · · · ≥ 0 désignent les valeurs singulières deΓH , un résultat
classique en analyse matricielle [HOR 88] montre queσM+1 est la distance entreΓH

et l’ensemble de matrices de rangM . En plus, une approximation optimale de rang
M peut être construite en tronquant la décomposition en valeurs singulières deΓH à
sesM premiers termes. Une telle approximation, toutefois, ne donne pas une matrice
de Hankel en général, et donc ne donne pas une solution à notreproblème carΓĤ est
contrainte d’être elle aussi une matrice de Hankel.

Adamjan, Arov et Krěın [ADA 71] ont toutefois démontré un résultat remar-
quable : une matrice de Hankel infinie admet toujours une approximation optimale
qui garde sa structure de Hankel. On aura donc :

min
rang Γ

Ĥ
≤M

‖ΓH − ΓĤ‖ = σM+1.

En plus, il existe une matrice de Hankel uniqueΓĤ , de rang ne dépassant pasM , qui
atteint la borne.

Par l’inégalité entre la normeL2 et la norme de Hankel (5.21), on a

( ∞∑

k =1

(hk − ĥk)2
)1/2

≤ ‖ΓH − ΓĤ‖

Puisque le membre à droite admetσM+1 comme valeur minimum, on en déduit une
borne applicable à l’approximation par normeL2 :

min
d◦ Ĥ(z)= M

‖H(z)− Ĥ(z)‖2 = min
d◦ Ĥ(z)= M

( ∞∑

k =1

(hk − ĥk)2
)1/2

≤ σM+1 (5.22)

(en veillant à choisir̂h0 = h0, bien entendu). On peut aussi montrer une borne appli-
cable à la normeL∞ [GLO 84] :

min
d◦ Ĥ(z)= M

‖H(z)− Ĥ(z)‖∞ ≤ σM+1 + σM+2 + σM+3 + · · ·

Ces bornes prouvent que siσM+1 est “petite” alorsH(z) est “proche” d’une fonction
rationnelle de degréM , par norme de Hankel, normeL2, ou normeL∞.
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Considérons maintenant l’algorithme de gradient en erreurde sortie. Si les coef-
ficients â, b̂ sont fixes et l’entrée{u(n)} est blanche, la fonction de coût s’exprime
comme

E[e2(n)] = E{[(d(n) − ŷ(n)]2}

= E

[(
v(n) +

∞∑

k =0

(hk − ĥk)u(n− k)

)2
]

= E[v2(n)] + E[u2(n)]

∞∑

k =0

(hk − ĥ2
k)2

︸ ︷︷ ︸
‖H(z) − Ĥ(z)‖2

2

+

∞∑

k = 0

(hk − ĥk) E[v(n)u(n−k)]︸ ︷︷ ︸
0

= E[v2(n)] + E[u2(n)] · ‖H(z) − Ĥ(z)‖2
2

car le bruit de sortie{v(n)} est supposé indépendant de l’entrée{u(n)}. En tenant
compte de la borne (5.22) applicable au minimum global du critère à normeL2, nous
déduisons qu’au point minimum global,

E[e2(n)]

E[u2(n)]
≤ E[v2(n)]

E[u2(n)]
+ σ2

M+1.

Ainsi, si σm+1 est petit, le modèlêH(z) fourni par la méthode de gradient au mini-
mum global est garanti d’être une bonne approximation du système inconnu. Notons
toutefois que d’éventuels minima locaux risquent de fournir des modèles donnant une
erreur résiduelle importante, ce qui est un inconvénient majeur de la méthode de gra-
dient.

Pour la méthode de Steiglitz-McBride, si l’entrée{u(n)} est blanche, en chaque
point stationnaire on a la borne suivante [REG 96] :

‖H(z)− Ĥ(z)‖2
2 ≤ σ2

M+1 +
max

ω
Sv(e

jω) − E[v2(n)]

E[u2(n)]

oùSv(ejω) est la densité spectrale de puissance du bruit de sortie. Si le bruit de sortie
est blanc, on aSv(e

jω) = E[v2(n)] pour toutω, et la borne se simplifie en

‖H(z) − Ĥ(z)‖2 ≤ σM+1.
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Ainsi, si σM+1 est petit, un point stationnaire de l’algorithme est garanti de fournir
une bonne approximation du système inconnu. Notons que la méthode de Steiglitz-
McBride peut, dans certains cas, admettre des points stationnaires multiples [FAN 90].
La non unicité, pourtant, n’est pas gênante, en ce sens que laborne ci-dessus s’ap-
plique à chaque point stationnaire.

Soit maintenant̂Hmin(z) la fonction qui minimise globalement la variance de l’er-
reur de sortie, et soit̂HSM(z) la fonction de transfert obtenue à un point station-
naire de l’algorithme de Steiglitz-McBride. Puisque‖H(z) − Ĥmin(z)‖2 ≤ σM+1

et‖H(z)− ĤSM(z)‖2 ≤ σM+1, nous obtenons, par l’inégalité triangulaire,

‖Ĥmin(z) − ĤSM(z)‖2 = ‖[H(z) − ĤSM(z)] + [H(z) − Ĥmin(z)]‖2

≤ ‖H(z) − ĤSM(z)‖2 + ‖H(z) − Ĥmin(z)‖2

≤ 2 σM+1.

Cette inégalité prouve que, lorsqueσM+1 est petit, un point stationnaire de l’algo-
rithme de Steiglitz-McBride sera proche du minimum global de la variance de l’erreur
de sortie.

5.10. Conclusions

Nous avons présenté les algorithmes principaux pour le filtrage RII adaptatif, ainsi
que divers résultats concernant les propriétés de convergence et de modélisation. Par
souci de simplicité, nous avons examiné seulement la réalisation du filtre adaptatif en
forme directe. Cette forme de réalisation présente un inconvénient majeur : sa stabilité
dans les environnements non stationnaires est difficile à assurer. Cette considération
favorise le développement d’algorithmes pour d’autres forme de réalisation, notam-
ment la forme en treillis qui a le mérite de rester stable pendant l’adaptation [REG 95].
Le lecteur qui souhaitent étudier en plus de profondeur ces autres formes d’algo-
rithmes pourrait consulter les références [JOH 84], [SHY 89], [REG 92], [MIA 94],
[REG 95], [LOP 01].
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d’ajustement du LMS, 50
d’ajustement du NLMS, 56
d’équation, 200, 214
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de sortie (méthode), 209
quadratique du RLS, 67
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(EQMR), 51
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Estimateur (propriétés statistiques), 37
Estimation

bayésienne, 21
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optimale, 20
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de Kalman, 24
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stochastique, 205
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Hyperstabilité, 217
Théorème de Popov, 217

Identification, 19, 200
Indépendance asymptotique, 40
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Kushner

Théorème de convergence p.s., 113
Lemme d’inversion matricielle, 61, 149
Liapounoff

Equation de, 121
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de vraisemblance, 68, 143, 209
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Modélisation RII, 105
Modélisation

ARMA, 100
Moindres carrés, 27

étendus (ELS), 107
lien avec l’APA, 76
récursifs, 60

Mouvement brownien, 121
Newton (Algorithme de), 31, 32
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NLMS, 54
Non linéaire (estimation), 20
Non-stationnarité

Degré de, 125
Norme

de Hankel, 232
ODE, 107

Méthode de l’, 111, 224
Poursuite

d’une régression variable, 124
Préfiltrage, 213
Projection orthogonale, 22
Puissance itérée (méthode de), 134
QR (décomposition), 186
Quasi-Newton

(Algorithme de), 32, 106
stochastique, 61

Quotient de Rayleigh, 137
Régression linéaire, 64, 68
Régularisation, 77
Regression

linéaire variable, 124
Représentation Markovienne, 108
RLS, 61

à oubliλ, 63
déterministe, 65

RML, 106
Schur

complément de, 202
SHARF (Algorithme), 222
Sous-gaussienne (loi), 102
Sous-modélisation, 207, 229, 231
Soustraction de bruit, 18
SPR (Condition), 115, 116, 217, 230

Stabilité
en m.q. du LMS, 51
exponentielle du LMS, 49
système non linéaire, 217

Stabilité, 108
au sens de Liapounoff, 114
de l’ODE, 113
exponentielle des transitoires, 112
globale d’un attracteur, 115

Steiglitz-McBride
méthode, 213
Algorithme, 216
Convergence, 226

Théorème
de Gauss-Markov (RLS), 68
de Limite Centrale, 37, 69, 119, 121
de projection, 22

Toeplitz (matrice de), 147
Transitoire

du LMS, 47
du RLS, 65

Treillis, 169
adaptatif d’un filtre de Wiener RIF, 84
gradient et variantes, 83
LMS, 84
Moindres Carrés, 85
Moindres Carrés (Burg), 86
Prédicteur en, 172
prédiction linéaire, 81

Unimodalité, 101
Vecteur d’état, 37, 107
Vraisemblance (variable de), 151
Wiener-Lévy (processus de ), 121



Fiche pour le service de fabrication

5.12. *

Auteurs :

sous la direction de
François MICHAUT

Maurice BELLANGER

5.13. *

Titre du livre :

Filtrage adaptatif : théorie et applications
Volume 1

théorie et algorithmes

5.14. *

Titre abrégé :

Filtrage adaptatif

5.15. *

Date de cette version :

28 juin 2005

5.16. *

Contact :

– téléphone : 04 92 94 27 48

– télécopie : 04 92 94 28 96

– Mél : rr@unice.fr

242



Index 243

5.17. *

Logiciel pour la composition :

– LATEX, avec la classeouvrage-hermes.
ls,

– version 1.3, 17/09/2001.

– traité (option treatise) : Oui(chapitres avec différents auteurs)

– livre en anglais (option english) : Non(par défaut en français)

– tracé des limites de page (option cropmarks) : Non(par défaut)

– suppression des en-têtes de page (option empty) : Non(par défaut)

– impression des pages blanches (option allpages) : Non(par défaut)

– césures actives : voir la coupure du mot signal dans le fichier .log


