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Avant-Propos

Le Traité IC2 reléve le double défi de I'accessibilité & toas dciences et tech-
nigues, et du transfert de connaissances, dans le dom&mméation, Traitement du
Signal et Communications. Il était donc nécessaire qu’wsede/olumes fasse le point
sur le Filtrage Adaptatif, domaine qui a connu une grandeitictlans la communauté
du Traitement du Signal et des images depuis les années @%&0I'objectif de cet
ouvrage, qui sera publié en deux volumes :

Volume 1 : Théorie et algorithmes
Volume 2 : Applications du Filtrage adaptatif en Signal elETémmunications

Le Volume 1 présenté ici se situe au niveau des algorithmesalisation adapta-
tive (en ligne, dans des contextes éventuellement nomstetires) des taches d'op-
timisation du TS : les domaines d'applications sont nombigiltrage optimal de
Wiener, annulation d’écho et suppression de bruit, ég@isau filtrage inverse, ana-
lyse spectrale, compression de I'information, modélisgti et plusieurs d’entre eux
seront approfondis dans le Volume 2.

Pour des raisons de simplicité d’écriture et d’énoncé dadtats, nous traiterons
exclusivement du Traitement de Signaux réels monodimansis, méme si la plupart
des méthodes exposées s’étendent a des cas complexes wlinmenisionnels. Nous
nous proposons donc :

1) d’exposer les principes de base et les méthodes généradlesus-tendent la
multiplicité des approches que I'on trouve dans la liti@ratspécialisée : quelques
idées simples doivent servir de guide pour se retrouver cansaquis, pour classifier
les algorithmes particuliers, et étre capable de les adapte besoin spécifique,

2) de donner un acces rapide et direct aux algorithmes, @apcéhension, leur
utilisation, et les résultats que I'on peut en attendre Igpes exemples de base seront
développés et permettront d'illustrer (y compris par desugations) et de comparer
les différents algorithmes,
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3) de donner les résultats mathématiques plus sophistitgeessaires a I'étude
des problemes de convergence des algorithmes : ces conmppoerront alors servir
d’introduction et de guide général pour aborder des ouwafies spécialisés ou des
articles donnés en références.

Cet ouvrage est une synthese de nombreux travaux faits@dosilaine. |l pourra
intéresser aussi bien des étudiants Yet®’ cycle universitaires ou des écoles d’'ingé-
nieurs utilisant le Traitement du Signal, que les ingérdeuwr scientifiques travaillant
dans le domaine du Traitement du Signal et des Télécomntiorisal e langage ma-
thématique utilisé est accessible au scientifique-ingémniini d’'une culture standard
de niveau second cycle universitaire en algébre linéapeosiabilités-statistique. Des
connaissances a ce niveau sont également requises camndesneoncepts de base et
problémes du Traitement du Signal .

Le contenu du livre

Le Chapitre 1 présente le probléme de base du Filtrage deaWidgins sa version
de filtrage RIF. Il est remis dans le contexte général deslgmods d’optimisation en
TS, et on donne ensuite les algorithmes standards d’Analyserique permettant la
résolution de I'optimisation déterministe de la fonctianab(t de Wiener (Gradients,
Moindres carrés).

Le Chapitre 2 étudie les deux grandes classes d’algoritradaptatifs utilisés
pour le Filtrage transverse (RIF) : gradients stochas§qu®S) et Moindres carrés
récursifs (RLS). Ceci constitue I'essentiel des utilisati courantes des traitements
adaptatifs en TS, et les propriétés de convergence y saditésipar des méthodes
spécifiques a ces deux algorithmes. Les variantes inteainésliNLMS, Projection
affine APA, algorithmes en treillis) sont aussi présentéasconvergence et les per-
formances des algorithmes sont étudiés dans les contéatiesinaires.

Le Chapitre 3 étend ces algorithmes a des modéles ou la dond& colt/(6)
n'est plus quadratique eh Les méthodes générales d'étude de la convergence tran-
sitoire, du comportement asymtotique de fluctuation eragan stationnaire, puis de
poursuite de modéle en contexte lentement variable, soetajgpées et illustrées sur
plusieurs exemples simples. En particulier des méthodagpdoximation de sous-
espaces sont développées en détail, en montrant & la faiérét et aussi les limita-
tions des méthodes et résultats généraux de convergence.

Le Chapitre 4 présente plusieurs approches des Algoritlidmeédoindres carrés
rapides (MCR) indispensables pour la mise en oeuvre en tedepsle I'algorithme
RLS : il s’agit de réduire la complexité de calcul pour la rengroportionnelle a
la longueur M du filtre adaptatif. Sont ainsi développés lgsrithmes transversaux
rapides, puis les versions en treillis ou a base de décotigro§IR. Le contrdle de la
stabilité numérique de ces algorithmes est aussi abordé.
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Le Chapitre 5 approfondit le Filtrage RIl adaptatif avecdéfrentes approches
classiques des automaticiens (Equation d’erreur ou Edewsortie, Steiglitz-Mac
Bride, Hyperstabilité). Les propriétés de convergencé données. Ce chapitre com-
pléte donc naturellement les approches des Chapitres 2 et 3.

Contenu du Volume 2

Ch6 Adaptation sans référence : I'algorithme CMA
Inbar Fijalkow, Phillip Regalia

Ch7 Implémentations et problemes associés
Olivier Sentieys

Ch8 Annulation d’écho
Jacob Benesty, André Gilloire, Francois Capman

Ch9 Egalisation et communications
Jacques Palicot, Maurice Bellanger, Inbar Fijalkow

Ch10 Antennes adaptatives, algorithmes avec contrainte
Pascal Chevalier, Jean-Marc Romano

Ch11 Apprentissage non linéaire
Jacques Palicot

Notations Une liste de notations de base est jointe a I'ouvrage. Cepenth
diversité des auteurs ayant travaillé de fagon autonomiesulifférents chapitres n’a
pu permettre une normalisation systématique et unifornsend¢ations. Le lecteur
devra donc en tenir compte et s’adapter a la spécificité daines notations dans
chaque chapitre : nous avons essayé qu'il n'y ait pas d’ahitéigans I'interprétation
de celles-ci dans leur contexte spécifique de chaque ceapitr

Références Chaque chapitre a sa bibliographie intégrée. Les ouvreigasicles
cités sont repérés par nom d’auteur et année, se référabttditgraphie .

Nous remercions chaleureusement tous les auteurs quiemvbulu contribuer a
la réalisation de cet ouvrage, et lui donner ainsi toutedeesse issue de la diversité
de leurs expériences d’enseignants, de chercheurs etdiigs de la communauté
du Traitement du Signal.

Francois Michaut, Maurice Bellanger

le 29 Mai 2005
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Chapitre 1

Filtrage adaptatif : le probleme de base

CONTENU.— Ce chapitre introductif présente la démarche adaptdéivs le contexte
des applications en traitement du signal. La formalisagiotermes d’estimation op-
timale est abordée ainsi que les principales approcheastgpaés. On se concentre
ensuite sur le probléme de base, le plus simple et en méms templus répandu dans
les applications réelles : le filtrage de Wiener RIF (Répdngrulsionnelle Finie) en
contexte stationnaire. Enfin sont abordées les méthodgsimisation standards de
I'analyse numérique qui servent de modéle a la construdismalgorithmes adapta-
tifs. On termine par les propriétés d’ergodisme des siggaiipermettent de relier le
point de vue probabiliste théorique — a la Wiener — et le pdetue déterministe
pratique des méthodes adaptatives de traitement des doamégne.

1.1. Traitement du signal et optimisation
1.1.1. Pourquoi du filtrage adaptatif ?

Les méthodes adaptatives en traitement du signal visetgptation automatique
des opérateurs de traitement aux propriétés statistiqeeesignaux et des systémes,
ainsi que I'adaptation a leurs variations dans le tempsagisdonc d’'un mélange
bien pondéré entre la stationnarité, qui permet grace arageence dans le temps de
propriétés statistiques de se débarrasser, ou tout au eirEduire, les fluctuations
purement aléatoires, et la non-stationnarité, c’estr@ddivariation «lente» au cours
du temps de ces propriétés, sans laquelle il n'y aurait pasitbee I'adaptatif : il
suffirait de calculer une fois pour toute le «filtre optimaligode le mettre en ligne.

Chapitre rédigé par Jean-Mar&BssIERet Frangois MCHAUT.

17
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Ces méthodes ont connu un essor considérable depuis lessa®dédl au dé-
veloppement du traitement numérique et a 'augmentatioistemte de la puissance
des processeurs de traitement (DBRjital Signal Processols permettant la mise
en ceuvre en temps réel d’algorithmes de plus en plus saphésti a des cadences
de plus en plus rapides. Elles sont arrivées a une certaitwitdaaussi bien en ce
qui concerne le développement et I'implémentation desralgoes, que du point de
vue des outils théoriques d’étude des performances. Cétchap propose d’en don-
ner une vue synthétique, non exhaustive mais suffisante, ggrmettre au lecteur
d'y trouver rapidement les outils et résultats qui I'intggent, et éventuellement les
références vers des ouvrages permettant d’approfondaspescts spécifiques.

1.1.2. Quelgues exemples : soustraction de bruit, égalisationdatritification.

Ce paragraphe présente succinctment trois exemplesoglassil’application du
filtrage adaptatif : la soustraction de bruit, I'égalisatet I'identification directe. Ces
exemples ne constituent qu'une infime fraction des apjdicatclassiques du filtrage
adaptatif parmi lesquelles figurent notamment I'annufati®cho, certains codages
de compression, la formation de voies ainsi que de nombsdashkniques de traite-
ment d’antenne. Le lecteur intéressé par des présentaidadiées d’applications du
filtrage adaptatif peut se référer, entre autres, aux estidndateurs [Widrow60, 67,
75] et [Bellanger 85].

Soustraction de bruit. Le schéma typique d’un dispositif de soustraction de bruit
est celuide lafigure (1.1). Un signal observé se composesitumal utile, non observé
gue I'on souhaite estimer, pollué de maniere additive paoruit supposé indépen-
dant du signal utile. Lorsque ce bruit sur I'observationadgenu par filtrage linéaire
d’'une source de bruit auprés de laquelle il est possibleatpln capteur, il devient
envisageable d’estimer le bruit pour ensuite le soustthirsignal observé.

Signal utile

Le signal utile est pollué par une filtrée

x R Signal observé
de la référence bruit

Reférence bruit e inconnu

affectant la référence
bruit

Filtre estimé 67

Estimée

du signal utile

Figure 1.1. Soustraction de bruit.

Egalisation. Le probléme est celui de la figure (1.2) : 'observation est warsion
perturbée par un bruit blanc additifde variancer?, de la sortie d'un filtreH (z) —
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le canal de transmission — attaqué par un bruit blanc nores@nnées transmises).
Le but est d’estimer les données a partir des observatiohsn®hoisit de minimiser
la puissance de l'erreur entre les données transmises ettia du filtre égaliseur,
la meilleure solution linéaire est le filtre de Wiener dontdaction de transfert en
s'écrit

H*(1/27)
H(z)H*(1/z*) + of’

En 'absence de bruitf = 0), W (z) se réduit au filtre inverseé/H. En présence
de bruit, de fortes valeurs du gaiff H peuvent conduire a trop amplifier le bruit, la
solution de Wiener régularise le filtre inverse grace a Isgpen compte de la constante
ot : elle est semblable au filtre inverse aux fréquences poguées le rapport signal
a bruit est fort mais amplifie moins les zones de faible rajpgignal a bruit.

W(z) =

Algorithme de pilotage

Bruit
l additif

Canal ) Egaliseur
Données Observation Données estimée

émises

Figure 1.2. I'égalisation est une «identification inverse».

Identification. Ayant acceés a I'entrée et a la sortie d’un filtre linéaire darsortie
est bruitée, un probleme d’identification directe cons#stestimer le filtre linéaire
inconnu. Ce probléme correspond au schéma de la figure (h&que le systéeme
inconnu est susceptible de varier au fils du temps, le prasemdentification peut
étre effectué a I'aide d’'un traitement adaptatif.

Bruit additif
Sortie du syteme
Entrée a identifier
Systéme & identifier @,

Estimation adaptative, 9

du systeme a identifigr £ o qestimation

System

estimé

Figure 1.3. Identification directe.
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Voyons sur cet exemple pourquoi la solution du probléeme sedbse en termes
d’optimisation d’'un critére de codt, icidrreur quadratique moyenn@&QM) mini-
male. Notonsu,, le signal d’entréey,, = [H.(z)]u,, la sortie du systeme a identifier
H.(z), by, le bruit additif de sortiex,, = v, + b, la sortie bruitée (signal de réfé-
rence), et enfiry,, = [H(z)]u, la sortie du systeme estin#é(z). On compare les
deux systéemes gracd'arreur d’estimatione,, = x,, — y, = b, + (H. — H)u,. La
puissance moyenne, ou variance pour des signaux centréstteerreur est nommée
EQM de l'identification, et se calcule facilement ici comyt@u de I'indépendance
des signaux aléatoires, etb,, :

EQM(H) = E(e2) = o + var{(H. — H)u,} > o}. (1.1)

n

L'identification du systémé7, coincide ici avec la minimisation de 'EQM.

1.2. Estimation optimale

Avant d’envisager I'adaptativité des traitements, ce gaaphe éclaire les notions
indispensables a la définition de I'objectif & atteindre.

Les exemples du paragraphe précédent, et plus partiqukrecelui de I'identi-
fication, indiquent le réle central que joue I'estimatiortiojale. Celle-ci se décline
selon différents critéres tels que la moyenne quadratigspétance conditionnelle,
projection orthogonale, ...), le maximum de vraisemblanckien encore I'estimation
bayésienne avec ses notions de co(t et de risque. Bien gtienB¢ion en moyenne
guadratique soit de tres loin la technique la plus emplogémytres criteres d’op-
timisation que 'EQM peuvent étre indispensables dansagertcas; dans les pro-
blemes d’estimation sans référence, par exemple, desesritgui utilisent des mo-
ments d’ordre différent de deux pour différencier des sigriadiscernables a I'ordre
deux sont nécessaires.

Ce paragraphe débute par une trés bréve présentation lgegénéraux clas-
siques tels que le maximum de vraisemblance ou I'estimdi@yésienne. La suite
est consacrée a I'estimation en moyenne quadratique,itpahfondamentale pour
laguelle deux exemples célébres servent d'illustratienfiltre de Kalman et celui de
Wiener.

1.2.1. Estimation non linéaire : maximum de vraisemblance, estitears bayésiens.

Nous donnons ici un bref rappel de quelques critéres classid’estimation utili-
sés en statistique. En général, ces critéres menent a desdaestnon-linéaires.
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Le point de vuale I'estimation paramétriquest le suivant : une observation aléa-
toire vectorielleY posséde une loi de probabilité qui dépend d’un vecteur da- par
meétres a estimet. Dans le contexte signadl,représente les parametres du modéle de
filtrage qui relie I'observatioy” au signal de référenck.

Lavraisemblancele I'observatiort” est alorsL(6) = p(y|f), avech) € © C R,

Maximum de vraisemblance.On choisit comme estimateur de la valeur qui
maximise la vraisemblance des observations :

Orv = Argmax{L(0),0 € ©}. (1.2)

Ce critére, qui ne privilégia priori aucune des valeurs deest naturellement adapté
au cas d’'un parametre déterministe mais il peut égalemetiliser pour estimer un
parametre aléatoire lorsque sa distributipriori est non informative (en quelque
sorte «uniforme» pour un intervalle borné).

S'il existe, cet estimateur du maximum de vraisemblancegginptotiquement
efficace c’est-a-dire qu’il atteint la borne de Cramer-Rao (cf paaphe 1.5.3).

Estimation bayésienneLl'approche bayésienne consiste a introduire une infor-
mationa priori sur les valeurs possibles du paramétren le considérant lui-méme
comme aléatoire de lai priori connuep(9).

On peut alors choisir I’estimateﬁr(Y) qui maximise lgprobabilité a posteriori
de I'observatiort” :

Orrap = Argmax{p(f]y),0 € ©} = Argmax{p(0)p(y|d),0 € ©}.  (1.3)

Une généralisation de cette approche consiste a assodmegae estimation de
0 un certain colt”' évaluant la qualité de I'estimation. Ce codt peut étre leécar
de l'erreur (crittre de 'EQM) ou autre chose. On net&’) = 4 (Y) — 6 l'er-
reur d’estimation, différence entre la valeur estin@é{éf) et la vraie valeud. Un
co(t est une fonction positiv€’ qui quantifie I'importance que I'on attache a l'er-

reure (Y') commise lors de I'estimation d# Le risque est la valeur moyenne du
coltR =E{C(e)} = [ [C {a(y) - G}p(y, 0)dfdy. Lestimation bayésienne op-
timale au sens du codt choisi est celle qui minimise le risgpreespondant, solution

de I'équation
aai(y) {/C{§<y>—9}p<9 | y)de} —o.

Cette équation admet deux cas particuliers remarquables :
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Co(t uniforme. La solution obtenue a l'aide d’'un codt uniforme est la solitau
sens du maximum de probabil&éposteriori(MAP).

Codt quadratique. Pour le co(t quadratiqué (¢) = £2, la relation précédente de-
vient2 [ {g(y) — o}p(e | y)df = 0. En remarquant qué p (6 | y) df = 1,
on trouve pour estimateur optimal I'espérance conditiiane

0(y) = /ep(e 1Y) do = E(0]Y).

Lorsque la densité conditionnellgd | Y') est symétrique autour de son maxi-
mum dpap I'estimation au sens du maximuenposteriori coincide avec la
solution du minimum d’erreur quadratique.

Le cas du colt quadratique, simple cas particulier des rdéthprécédentes, est
d’une telle importance pratique que nous lui consacronatdagraphe suivant.

1.2.2. Estimation en moyenne quadratique (m.q.) et théoréme dggeton.

Soit H un espace de HilbértLe résultat fondamental d’approximation dans les
espaces de Hilbert, est le théoreme de la projection ortredgo

THEOREME—[Projection orthogonale]

SoientH un espace de Hilbert muni du produit scalaite.,. >,z € H etU C H un
sous-espace de Hilbert; alors la meilleure approximatiomerme quadratique de
par un élément dé& existe et est unique, c’est fgojection orthogonalde x sur U
caractérisée par :

T=pu(x)eVyel, llz-2||<|lz—-y|| ©TcUetz—T LU (14)

Différents espaces de Hilbert trouvent leur place en &t du signal. Pour
le traitement des signaux aléatoires, I'espace de Hilloapi est 'ensembl& =
L?(Q) des variables aléatoires (v.a.) de variance finie, muni awdyit scalaire
< X,Y >= E(XY™) et de la pseudo-norme associée. Le théoréme de la projec-
tion orthogonale s’applique donc directement aux probkdiestimation au sens de
'EQM minimale.

1. On appelle espace pré-hilbertien un espace vectoriel dumiproduit scalaire et de la norme
associée. Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbedraplet, c’est-a-dire dans lequel
toute suite de Cauchy converge.
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Dans la suite, les v.a. sont supposées centrées. Le prog&méeque d’estimation
en m.q. est alors le suivant :

Etant donnés un vecteur aléatoikenon observé et un vecteur aléatolfe ob-
servation partielle et bruitée d¥, statistiquement dépendante dg; calculer une
fonction des observations (Y'), qui estime au mieuX a partir des observations.

L'espérance conditionnelle : globalement optimale L'espérance conditionnelle
de X par rapport a I'ensemble des observatidhgonstitue la meilleure approxi-
mation deX en moyenne quadratique, dans la clas3€Y") de toutes les fonctions
non-linéaires d&’, de carré intégrable. Pour des v.a. centrees, I'esperamcition-
nelleX = E (X | Y) est I'estimateur du minimum de variance, c'est-a-dire quérp
toute fonctionF’ (deR™ dansR™) etV € R™ :

E{)7 (X—)?)}Q <ENT (X -F (V)" (1.5)

Cependant, le calcul de cette espérance conditionneligéagtralement difficile, et
nécessite la connaissance de la loi de probabilité coejaintcouple( X, Y), c’est
pourquoi on se limite souvent a I'estimation linéaire optiea

Estimation linéaire en m.q. (ELMQ). Le meilleur estimateur linéaire Ele | V)
de X a partir deY possede des propriétés semblables a celles de la moyenne
conditionnelle. En particulier, ELX | Y) est linéaire enX. De plus, siY; est
un ensemble d’observations qui contient I'ensemble d'olad®ns Yz, on a :
EL(EL(X |Y1)|Y:) = EL(X | Y3). Dans le cas gaussien, la décorrélation équi-
vaut a I'indépendance d'oE(e | Y) = EL(e | V), I'estimateur linéaire est globa-
lement optimal. Ceci signifie en particulier que si un altforie calcule I'espérance
conditionnelle a partir des deux premiers moments (moyehmevariance) dans le
cas gaussien, le méme algorithme utilisé en contexte nossgauréalise une projec-
tion linéaire. El(e | Y') est I'estimateur linéaire de variance minimale, mais ilezst
général sous-optimal dans la cladsgY).

1.2.3. Deux approches de 'ELMQ : Wiener et Kalman

Il s’agit de deux approches complémentaires de 'ELMQ, obés en fixanta
priori la structure de I'estimateur pour ensuite identifier leap@tres de cette struc-
ture. Elles recherchent 'optimum dans la classe des fiiinésires et différent par le
mode de représentation des signaux. Elles reposent sunie réére d’optimisation
et conduisent donc essentiellement aux mémes résultats

2. Dans le cas de signaux stationnaires
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Représentation interne des signaux et filtre de Kalman

Kalman a proposé (1961) pour résoudre le probléme de 'ELM&asiructure de
filtre basée sur une représentation interne des signaurprésentation interne adop-
tée par Kalman caractérise un signal aléatoire par un makigiat, elle se préte par-
ticulierement bien au maniement des systemes non statiesnElle a été construite
au départ par les automaticiens, dans des contextes deufitewoptimale de trajec-
toire, et on la retrouve donc naturellement dans I'étudeattparithmes de poursuite
des non-stationnarités (chapitre 3).

De la représentation interne des signaux découlent :

— une formulation récursive de la solution optimale, avechorizon D(n) =
[0, .., n] croissant avec le temps,

— la prise en compte naturelle des non-stationnarités,

— un modele d’état du systeme (le vectéiy) et des observatiori§, qui se com-
pose d’'un couple {équation d’état, équation d'observation

X = ApXp1+ Wi (1.6)
Y, = CpXip+ Vi (1.7)
Notations:

— Wy, est le bruit de modeéle, bruit blanc centré, de covari@pge
— V% bruit de «mesure» blanc de covariaRgeindépendant déV.
—Y}. est une observation partielle de I'état, bruitée gar

— U}, est 'espace engendré par les observatidns- - - , Y }.

— Les matricesd,, et Cy, refletent la dynamique de I'état et la maniére dont celui
ci est observé.

L'estimation linéaire optimale en moyenne quadratiqueXgeconnaissant toutes
les observations jusqu'a l'instant est notéeXy,,,, = EL (X3 | ¥,,). L'erreur d’es-
timation est notée’?k‘m = X; — )A(Hm et la matrice de covariance de I'estimateur
Pym = E (Xk\m)}g\m . Le filtre de Kalman calcule I'estimation optimafék“C au

sens de 'ELMQ de I'étafX;, a partir de I'ensemble des observations effectuées jus-
gu’alinstantk, sous une forme récursive [Chui 87] :

Algorithme de Kalman

Pun—1 = AnPy_1jn1 AL + Qn Equation variance 1
K, = Puu-1Cr (R, + Cnan_ng)*l Gain de Kalman
Py = (I—-KnCp)Pyn— Equation variance 2
Xpnor = AnXn1jn Prédiction de I'état

~

Xoln = )?nln—l + K, (Yn — Cn)?nm_l) Estimation de I'état
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Filtre de Kalman adaptatif. La mise en ceuvre d'un filtre de Kalman suppose une
connaissanca priori parfaite des parameétres du modéle d'état. En pratiquejviear
frequemment que le modele d’'état ne soit connu qu'impanfant. Dans ce cas, il
doit étre partiellement estimé a I'aide des observatiolesehémes. La structure du
filtre de Kalman devient alors dépendante des données :riagfitest dit adaptatif.
La maniére la plus courante d’estimer une partie du modélaé&me temps que les
parameétres utiles consiste a étendre le vecteur d’'état stérag pour y inclure les
paramétres inconnus. De cette fagon, I'estimation du ved@tat conduit a chaque
itération a une mise a jour des parametres a estimer et dasmetes inconnus du
vecteur d’état. Nous renvoyons le lecteur intéressé a i 88].

Représentation externe des signaux et filtre de Wiener

L'approche de Norbert Wiener repose sur une représentati@nne des signaux,
c’est-a-dire une représentation qui décrit leurs progsiétatistiques : densités de pro-
babilité et leurs sous-produits (moments, fonctions deétation, ...). En limitant
I'étude aux filtres linéaires, seules les propriétés siaties d’'ordre un et deux in-
terviennent. Ainsi, I'approche de Wiener repose sur la e@sance des propriétés
statistiques d’ordre deux (fonctions de corrélation dardomaine temporel ou inter-
spectres et spectres dans le domaine des fréquences). Bortance tient a la fois
a la simplicité du calcul théorique de la solution optimaié da généralité de cette
démarche.

Le contexte du filtrage de Wiener est résumé dans le schénaafipite 1.4 : le
signal observé est,,, il est filtré par le filtre de WieneW (z), afin d’approcher au
mieux en m.g. lesignal de référence,,. L'erreur d’estimation, a minimiser en m.q.,
este,. Tous ces signaux sont supposés aléatoires, centrésienhstates a I'ordre
deux. Notong) C Z I'horizon d’observation — ou mémoire du filtre — ; le théoreme
de projection permet de caractériser le filtre optimal ddmw D par I'orthogonalité
entre I'espace d'observatidn, = {u,_x, k € D} etl'erreur d’estimation :

Yn = Z wrun—r E(e,Uy,) = 0avece, = x, — yYn. (1.8)
keD

Autrement dit,y,, estime la partie de,, corrélée linéairementa,, et I'erreur d’esti-
matione,, estdécorrélée de I'espace d’observation

u{n)
" W) y(n)

x(n) Y e(n)

i

Figure 1.4. Contexte du filtrage de Wiener.
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Solution générale non causaleLa meilleure estimation est obtenue pour I'hori-
zon maximal soifD = Z, et dans ce cas la condition de décorrélation (1.8) donne une
équation de convolution

w * ’Yu(p) = 'Ya:u(p) VP

dont la solution se calcule par Tranformée en Z (TZ bila&ral

R a9

Le filtre obtenu est généralement non causal et de duréesnfioisque I'on recherche
un filtre vérifiant certaines contraintes, il est nécessdgreeprendre le calcul précé-
dent en tenant compte de ces contraintes. En pratique,dlastjue la contrainte de
causalité est nécessaire a une réalisation temps réel.riémagéla causalité ne peut
pas étre strictement respectée et I'on se contente d’uinesgistn retardée. Autrement
dit, il faut tronquer une partie de la réponse anticausafdtde. Pour la partie causale
du filtre, deux solutions peuvent étre envisagées : soitoiaguer pour obtenir une
structure a réponse impulsionnelle finie (RIF) ; soit la niséé par un modéle avec
pbles et zéros. Dans ce premier chapitre, nous ne consglguenla premiére possi-
bilité (paragraphe 1.3.1), la modélisation a Réponse Isipahelle Infinie (RII) étant
abordée aux chapitres 3 et 5.

1.3. Le filtrage de Wiener RIF

Nous abordons maintenant plus en détails le probleme de leapdus simple
de 'ELMQ, et le plus courant en filtrage adaptatif : le filteade Wiener & horizon
d’observation (mémoire du filtre) filb,; = {0, ..., M — 1}. Le filtre est alors RIF
d’ordre M et le vecteur des paramétres a estimet [wy, ..., wy_1]7 correspond &
la réponse impulsionnelle finie du filtre. Lespace d’obséion est alors de dimension
finie U, = [un, ey un_M+1]T.

Nous utilisons toujours le point de vue probabiliste : ors@ane sur la totalité
des trajectoires de processus aléatoires, le traitem#iseues statistiques d’ordre
deux des signaux et cherche a réaliser 'TEQM minimale, ceeyient a la décorréler
I'erreure,, et I'observatior/,,.

1.3.1. La solution RIF : égquations normales

Lestimation s'écritz,, = Sn ' wrua—x = UTw. La matrice d’autocorrélation
deU,, (ou matrice de covariance de ce vecteur aléatoire) et levedtintercorrélation

entre la référence,, et I'observatior/,, seront notés ainsi :

I'y =B(U,U)=R T,y =E(,U,) =p (1.10)
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et 'TEQM s’exprime alors comme une fonction quadratiquewde
J(w) = 02 — 2pTw + w Ruw. (1.112)

Les équations de décorrélation caractérisant le filtrentgdt{1.8) deviennent ici un
systéme linéaird/ x M dit deséquations normales

Ruw = p, (1.12)

équivalent a I'annulation du gradie®t/ (w) = 2(Rw — p). Si'espace d’observation
est de rang pleinV/, la matriceR. est inversible et il existe une solution unique de
Wiener :w, = R~ !p. Le calcul de 'EQM minimale découle de I'orthogonalité ent
X — )/(\k et)/(\k :

2w = E @ — )’ = Elzy, (e — 7)) = 72(0) —pTw,.  (1.13)

min
L'autocorrélation'y et l'intercorrélationl”,.; doivent étre connuess priori. Lorsque

tel n'est pas le cas, ces quantités doivent étre préalablezsémées. Une alternative
est le point de vue déterministe.

1.3.2. Le point de vue déterministe : moindres carrés

Dans les approches stochastiques de Wiener et de Kalmalorieses sont consi-
dérées comme une réalisation particuliére d’'un proceséatoire. Les propriétés sta-
tistiques de ce processus sont supposées connues au setren@e ce fait, la procé-
dure de traitement obtenue ne dépend pas d’'une réalisaitoyieére mais seulement
des propriétés statistiques connagwiori. On privilégie ainsi les réalisations les plus
probables au détriment de celles qui le sont moins.

Dans une approche déterministe au contraire, le traiteestradapté a la réali-
sation particuliere que I'on observe. On obtient ainsi wgpathme dépendant des
données : le meilleur estimateur pour la séquence pagreutibservée.

Bien s(r, les deux approches se rejoignent en pratique degjle les proprié-
tés statistiques des signaux doivent étre estimées a gasgtidonnées observées. La
passerelle entre les deux approches repose sur I'ergodissreggnaux mis en jeu (cf
paragraphe 1.5.4).

Le critére des moindres carrés

Le vecteur des parametres, ici les coefficients du filtre B$Etoujours notéd =
(wo, -..,war—1)T. Le modele de liaison entre le sigr(al, ) a estimer, le signalu,,)
d’observation a filtrer et I'estimateyy, est décrit par le modéle de régression suivant :

Tp = L0, + by Yn = L0 (1.14)

oly, = Uy, = (Up,Upn_1,..,un_nr+1)" estle vecteur d’observation, appelé dans le
cas des moindres carrésvecteur de régressioet b,, représente le bruit du modéle
de régression, ou bruit de sortie du filtre optirfal
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Moindres carrés : résolution et interprétation

Il s’agit d’'une méthode d’optimisation «en bloc», versiaftaetministe de I'opti-
misation probabiliste de Wiener : on suppose connues lesé&siy,, uy ) sur un bloc
de taillen, et on minimise le critére géométriqug(6) sur l'erreurey, = xy, — 10

1 2
n(0) = ~ > et (1.15)
k=1
Le lien avec la minimisation dé(6) (e2) pour le filtre de Wiener, est fait par

I'ergodisme (loi des grands nombreé()e = hm Jn(0) (cf paragraphe 1.5.4).

On travaille donc dans I'espace euclidifh= R™ muni du produit scalaire
< XY >=X"Y =) XY (1.16)
i=1

Introduisons les vecteurs & :

X =(z1,0s )T Y = (1, s yn)T B= (b1,....00)T E=(e1,...en)T
la base de I'espace d’observation obtenue par décalagetehaes vecteurs

(I)i = [ul_i, ...,un_i]T, i=0.M—-1
et I'espace d’'observation
d =[Py, ..., Pas—1] matrice des observations, (2.17)

I’écart des moindres carrés s'écrit alors

1 n
= —§ el |X||2 2rT9 + 0T R,.0 (1.18)
n
k=1

fonction quadratique d@, avec les matrices et vecteurs

1 1 <

R,=-3T® == or 1.19
" n;@“ﬁ'ka (1.19)
1, 1

o= 2TX = 23 np (1.20)
n n 1

Ces matrices et vecteurs ont une interprétation statessguple : ce sont les estima-
teurs empiriques de la matri€e = E(¢, ¢ ) et du vecteup = E(z,, ¢, ) intervenant
dans les équations du filtrage optimal de Wiener (1.12). batfon quadratiqué,, (6)
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a un minimum unique obtenu en annulant le gradiédt, (§) = 2(R,0 — r,,) d’'ou
leséquations normales empiriques

R = 7. (1.21)

Cette méthode des moindres carrés est une méthode en bloaitdenént des
données observées dr .., n]. Elle fournit une suite,, d’estimateurs du parametre
optimald, de Wiener défini par (1.12). On verra au chapitre 2 commenatesformer
en un algorithme adaptatif, récursif, de traitement endigas données. On voit bien
gue la convergence des solutions de (1.21) vers celle d2)(@€toule des propriétés
d’ergodisme au second ordre des signaux trgitgsu,, ).

1.4. Optimisation déterministe : les algorithmes

Nous avons vu comment les problémes du traitement du sigmahsénent a I'op-
timisation d’un critére de co(t fonction d’'un vecteur degraétres. Le cas du filtrage
de Wiener RIF, notre probléme de base, conduit & une fongdtien quadratique. La
solution en est facile : c’est I'annulation du gradient, dom systéme linéaire en
(équations normales). Cependant la mise en ceuvre adagtasse par une démarche
récursive, basée sur les algorithmes numériques d’ogttiais Nous en étudions ici
les principaux représentants, qui servent de modéles potwistruction des algo-
rithmes adaptatifs (chapitres 2 et 3).

De plus, ces démarches récursives sont indispensabletedaras d’optimisation
d’une fonction non-quadratique qui ne se ramenent pas &tdutéion d’un systéme
linéaire (chapitre 3).

1.4.1. Gradient déterministe

On cherche a minimiser, par un algorithme itératif, la faorcde coltJ(w) =
02 —2pTw + w'Rw. On aVJ(w) = 2(Rw — p). L algorithme du gradient a pas
in POUr minimiserJ(w) consiste & se déplacer, a partir de I'estimation ; , dans la
direction de plus grande pentéV J (w,,—1), ce qui donne la forme itérative suivante :

Wy, = Wp—1 + tn(p — Rwp_1) (GD). (1.22)

On part d’'un vecteur initiatkvy arbitraire (en général, en I'absence d’'informations
préalablesy, = 0) et on étudie la convergence de (GD) vers le filtre optimal
défini par lesquations normales

Ruw, = p. (1.23)
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Raisonnons sur 'écart a I'optimuii, = w, — w, pour lequel on obtient, par
substitution de (1.23) dans (GD), la récurrence linéairadgene
Vo= — paR)Vp_1. (1.24)

La matrice d’autocorrélatioR est positive, supposons la définie positive, c’est-a-dire
inversible, afin de garantir I'existence d’'une solutionquéw, et notond) < A\; <
... < Aps ses valeurs propres.

Algorithme a pas décroissant

On prendu, suite positive décroissante veisPour n assez grand, les valeurs
propresdd — p,R sonty, = 1 — p, A > 0donc||I — u,R|| =1 — pp A et

IVall < TT (@ = mAa)-1Vaol| = rallVaso I,

k:’no

I'égalité ayant lieu pour le vecteur propre Alg, la convergence vefsdeV,, aura lieu
si et seulement gim,, ., 7, = 0 c’est-a-dire

o0

I Q= mr) =06 = +oc. (1.25)
1

k:no
Elle est donc assurée gi. ~ 1/k, mais s'avére tres lente (non géométrique) puisque
limry,41/r, = lim(1 — p, A1) = 1. On vérifie par exemple que, = 1/n lorsque
purA1 = 1/k. Ceciillustre la lenteur de la décroissance vers
Algorithme a pas constant
Pour un pas constant, la récurrence (1.24) se résout en

Vi = (I = pR)"Vo = [|[Val] < B(w)"[|Vol| (1.26)

avecs(u) = ||I — pR|| = max |1 — u)g|. La condition de convergence est donc ici

2 2
Sp)<l & I<puy< ——=—. 1.27
(1) S ®) (1.27)
On aura alors uneonvergence linéaire de tay¥(y). Ce taux se calcule aisément en
remarquant que le maximum dis— pA;| ne peut étre qué — uX; ou py — 1,

la séparation se faisant pour I'égalit@ = piopr = ﬁ le taux de convergence
optimal est donc
Av—XMN C-—1 A
opt = opt) = = avecC = d(R) = —. 1.28
6 pt 6(,“4 Pt) )\]\/1 + )\1 C+ 1 con 2( ) )\1 ( )

La conclusion, particulierement importante du point de dee applications temps
réel, est donc quia vitesse de convergence du gradient a pas fixest fortement
dépendante a la fois du choix du pas de cajeuét du conditionnemenle la matrice
d’'autocorrélationR qui limite la vitesse maximale possible.
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Courbe d'apprentissage du Gradient

Au lieu de caractériser la convergence de l'algorithme ffmart ||V, ]|, il est
fréquent de le faire par la courbe de décroissance Jgrs de la fonction de codt
J(n) = J(w,). La fonction de colt quadratique s’écrit

J(n) = J(wy) = Jmin + VIRV,
On décompose la matrid® dans sa base propre orthonorriée= QAQ7T, on définit
le filtre réduitw,, = QV,, , ety; = 1 — u); les v.p. del — uR. On obtient

M
J(n) — Jmin = ngwn = Z )\iwo(i)Q’y?”, (1.29)

i=1

cette courbe est donc un mélange d’exponentielles (leérdiftsmodespropres, de
taux~?). Quandn — oo, la partie prépondérante est donnée pasJemaximum, et
la constante de tempke I'algorithmer est définie par

-1
J() = Jomin = Ae™™7 = Nwo (k)27 = 7 = Tog (1.30)

CAS DU PETIT PAS: poury — 0,onaf = 1 — uA; — 1 (convergence trés lente)
etlog(l — uA1) ~ —puX;, doncT ~ s1—. Les propriétés du (GD) a pas fixe sont

. . : 2ph
résumées dans le tableau suivant :
Condition de convergence O<pu< #I(R)
Taux de convergence B(p) = max |1 — pXi| < 1
Pas optimal Hopt = ﬁ
. e _ Cond(R)—1
Vitesse et conditionnement Bopt = Gona(m)T1
Constante de temps T = ﬁ, petit pas 7 =~ TpaT

Tableau 1.1.Propriétés du Gradient déterministe a pas fixe

1.4.2. Newton et quasi-Newton

Les algorithmes de gradient ont une faiblesse irréductitdgeuvent devenir trés
lents si le Hessien est mal conditionné. Les méthodes né&wioes visent & résoudre
ce probleme. Pour une fonction de co(t générig(® de classe’?, la méthode de
Newton résout par linéarisation le systeme d’équationsiméairesv.J(6) = 0. Cela
donne l'algorithme itératif suivant :

O = Op—1 — V2J(0k_1) VI (Or_1). (1.31)
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Bien s(r, dans le cas d’'une fonction de co(t quadratiquenihé la solution exacte
du premier coup puisqu’il équivaut a la résolution des équatnormales (1.12). Cet
algorithme est rapide, indépendamment du conditionnetheHessien, sa vitesse est
quadratique, c'est-a-dire que I'erregy décroit selon une loi du type, 1 < Ce3.
Revers de la médaille, il ne posséde pas la propriété de mtesaeest-a-dire qu'il
n'existe pas de garantie de décroissance/(# au cours des itérations; il risque
donc de diverger.

Pour cette raison, on le remplace par des algorithmes dNestoniens , qui réta-
blissent cette propriété de descente :

Gk = ‘9k—1 - ,ukSkVJ(@k_l) (1.32)

ou Sy, est une suite dgains matriciels matrices positives approchavit.J(6.)~!. La
positivité des matriceS}, garantit la propriété de descente, avec le choix des pas sca-
laires i, adéquats, enfin la convergence vers l'inverse du Hessiemedame vitesse
asymptotique au moinsuperlinéaire(linéaire de tauxg;. tendant ver9)) , indépen-
dante du conditionnement du Hessien.

Illustrons cette démarche sur la méthode des moindresscawé?,,_; la solution
des moindres carrés a l'itératian— 1. On applique la méthode de Newton slyf(f)
pour calculer la nouvelle itératiah,, on a

VJ.(0) =2(R,0 —1,)  V2J,(0) = 2R,
d’ou le calcul du gradient

2
V0] = 2Rl s ) =~ e

et la méthode de Newton donne ici la solution exacte en uretié :
1
%:@4+#ﬁ%%. (1.33)

Nous obtenons ainsi un algorithme de moindres carrés li&sugsi est étudié au
chapitre 2 en détail.

On peut aussi I'interpréter comme une version stochastiquee méthode quasi-
Newton appliquée a la fonction d’EQM de Wiengft) = E(e,(0)?) : en effet on a
%VJ(H) = — E(en¢n), donce,p, est une approximation stochastique de I'opposé
du gradient, tandis que par ergodisme des signaux a I'@rdreaura la convergence
Ry =R =1V2J(0)~

L’ approche newtonienne donne la solution exacte des meschrrés dans le cas
(spécifiqgue a Wiener-RIF) d'une fonction de colt quadratigdppliquée a des si-
tuations plus générales (cf chapitre 3) elle donne un atyoe itératif approché. On
établit pour les méthodes quasi-Newton une vitesse de ogewee au moins superli-
néaire, et en général quadratique (cf [Minoux 83]).
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1.4.3. Autres méthodes : gradient conjugué...

Linconvénient des méthodes quasi-Newton est leur coniiglspatiale et tempo-
relle importante er©®(M?) par itération siM est la taille du vecteur de parametres
a estimer. Il en va ainsi pour les moindres carrés récdrdifss alternatives inter-
médiaires entre les gradients et quasi-Newton sont u@llegaines sont développées
au chapitre 2 (méthodes de projection) ou au chapitre 4 rtthgaoes rapides). Nous
citerons ici pour référence les algorithmes de Gradienftgué.

Le principe en est, pour une fonctighquadratique de Hessief, de construire
en M itérations une suitd, de directions conjuguées (c’est-a-dire une base ortho-
gonale pour la métrique’ Az), et donc de résoudre exactement le probléme linéaire
Vf(xz) = Az — b = 0 par combinaison linéaire itérative des directiapsPour une
fonction f quelconque, cela donne I'algorithme :

Algorithme de Fletcher-Reeves
1) Choixxy, direction initialedy = —V f (o).
2) Itération :xy+1 = x + purdy avec le pagy, minimisantf (zy, + pdy).

2

3) Nouvelle direction dy 1 = —V f(xg41) + Brdy avecsy = %.

On établit pour cet algorithme une vitesse de convergenceains superlinéaire
en M étapes, voire quadratique & étapes (donc facteur/ de ralentissement par
rapport a quasi-Newton, cf [Minoux 83]).

1.5. Passage aux algorithmes adaptatifs et réle de I'ergaine

Les objectifs de I'adaptatif. Typiquement, I'adaptatif permet de poursuivre un
systeme linéaire qui varie au cours du temps. Les aspectstationnaires et non li-
néaires peuvent étre liés : un systeme non linéaire dontife de fonctionnement
varie peut étre approché par un systeme linéaire évollitdstl bien sr possible
d’étendre les procédures adaptatives aux probléemesrda&stin non linéaires. Nous
terminons ici, en l'illustrant sur le probléme de base dilte de Wiener RIF), la dé-
marche générale de conception d’'un algorithme adaptats. phases détaillées de
construction et d’analyse des performances d’'un tel sysfémt I'objet du chapitre 2
pour le probleme de base et du chapitre 3 pour le cas général.

La méthodologie pour passer d'un critére a un algorithmetati se compose
des trois phases suivantes :

— formuler le probléme en terme d’optimisation d’un critere
— choisir un algorithme itératif «déterministe» pour la mmirsation,

3. RLS : Recursive Least Squares
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— passer a une version stochastique de traitement en ligndotaées.

Nous détaillons maintenant ces différentes étapes poueffirent aborder le rble
de I'ergodisme dans le fonctionnement d’un algorithmelststique.

1.5.1. Choix du critere a optimiser

L'objectif a atteindre peut étre défini essentiellement dexdmaniéres :

Choix d’'une fonction de colt qui dépend des parametres a estimer. Cette fonction
de co(t doit étre minimale lorsque ces parameétres atteigaanvaleur op-
timale. Comme la plupart des problémes peuvent étre fosrilgécette ma-
niere et que cette approche permet d’exploiter directetasmatigorithmes clas-
siques de I'analyse numérique, il s’agit de la méthode la fitguemment uti-
lisée. Comme nous l'avons dit, le co(t quadratique est ls phuvent retenu
du fait de la simplicité des algorithmes qui en découlentn®eertains pro-
blémes cependant, notamment des problémes d'égalisatagle, 'utilisation
d’une fonction quadratique ne permet pas d’aboutir et ilretispensable d'uti-
liser d’autres codts; la mise en ceuvre et I'étude des algoas obtenus s’en
trouvent considérablement compliquées. L'une des diffisuhajeures, liée aux
co(ts non quadratiques, réside dans I'existence de mimiozak dans lesquels
la procédure de recherche de minimum risque de s’égarer.

Choix d'une fonction d’erreur qui s’annule lorsque les parameétres a identifier at-
teignent leur valeur optimale. Dans cette optique, I'optimest vu comme
un point stationnaire de I'algorithme adaptatif. Choigireufonction d’erreur
constitue une méthode plus générale que choisir une fandéaolt. En effet,
tous les signaux d’erreur ne dérivent pas d’'un potentigsalpe de tout po-
tentiel dérive un signal d’erretirCertains algorithmes de séparation de sources
par exemple ne peuvent pas étre vus comme des procéduresidggation,
ils sont uniquement définis a partir de leurs points statines.

L'exemple suivantillustre le choix d’une fonction de coltdiune mesure d’erreur
dans le cas simple de I'estimateur de moyenne.

EXEMPLE 1 : ESTIMATION D' UNE MOYENNE. Si X, estune suite i.i.d. de v.a. dont on souhaite
estimer la moyenne, la fonction de co(t :
J(0) =E (X, —0)° (1.34)

4. DansR? par exemple, une fonction a valeurs réelles dont le rotaéibest non nul ne dérive
pas d’un potentiel, on ne peut donc pas en rechercher lesgarane méthode de minimisation
puisque ses minima n’annulent aucun gradient.



Filtrage adaptatif : le probléme de base 35

est minimale lorsquéJ () /06 = 0, c’est-a-dire lorsqué = 0. = E (X,).

La fonction d’erreur :
H0,Xn,)=X,—0

est nulle en moyenne podr= 6. = E (X,), c'esta direE (X, —0.) = EH (0., X,) = 0.
Ainsi, I'algorithme :

O0n =0n_1+ MnE(Xn - an—l)

atteint un état d'équilibre lorsqu est égal a la moyenne d¥,,. La stabilité de I'équilibre
est liée au fait que la fonctiod (6) est minimale erf... De facon équivalente, la stabilité de
I'équilibre est liée au fait UOE H (¢, X,,) /00 = —1 < 0 enb,.

1.5.2. Choix d’un algorithme déterministe d’'optimisation

Les grandes classes d'algorithmes ont été données cislessisection 1.4.
Le choix se fait essentiellement entre gradient et quasitble en fonction des
contraintes de temps de calcul et de complexité d'impléatimt.

Prise en compte de contraintes

Une fonction de co(t étant définie, il arrive fréquemmentdgs contraintes sup-
plémentaires apparaissent dans un probléme de minimisags trajectoires des pro-
cédures de recherche de minimun doivent alors étre agis@nester sur une certaine
variété : elles ne peuvent plus se déplacer librement dardhbté de I'espace des
parameétres du filtre. L'utilisation d’'une procédure teligege gradient ne garantit
évidemment pas cette condition. La recherche de minimura sontrainte est bien
connue, elle fait appel & la méthode de Lagrange. Dans leesaalglorithmes itératifs,
il est nécessaire de procéder au calcul différentiel suvdaétés ou d'effectuer des
projections de fagon a s’assurer que la trajectoire appdrtoujours a la variété de
contrainte. A titre d'illustration, nous donnons maintehquelques exemples d'utili-
sation courante.

EXEMPLE 2 : ALGORITHME DU GRADIENT SUR LA SPHERE UNITE EN EGALISATIONI est
parfois nécessaire de ne pas modifier I'énergie globalecoaetdans le signal. Dans ce cas, le
signal sortant de I'égaliseur doit étre normé. L'une desifiag’utiliser I'algorithme du gradient
sous cette contrainte consiste a effectuer a chaque iénatie opération du typef;, «— %
Cette fagon de procéder fonctionne ala condition que leasidjentrée de I'égaliseur soit blanc.
Ceci n'est évidemment pas le cas en général, il faut donaerssn blanchiment préalable (a
I'aide d'un prédicteur linéaire par exemple). Cette pragédde minimisation sous contrainte
a été introduite par [Benveniste ]. Elle a ensuite été é#lipar [Shalvi et Weinstein ] pour
construire un algorithme d’'égalisation aveugle.
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Le probléme des minima locaux

Lorsque le seul minimum de la fonction de codt choisie estiapli correspond
a I'égaliseur optimal (ceci est en particulier le cas pows fisctions convexes
fortiori pour les fonctions quadratiques), les algorithmes de msgaition classiques
conduisent & ce minimum.

En général, la fonction de co(t choisie peut comporter desnmai locaux. Dans
ce cas, l'utilisation des algorithmes précédents ne candis forcément a la bonne
valeur pour I'égaliseur. |l n'existe aucune solution géeéra ce probléme. Seules
quelques astuces permettent de favoriser le bon fonctienede I'algorithme. Par
exemple, une initialisation judicieuse — proche du minimglobal — de I'algo-
rithme ou bien encore la prise en compte de contraintes éopgpitaires (judicieuse-
ment choisies, elles peuvent permettre d’améliorer lasdn, voire parfois de sup-
primer les minima parasites).

1.5.3. Algorithme stochastique et estimation statistique

Abordons ici la phase finale : I'approximation stochastiguegradient. Repre-
nons pour cela I'exemple du gradient déterministe poureqmtobléme de base, défini
en (1.22). L'algorithme travaille sur la fonction d’'EQM théque J (w) = E(e2) et
utilise les statistiques des signaux, auto et intercdiofia (R, p). On peut aussi le
réécrire explicitement avec I'opérateur d’espérance éragtique

Wy, = Wp—1 + pn E(enUy) (1.35)

et I'on voit qu'’il ne s’agit pas encore d’un algorithme adstjjtde traitement des don-
nées en ligne. L'approximation stochastique va modifieqdfession exacte du gra-
dient—1VJ(w) = E(e,U,) en supprimant 'espérance mathématidiignon réa-
lisable sur les données) : ce qui revient a le remplacer pgradient instantané de
I'erreur f%Ve% = e,U,. On obtient alors un algorithme de gradient stochastique
(étudié en détail au chapitre 2 — LMS —)

Wy, = Wp—1 + ,U/nenUn (136)

gue I'on voit ici comme une version simplifiée de I'algoritarde moindres carrés
récursifs (1.33). Tous les deux utilisent ce gradient sistiue instantané. Nous ti-
rons de ces deux formes particulieres, I'écriture d’'unenfogénérale d’un algorithme
adaptatif.

La forme générale est donc itérative et traitant les donréegmoire finie :
On =0n_1+ pnH(On_1,X,). (1.37)

On voit apparaitre les deux constituants essentiels dgldhme :
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— le vecteur d'étaiX,, € R?, mémoire finie incluant les données du passé et les
données interne a I'algorithme, nécessaires a I'itération

— le champ de vecteurs de I'algorithme, fonction déterntenis(0, X') a valeurs
dansR™

Le schéma de cet algorithme est donné par la figure 1.5.

Modele Prédicteur

xn

| Mg | YEERRIS
Données ]
Bn+1 A
e Alsprithme
—_——————
Paraméte (A) e{l)=e1Tenr de
a adapter de prédiction

Figure 1.5. Algorithme adaptatif pour identifief.

La caractéristique principale est le caractére aléata@rtadcuited,, générée par
I'algorithme, directement dirigée par les données aléasairaitées. La fluctuation
aléatoire liée a I'approximation stochastique s’ajout@ iGapproximation numeérique
du parameétre optimdl. par I'algorithme déterministe. Le lien entre le comporteme
des algorithmes déterministe et stochastique est évidetmlimgrobléme crucial et
difficile du traitement adaptatif : il fait 'objet des chayss 2 et 3.

Pour I'étude des performances de tels algorithmes staghast il est utile de
les interpréter comme la construction d’une sulfed’ estimateurs du vecteur dé-
terministe objectif,. On s'intéresse donc a différentes propriétés de ces dstimsa
statistiques :

Convergence (ou consistance): 6, — 6, (au sens p.s. ou m.q.)
Erreur quadratique, covariance : T, =E((0, — 0.)(0, — 0.)T)
Efficacité asymptotique : I',, — I,(0)~! (Borne de Cramer-Rao)

Normalité asymptotique : /(n)(#,, — 6..) — N(0,T) (Tendance vers une loi nor-
male, théoréme de limite centrale)

Pour les méthodes générales d’estimation statistique[®acunha-Castelle 82]
et [Monfort 80].
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1.5.4. Le lien entre point de vue déterministe et probabiliste :rt@disme.

On espére que l'algorithme adaptatif, version stochastéjun algorithme déter-
ministe, atteindra asymptotiquement le méme comportewyirhal pour le filtrage
des données. Ceci ne peut se produire que sitggennes temporellesalisées par les
itérations de l'algorithme convergent vers le vrai gratien réalisant 'opérateut
d’espérance mathématique qu’on a supprimé. Ce sont dopodpeétés dergodisme
des signaux aléatoires traités, généralisaltildes grands nombreschére au statis-
ticien, qui seront déterminantes. Nous en résumons icitiesipales variantes, qui
seront utilisées dans les études de performances destlailgesi développées dans la
suite de I'ouvrage. On se limite ici au cas de signaux sadait stationnaires, ceci se
généralise aux cas vectoriels et non-stationnaires.

Ergodisme de la moyenne

Le signal traité est modélisé par un processus aléatoireZ. x 0 — C défini
sur I'espace de probabilit®. On le suppose ici centré, et stationnaire au sens large
(invariance par translation du moment d’ordrel2,{n,n — p) = v, (p)), OU au sens
fort (invariance par translation de la loi du processus)a@iors le théoréme de base
[Dacunha-Castelle 82]

THEOREME— Ergodisme au premier ordre
n

L'estimateur empirique de la moyenm,(n) = 13z est non biaisé. Il est
1

convergent en m.q. si et seulement si la densité spee%rldle) ne présente pas de
raie en 0, et alors on a

var(mg(n, w) Z'yx = —’yI(O) quand n — +oo. (1.38)

Ergodisme du second ordre

On a vu que la plupart des traitements optimaux envisagéisegtade I'ELMQ,
et utilisent les statistiques d’ordre deux des signaux.dampropriété minimale d’er-
godisme requise pour la convergence des algorithmes dife@tst I'ergodisme au
second ordre (ou ergodisme de la covariance) au sens foailda €éfini par

1 n
- Zxkxz_p — B(zxz)_,) =72(p) p.s.oum.q. (1.39)

Pour obtenir ce résultat, il suffit d'appliquer le théorémégeédent sur le processus
produity, = x,x;,_,. Il faut donc connaitre ses propriétés a 'ordre deux, eest
dire les moments d’ordre quatre deUn théoréme plus fort de [Doob 52] s’applique
aux signaux a corrélation décroissant vers 0.
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THEOREME—[Doob 52]
(i) Sila corrélation dey,, tend ver9 a I'infini assez vite :

C
|’7y(m)| < ooy pour una > 0

n
I'estimateur de la corrélatiory, (p) = L 3" y;, est consistant
1

¥z(p) = v=(p) p.s.etm.q. (1.40)
(ii) si de plus(z,,) est gaussien, I'ergodisme p.s. équivaut &

1< 0 ,
— E |v.(k)[*? — 0 < ladspy,(v) ne posséde aucune raie. (1.41)
n

1

On vérifie facilement la propriété (1.39) sur des signawsgpariodiques (a am-
plitude non aléatoire) tandis que les conditions de (1.40) gérifiées par les signaux
AR, ARMA (filtrées de bruit blanc par un filtre rationnel staplet plus généralement
les processus a représentation markovienne stable (ddéylalman (1.6) ).

Processus ergodique

On peut définir une notion d’ergodisme plus forte, liée a iaéprobabilité com-
pléte du processus et non plus & ses moments. Pour un preedéaioire strictement
stationnaire(x,, ),cz, le point de vue général de la théorie ergodique s’applique a
I'espace de probabilit¢(), P} associé au processus (espace des suites numériques
w = (zn)nez), avec la transformation S qui est le décalage temporeletierd) :
Sx, = x,—1 pour laguelle la probabilitd’ est invariante. On a alors le théoréme
ergodique.

THEOREME— [Birkhoff 1931]
Pour toute fonctiorf € L!(), les moyennes temporelles existent : soit (x,,) € €

lim % zn: f(zp) = f(w) existe p.s. (1.42)
k=1

et I'on dira que le processus estgodiquesi ces moyennes temporelles sont
constantes, indépendantes de la réalisatiolu processus. On montre que ceci équi-
vaut a la propriété suivante pour les événemdntie (2 :

Ainvariant : Vn, P(AAS"A)=0 = P(A)=0o0ul.

L'ergodisme est lié a des propriétés d"indépendance astigpe ou de mélange.
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Indépendance asymptotique, mélange

La loi forte des grands nombres (LGN) s’applique évidemnzenoh processus
indépendant, ou bruit blanc fort. Elle s’étend comme on laordessus a des
cas de dépendance décroissant a l'infini. Diverses caisatiéns peuvent en étre
données, qui peuvent d’ailleurs s’appliquer a des prosasso-stationnaires. Citons
les principales utilisées dans I'étude de convergence tgwitames adaptatifs.
Elles sont toujours liées a une mesure de la dépendancelesttebus du passé
B, = o(xk, k <n)etdufutur, = o(zk, k > n). Pour un événemer®, on note
B = §—n" B I'événement décalé dans le futur de
M-indépendance :

n > M = By estindépendante dE, . ;.. (1.43)

Indépendance asymptotique :

p(n) = sup{puv, u € L*(By), v € L*(F,)} — 0sin — oc. (1.44)

Mélange :

VA,Be B, : PANB™)—=PAPB) sin— . (1.45)

Notes

Nous avons abordé les grandes classes de problémes d'sgitomiqui vont inté-

resser le traiteur de signal, soit dans un bufiltimge optimaldes signaux, soit dans
un but demodélisation paramétriquees signaux.
La démarche la plus couramment utilisée est celldilthage de Wiener transverse
(RIF), car elle conduit au probléme simple de minimisation d’uprecfion quadra-
tique, équivalent & la résolution d’'un systéme linéairen Baitement adaptatif fait
I'objet du chapitre 2.

Nous avons vu cependant d’autres types de représentatidiftids et des signaux,
qui peuvent apporter des performances meilleures avecaom®#ie de parameétres
ou d’'intéressantes propriétés de découplage des paraméaeméthodes conduisent
a la minimisation de fonctionson quadratiquepar rapport aux parametres. Le trai-
tement adaptatif de ces situations générales fait I'ohjattdhpitre 3.

Pour un panorama large des problémes et méthodes optinmatesitement du
signal, on se reportera a [Orfanidis 85]. Des développesmntles méthodes adap-
tatives en signal sont dans [Bellanger 85], [Widrow85], e¢ uéférence essentielle
pour I'identification adaptative dans des contextes tré&ggix (modélisation, auto-
matique et contréle) est [Ljung 83].
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Les outils essentiels de probabilités et statistique sustnt dans [Bremaud 84],
[Dacunha-Castelle 82] et [Monfort 80]. Pour les algoritlsndéptimisation en Ana-
lyse Numérique, on trouvera le point de vue algorithmiquesdinoux 83], et une
approche plus mathématique dans [Ciarlet 85]. Les fondismknla théorie des pro-
cessus aléatoires, notamment stationnaires, sont dar&féesnces classiques [Cra-
mer 67] [Doob 53] et [Gikhman ]. On y retrouvera les principaéisultats concernant
I'ergodisme, dont un résumé est fait dans [Crepel 81].
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Chapitre 2

Algorithmes pour le filtrage adaptatif RIF

CONTENU.— Ce chapitre développe les deux grandes classes d'&ligast adapta-
tifs pour traiter en ligne le probléeme de base du filtrage denafi transverse ou RIF.
Celles-ci sont issues des deux approches des méthodesquesét’optimisation rap-
pelées au chapitre 1 : méthodes de gradient, qui donnerdatgorithme LMS et ses
variantes, méthodes newtoniennes qu’on obtiendra icigpandthode des moindres
carrés et le RLS. Les variantes intermédiaires (blocslisrgirojection) sont dévelop-
pées. On étudie aussi la convergence des algorithmes epledormances comparées
dans des contextes stationnaires. La capacité de pouesisteiation non-stationnaire
sera abordée dans le contexte général du Chapitre 3.

2.1. Gradient stochastique

Le probleme a traiter est le filtrage de Wiener d’ordre fihi(voir section 1.3.1).
On cherche le vecteur du filtre transverse d’ordfedéfini par 'TEQM minimale :
w* = Arg min J(w) avec

J(w) = Ele2] = 02 — 2p"w + wT Rw (2.1)

n

L'algorithme LMS est une approximation stochastique dégbathmedu gradient
déterministe (GD}1.22) appliqué a la minimisation de la fonction de co(t qatidque
J(w) : celui-ci a été étudié en détail au Chapitre 1 (voir secti@nl) .

Remarque l'appellation LMS consacrée dans la littérature, issud’'aeglais
(Least Mean Squajese réfere uniquement au but de I'algorithme (minimisécdirt

Chapitre rédigé par FrancoisIBHAUT et André GLLOIRE et Pascal BALART.
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quadratique moyed (w)) et pas du tout a sa nature. L'appellation correcte est donc
celle de Gradient stochastique (GS) qui explicite la dowbigine de I'algorithme
(méthode de gradient et approximation stochastique).

La démarche et la dénomination médiapproximation stochastiqueont été in-
troduites au départ par [Robbins, Monro 51] sur un probléisistique d’estimation
de la moyenne d’une fonction de variable aléatoire monodgiomnelle. L'applica-
tion au contexte du filtrage optimal de Wiener est sensibigpleis complexe a ana-
lyser : c’est un aspect paradoxal de cet algorithme, donti$a en ceuvre effective
et I'efficacité pratique ont été développées de longue datéep ingénieurs alors que
I'obtention de résultats mathématiques de convergenghestardive et nécessite des
techniques difficiles.

2.1.1. Le gradient stochastique : LMS

Le passage de I'algorithme du (GD) (1.22) a un algorithmeptdé (ou stochas-
tique) de traitement en ligne des données passe par I'éinimde 'opérateuis
d’'espérance mathématique : c'¢spproximation stochastique du gradiergui re-
vient aussi a remplacer le gradient de 'EQM par le gradienterreur quadratique
instantanéé’/e? = —2e,U(n). L' exemple trés simple d’estimation d’'une moyenne
(Chapitre 1, p34) met en évidence le lien entre cette déreagtursive et la loi des
grands nombres utilisée par le statisticien pour une egttiman bloc de I'espérance :
ici c’est I'algorithme stochastique qui réalisera au cales itérations le moyennage
des données.

Estimation récursive d&(X,,)

Soit une suite de variables aléatoires de mémeXoi),,~o. Sous des conditions
d’ergodisme (indépendance asymptotique eitreet X, 4., Sin — o), I'estimateur
empirique de la moyenne sera convergent :

1 — .
M, = — X = E(X,)p.s. si
n; E— (Xn)p n — 0o

On peut aussi I' estimer en minimisant le colt quadratid(® = E[(X,, — 0)?].
On résout ce probleme d’optimisation par la méthode du graditochastique : ici le
gradient est la dérivéé’'(§) = —2E(X,, — ), on se déplaceradg, = X, — 0, ce
qui donne l'algorithme & pas décroissant=

n

-1 Xn .
on = 97171 + ,un(Xn - onfl) = z n 97171 + 7 = Mn Si 90 =0 (22)

On voit sur cet exemple que le gradient stochastique redonlieemeilleur estimateur
possible & savoir lenoyenne empirique d’'échantillon
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L'algorithme LMS
On met le (GD) (1.22) sous forme d’espérance, a partir desitiéfis deR etp :

1
5VJ(w) = Rw —p=E(Uw - 2,)U,) = — E(e,Uy,)
et on obtient par approximation stochastique du gradient
LMS Wy = Wp—1 + tneUp (2.3)

Cet algorithme est d’une grande simplicité, ce qui en fafilies populaire des algo-
rithmes adaptatifs. Seomplexitéest deM multiplications par itération (soit autant
que le filtrage lui-méme). On distinguera deux mises en oaligtiactes :

— Algorithme a pas décroissant;, — 0 lorsquen — oo

— Algorithme a pas constantn, u, = u >0

lllustrons le LMS sur un exemple d’application [ ALE Adapilzine Enhancer] : c’est
le probléme de I'extraction d’un signal périodique dansignal & bande large . Dans
la simulation présentée Figure 2.1, le signal est le suivant

Zp =sin(0.1xn) + by, b, bruit blanc de variance® = 2, wu, = z,_1

et on calcule le filtre optimal de Wiener H d’ordiié = 100. Les résultats en terme
de puissances des erreurs d’estimation sont les suivants :

Erreur WienerE(s,, — z,)? = 0.04  Gain en RSB 50
Erreur LMS  E(zy,s — sn)? = 0.08 Gain en RSB 25

Le pas de calcul pour le LMS egt= 10~*. Le gain en RSB de Wiener est donc
de 50, tandis que celui du LMS est de 25 : ceci pourrait évident@tre amélioré en
diminuant le pag: et augmentant la taille n pour mieux faire converger le LM&ve
'optimumw* de Wiener.

2.1.2. Convergence du LMS

Pour analyser la convergence du LMS, on introduit I'erreafiltre V,, = w,, —w*,
solution de la récurrence linéaire (a coefficients matscialéatoires, non station-
naires) :

On peut interpréter ce systeme d’erreur du LMS comme un mgstiynamique li-
néaire, de matrices de transitioh, = I — p,U, UL, excité par I'entrée externe
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signal bruité et sinuscide
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Filtties LME et Wiener ordre m= 100
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filtre h de Wiener et wi230) du LMS
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Figure 2.1. Extraction de sinusoide par Wiener et LM% = 100
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vectorielle aléatoire”,, = b, U,, pondérée pat.,,. Rappelons qu'ich,, est le bruit de
sortie du filtre optimal de Wiener, caractérisé par la dédationE(b,,U,,) = 0, donc

Vo= AnVi_1 + 1,Chy avecE(4,) =R E(C,) =0 (2.5)

La solution de cette récurrence linéaire s’écrit a l'aidematrices de transition itérées
n

O = AnAp_1.. Ay = ] Ajsik<n,etll,p=Isik>n:
j=k-+1

Vi, = Hn70V0 + A, avec A, = ZHn,k’uka (26)
1

Ceci fait apparaitre clairement les deux composantes tie@eeur :

— le transitoire II,, oV, effet de mémoire des conditions initiales, solution
homogéne de (2.4)

— lafluctuationA,,, effet cumulé de I'excitation aléatoire,, solution a conditions
initiales nulles de (2.4)

Dans I'hypothése d’indépendance des processipdt (b,,), on déduit de (2.6) que
E(A,) = 0: la fluctuation est de moyenne nulle, apres le transitoireMS est
non-biaisé Dans le cas général, il y a un biais du LMS et le lien entrecttajre
déterministe du (GD) et trajectoire aléatoire du LMS seéxise au Chapitrg.

On ne peut espérer une convergence vede I'erreurV,, que si la puissance
moyenne d’excitatior?,, = E(||Cy.||?) = 12 Jumin Tr(R) — 0 lorsquen — oo, cad
pour I'algorithme a pas décroissant. Nous étudierons dthbelui-ci, permettant d'at-
teindre strictement la performance optimale de Wiener dartontexte stationnaire.

Convergence p.s. du LMS & pas décroissant

Des résultats généraux de convergence du LMS, sous deshidgpstréalistes de
dépendance des signaux traités, ont été obtenus par [Ftfipnis [Eweda-Macchi
84]. Nous donnerons le second résultat, en élargissantypeshgses applicables a
des signaux stationnaires.

THEOREME— (Eweda-Macchi 84)
Sile processus conjoifit.,,, b, } est strictement stationnaire et ergodique, posséde des
moments finis jusqu’a I'ordré avec une matrice de covarianég= E(U,U!) > 0,

on a pour la suiteq,,) du LMS(2.3)a pas décroissant,, = B%Ln

w, — w* avec probabilitél (2.7)
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Lhypothése ergodique signifie que la tribu asymptotique(@ments invariants par
translation temporelle) est constituée d’événements dbghilité0 ou 1 : elle est
impliquée par les hypothéses de corrélation décroissagjt® = O(|p|~*) don-
nées dans [Eweda 84], mais vaut plus largement aussi pouprdesssus quasi-
déterministes dont la corrélation est infinie.

La condition requise est en fait que tous les processus ¥atelux sur les données
{zntn—i, ||TnUnl|, unun,—;} vérifient la loi forte des grands nombres.

En conclusion, pour toutes les classes de signaux renesrdgrépratique, I'algo-
rithme LMS converge en contexte stationnaire vers I'optimdu filtre de Wienetv*.
La vitesse de cette convergence est donnée par celle du ¢&idj)¢ée en section 1.4.1.

Stabilité exponentielle du transitoire du LMS a pas fixe

On se place maintenant dans le cas du LMS a pasufixe 0 : on sait qu'il ne
permettra plus une convergence stricte vers I'optimuin mais lui seul permettra
I'adaptativité du systéme, la capacité de suivre en permanence les vasiaémpo-
relles lentes des signaux ou systémes traités. C'est dojmuts cet algorithme qui
sera mis en ceuvre dans les applications réelles. On sépaurdd’du comportement
entre le transitoire et la fluctuation résiduelle.

n

On développél,, ., = [] (I —pU;U]") ennotantt; = U;U] :

j=m+1
n—m-+1
Wpm =T uFj+ > (' > Fy.F,) (2.8)
J q=2 i1<ia<...<iq

on montre ensuite que les termes d’ordre 2 et plug sont négligeables devant les
deux premiers : la convergence est donc guidéd pard - uF;|| = 1—pAmin (O F})

J J
pour des pas suffisamment petits. On voit que la stabilitéreaptielle sera liée a une
propriétéd’excitation persistantelu signalu,,, s’exprimant sous une forme détermi-
niste ou probabiliste du type

m—+N
Vm Amin( Y UUI)26>0  ou Anin(B(U;U])) > 6 (2.9)
Jj=m+1

Par exemple pour le cas déterministe [Solo 95 p142]), si ppase le signal borné
selon||F;|| < M, on déduit de (2.8) que

k+N N

IWesnll S M —p Y Fill+

(uMN)’ g
k+1 2 !
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a condition de prendre < min(1/MN, 1/, §/(2M>N?)). Il en résulte la conver-
gence exponentielle du transitoire du LMS avec un taux (1 — ug)l/N.

Pour des signaux aléatoires, ces propriétés sont des ecmrsgs de la station-
narité, de la positivité de la covarianée= E(U,UL) > 0, et de I'ergodisme. On
obtient alors le théoréme suivant (cf [Bitmead 83], [BitmeAnderson 86]).

THEOREME— Stabilité exponentielle du transitoire LMS

Si (u,,) est strictement stationnaire et ergodique, de covaridndé,U!) = R > 0,
si on a l'une des deux hypothéses

(H1) Signal borné|U,,|| < B ety < pp = 2/B? ou

(H2) (u,,) possede des moments finis de tous ordres<etug

il y a stabilité exponentielle du transitoire, p.s. de taux pAmin(R) etenm.q. :

Vi < po Voo < Apin(R), 3K >0 |IL,0]| < K(1 — pa)™  p.s.

3C5, 0, > 0: Yu < 1/5y  E(||[ToUn|[*)Y? < Ca(1 — pda)™ (2.10)

Ceci montre que le transitoire du LMS, pquassez petit, convergeraencore \ers
en suivant d'assez prés la trajectoire du (GD) associé.ilRarra, des résultats de sta-
bilité exponentielle pour les moments dH,, || ont été obtenus par [Eweda-Macchi
83]. Ces majorations s’étendent aux matri€gs;, et servent ensuite a controler la
fluctuation du LMS.

Fluctuation résiduelle du LMS et EQMR

On se place ici dans les hypothéses de stabilité exponerdietransitoire. Il est
naturel de s’attendre a ce que la fluctuation du LMS donnée par (2.6) converge
vers une loi asymptotique stationnaire de variance finipgntionnelle au pas de cal-
cul o : c’est le meilleur résultat que I'on puisse attendre, pwiisgpe peut y avoir
de convergence stricte en raison de I'excitation aléaf@renanente du systéme. On
notera dans la suiteX||> = E(||X||?)'/? la norme quadratique du vecteur aléatoire
X . On réécrit la fluctuation sous la forme

n n—1
A, = ZHn,kdk = Z | I PSSP avecdy, = ubgUy
1 0
La version stationnaire de la fluctuation sera obtenue ganite (an fixé)

Zm = Znn,n_kdn_k — Zp = ZHn,n_kdn_k p.s.eten m.q. (2.11)
0 0
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Ona par (2'10D|Hn,n—kdn—k||2 < ,UCQ(l - N62)k d'ou
- C
0 2

de plus|| Z — Zn||2 < §2(1 — ud2)™, donc

YNz = Zalls <00 = Z7—Z, ps.

m=0

Par le méme raisonnement sur I'éciaft,, — Z,,||2, on obtient le résultat suivant.

THEOREME—[Bitmead 83],[Solo 89]

S'il y a stabilité exponentielle du transitoire (p.s. et emmy si I'excitationd,, U,
posséde des moments d’ordre 2, la fluctuatigndu LMS donnée paf2.6) converge
p.s., en m.g. et donc en loi versflactuation stationnaire

lim ||[A, — Z,|| =0 p.s.,m.q.aveZ, = ZHn,n,kdn,k (2.12)
0

ERREUR D AJUSTEMENT DU LMS.— Il est pratiquement utile de pouvoir mesurer
I'effet de la fluctuation sur I'erreur quadratique du LMS.uPde faire facilement a
partir des résultats ci-dessus, on partira de [MacchieBgkr 87] avec une hypothese :

(H3) "Régression linéaire!'le bruit (b,,) est blanc et indépendant du sigia),)
(2.13)
Ceci est vrai dans les applications du type Annulation déétentification de sys-
téme linéaire. On a alors orthogonalité de la syig, b, U} de la fluctutation
(2.6). On en déduit, par stationnarité :

n n—1
E(|Anl?) = 2 Jmin D BTk Ukl[*) = 1% Jenin > B(|ITL;0Uo |
k=1 7=0

d’ou, par croissance d&(||A,||?) et majoration exponentielle du moment d’ordre
E(|[An]|?) = F(p) < pKo (2.14)

On a donc stabilité en m.qg. de la fluctuation du LMS, pour ungpaspg = 1/62, et
une erreur quadratique de fluctuation stationnaire prapurelle au pas de calcpl

Une fois passe le transitoire, cette fluctuation résidwsdigonnaire du filtre LMS
va entrainer uexces d’erreur quadratigue moyenpeur les signaux filtrés :

T T, % T
en =Ty —w, U, =2, —U,w*" — A, _ U, =b, — fp,
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ouf, = AT _,U, estle signal d’erreur de fluctuation.
DEFINITION.— L'erreur quadratique moyenne résiduelEQMR) du LMS est

EQMR %= lim E(f2) =E[(UL'Z,1) (2.15)
et représente I'excés d’egm obtenu en stationnaire par ISIgdr rapport au/ i,
de Wiener. L'erreur d’ajustement est le nombvé = £<ME < 1 il représente en
pourcentage la perte d’optimalité par rapport a Wiener.

La combinaison de la convergence en m.q. (2.14) et du caémurrent de
E(||A,.|]?) a partir de (2.6), associé aux hypothéses d’'indépendateggret {u,, },
donne I'évaluation asymptotique

6 = L Tr(R) + wE(F2|Ua ) (2.26)

Cette équation définit implicitement la valeur de 'TEQMR. @gut en tirer une valeur
ou majoration explicite dans les cas suivants :

— Signal borné u,,|> < B, u,, de loi uniforme suf—+/B, ++/B] etdoncM B =
3Mo?2 = 3Tr(R). Alors
52 < Jmin TI‘(R) 2 2

_— our —_— =
St PP B T 3R

— Cas général : on majore le second terme de (2.16) par lliéda Schwarz, on
obtient les mémes expressions que ci-dessus en préfait = E(||U,|[*).m4/c*
(moments de la loi asymptotique stationnairefdg

— Cas du petit pasy — 0, on obtient par D.L.

52 = %Jmm Tr(R) + o(y) (2.17)

Pour la mise en ceuvre de I'algorithme, on devra gérer un camigmpour le choix de
1 > une adaptation rapide (transitoire court) exige plus grand possible (compatible
avec la stabilité), alors que la précision liée a la réduafie'EQMR nécessite — 0.

Remarque la borne supérieurgy admissible pour la stabilité en m.q. de la fluc-
tuation n’est établie de fagcon exacte que dans le cas dul sigrme&, ou elle a la forme
o = 3%([(,) . elle est nettement plus contraignante que celle établie lgo(GD)

(1.27). On trouve en général dans la littérature la baine ﬁ, gui ne peut s’éta-
blir que sous "I'hypothése classique d'indépendance’jgtos fausse pour le filtrage
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adaptatif d'ordreM > 1) [Widrow 76]. La vraie borneu, dépend de fagon com-
plexe de la statistique des signaux, on garantira en peligstabilité m.q. par un pas
< a%(ﬁf) aveca > 3.

Estimation déterministe asymptotique sur la fluctuation dvS

Pour s’affranchir de I'hypothése (H3) donnée en (2.13),egtiifausse dans beau-
coup de cas du filtrage de Wiener, le résultat le plus généi atabli par [Solo 89]
en se restreignant au cas du signal borné, et en adoptantorerche d’estimation
déterministe sur une trajectoire (plutdt que probabilistgyenne) conforme au point
de vue de l'utilisateur (qui ne dispose que d’'une réalisatibe plus cette démarche
de "moyennage déterministe" s'étend a des algorithmegémdsraux (cf Chapitre 3).

On noteey(n) = b, —UL Z, I'erreur d’estimation stationnaire du LMS. On obtient
le théoréme suivant, généralisant (2.17) .

THEOREME—[Solo 89]
On suppose les signagx,,, u,,) strictement stationnaires et vérifiant les hypotheses :
(S1) Signal born@U,,||> < Betu < 2/B
(S2)U,, est un processus "purement non déterministe" (puissant@édevation a
passé infinb2? > 0)
Alors I'erreur quadratique moyenne (déterministe) du LM8werge p.s. :
1 Y n
: 2 _ 2\ . L 2
Jim > et =Eleo(n)?) = Jmin(1 + 5 mf Te(R)) +O0(w?) (2.18)

avecM = E(b2||U,||?) et

M

f - Jmin TI‘(R)

2 — T
m=1- - ;E(bk+1b0Uk+1Hk,0U0)

On notera que sous I'hypothe&E3), on retrouven = f = 1 et donc I'évaluation
(2.17).
Simulations et compromis vitesse-précision du LMS

Les simulations ci-dessous illustrent le compromis viégscision et la borne de
stabilité en m.g. du LMS, en évaluant 'TEQMR seloysur50 réalisations. Le modéle
simulé est 'AR2, de paramétres

a1 = 0.5562, as = —0.81, Jyuin = 0.3114, Tr(R) = 2, nstat = 50

Les résultats sont donnés dans le tableau (2.1) et la figRr@©2.y constate
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Figure 2.2. LMS : vitesse et EQMR selan

— divergence a partir de = 0.35, correspondanta = 3

— puis amélioration de I'estimation de w* jusquia= 0.02, avec stabilisation de
egm surW (lim varw) a6 x 10~2 et de I'eqm 20.316 : I'erreur d’ajustement est
alors de l'ordre de2 x 10~2 correspondant & I'évaluation théorique du "petit pas

M =EMo =2x10"2pourp =0.02(M = 2,02 =1),

300

[a] mu=0.2
[b] mu=0.1
[2] mu=0.05
(i) mu=0.02
[e] mu=0.01
[£] mu=0.003
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—pourp < 0.02, n = 500 est inférieur au temps du transitoire et I'erreur aug-

mente.

On remarquera aussi la robustesse du LMS et sa tendancet@dtabilisation

en cas de début d'instabilité liée a un padrop grand : voir sur la figure le cas
(a). Cependant, en implémentation virgule fixe, ces bosftBastabilité risquent de
conduire a un débordement de capacité, et sont donc a éviter.

o E(wi) | E(wz2) | limvarW EQM

0.4 5.1699 | —1.2438 | 4.710% 1.02710°
0.35 | 1.7587 | —0.7156 | 9.210° 1.84710%
0.30 | 0.4948 | —0.6338 11 27.85

0.20 | 0.5284 | —0.6926 0.88 2.983

0.10 | 0.5284 | —0.6926 | 4.11072 | 3.459107!
0.05 | 0.5438 | —0.7575 | 1.91072 | 3.30107*
0.02 | 0.5640 | —0.7923 | 6.110~3 | 3.16810~!
0.01 | 0.5243 | —0.7641 | 7.410% | 3.165107!
0.005 | 0.4054 | —0.6325 | 6.11072 | 3.469107!

Tableau 2.1.
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En conclusion, le tableau ci-dessous résume les proppéitéspales du LMS a
pas fixep, utiles pour les choix d'implémentation de I'algorithme.

Stabilité en m.q. 0<u<gmm @>3
Stabilité exponentielle du transitoire Tagky) = 1 — pAmin(R) < 1
Erreur quadratique stationnaire m E(]|Ax]?) € ptJminC
EQMR 6% = pymn B

Cas du petit pagc — 0 6% = £ Jomin Tr(R) + o(1)

Tableau 2.2.Propriétés du LMS a pas fixe

2.1.3. Variantes du LMS : NLMS, formes par blocs
L'algorithme du gradient stochastique normalisé et le NLMS

Le tableau 2.2 rappelle que la stabilité en MQ de I'algorghrMS est dépendante
de la trace de la matrice de covariam@alu signal d’excitation.,,. Cette propriété
a une incidence pratique importance car le filtrage ad&tatouvent a traiter des
signaux d’excitation de puissance non constante, commepa exemple le signal
de parole. Il en résulte qu’assurer la stabilité en MQ dgathme pour ce type de
signaux nécessite le réglage permanent dupafin que celui-ci soit maintenu dans
le domaine adéquat.

Un moyen simple d'obtenir ce résultat est de normaliser ke g la variance
du signal d’excitation, supposée conraupriori ou estimée sur les échantillons de ce
signal. On définit ainsi Algorithme du gradient stochastique normaljs I'équation
d’adaptation suivante :

e U(n) (2.19)

Wy = Wp—1 +

Y
Bvar(uy,)

ouvar(u,) représente la variance de I'excitatighest un coefficient constant; on
notera que d'apres I'analyse précédente du LMS, le c/ﬁo_ix% garantit la stabilité
en MQ de l'algorithme au moins pour une excitation de distidn uniforme.

Dans la pratiquear(u,,) est une estimation empirique de la variance. Deux esti-
mateurs, désignés par la fenétre de pondération des domoé¢sraditionnellement
employés :
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L'estimateur a fenétre rectangulaire

N
1
var(un) = = tn-i1” (2.20)
=1

L'estimateur a fenétre exponentielle

N
var(un) = (1= X)) A" (2.21)
1=1

Sous I'hypothese que I'excitation est centrée, ces qéasnsiont des estimations
non biaisées (asymptotiquement non biaisée pour (2.21)x dariance théorique
E(u2). On notera que le choix approprié de la taille de fenatreu du facteur d’ou-
bli A donne a ces estimateurs une "mémoire" ajustable aux cas#qiées du signal
d’excitation lorsque celui-ci est non stationnaire. Oremataussi qu'il est de pratique
commune d'ajouter au termar(u,,) une petite constante positive de "régularisation”
qui aide a controler le comportement de I'algorithme lors gériodes de tres faible
énergie d’excitation.

Faisant I'hypothése implicite d’'une excitation non cagesll'algorithme (2.19)
peut étre considéré comme une version "dégénérée" de ritlge des moindres
carrés récursifs (RLS) qui fera I'objet du paragraphe 212 effet, il est élémentaire
de vérifier qu’en négligeant les termes non diagonaux de lziceade covariance
déterministe du RLS, proche d’'une matrice diagonale saiirs legpothese, on obtient
exactement l'algorithme (2.19) en appliquant I'estimatapproprié de la variance
var(uy, ).

L'algorithme (2.19) muni de I'estimateur de variance a feméectangulaire avec
N = M est un "algorithme de projection” d’ordre 1, comme ceci éstuté au pa-
ragraphe 2.3. Historiquement, c’est cet algorithme quiéadénhommé NLMS (pour
Normalized Least Mean Squares). On observera que le ¢heixM ety = 1, cf.
(2.61) conduit a I'annulation de I'errearposteriori

Comportement de I'algorithme du gradient stochastiquemadisé

L'analyse théorique du comportement de I'algorithme dulgnat stochastique
normalisé est plus délicate que celle du LMS en raison dedagnce du terme de
normalisation du pas, qui dépend de I'excitation. On rdppei les résultats d'une
analyse classique du comportement du NLMS [Slock 93].

Les vecteurs d’excitatiofilU,, } sont supposés centrés, identiguement distribués et
indépendants (hypothése classique d'indépendance) nRadgliser une large classe
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de signaux d’excitation du monde réel, considérons la d@osition de la matrice du
signal d’excitation suivantk = E [U, Ul | = S 57 avecX = diag(A1, -+, An)
etS = (v, - ,vm), les paramétreg\; } et{v;},i = 1,--- , M représentant respec-
tivement les valeurs propres et les vecteurs propres asthoés de la matric&.

Suivant le modéle (dénomniél), le vecteur/,, est supposé formé du produit de
trois variables aléatoires indépendantgg .= sV ou

Pr(s=+1)=1/2
Pr(V=uv)=X\/Te(R),i=1,....M (2.22)
r & ||Unll

Avec I'hypothése suivante sur I'observatign (hypothese classique d’'un schéma
d'identification) :y,, = w7 U,, + €*, {¢*} étant une suite d’échantillonsi.i.d. centrés
et de variance?, on obtient les résultats suivants :

— convergence en M.Q. sBi< < 2

— désajustement=7 — s Tr{R} B [%].
b

La courbe de convergence de I'erreur quadratig(e) est donnée pai(n) =

Mo
o + _Zl)\i Ani avec:
1=

3 . 1
Ani=[1=p(2=p) pi] An—1,i + 4’0o E (T—Q) Di (2.23)

ou p; = \;/Tr(R).Cerésultat estun cas particulier (pdue= 1) de celui établi
avec I'algorithme APA (2.61) qui sera présenté dans la@ar8.4. La convergence la
plus rapide est obtenue pgur= 1. On notera qu’alors la convergence du NLMS peut
étre plus rapide que celle du LMS avee= ﬁ ; ceci a été montré par exemple sur
des signaux d’excitation gaussiens i.i.d. [Tarrab 88].

La dépendance directe du terme de normalisation d@/jpad/,, par rapport aux
échantillons du signal d’excitation introduit un factewr ftlictuation supplémentaire
par rapport a I'algorithme LMS & pas normalisé fiafR), ce qui conduit a un désa-
justement plus élevé du NLMS et a un risque de déstabilisiimale. Ce dernier peut
étre contrélé par I'emploi d'une constante de régulamsgtcomme il a été dit plus
haut (ce point sera étudié plus en détails dans la partiesggotithme APA).
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Compatibilité de la fenétre d’estimation avec la tailé du filtre

Dans l'algorithme NLMS, qui utilise la forme (2.20) de I'esfteur de variance
avecN = M, la taille de la fenétre sur les données d’excitation eskeégyda lon-
gueur M du filtre. Dans le cas de l'algorithme du gradientlstéstique normalisé par
I'estimateur (2.21), la fenétre sur les données est asytigpament de taille infinie,
cependant sa "taille efficace" dépend de la valeur du fadteubli \.

Pour établir une forme d’équivalence statistique entrelgerithmes normalisés
par les estimateurs (2.20) et (2.21), raisonnons en termardnce de chaque estima-
teur normalisée par sa moyenne élevée au carré. Sous |hagmt’excitation centrée
i.i.d. stationnaire d’ordre 4 de variantu?) = o2 et de moment non centré d’ordre
quatremy, on obtient ainsi pour I'estimateur (2.20) :

E [(Var(un) -E [UGT(Un)])Q} 1 /my

E [var(un)]2 M (? - 1) (2:24)

et asymptotiquement pour I'estimateur (2.21)

B [(artu) ~Blertu)) Y] 1o
oo E [var(u,))” 1A

(@ . 1) (2.25)

ol

Le choix\ = %—;} conduit & une valeur de I'expression (2.25) égale a celle de
(2.24), c’est-a-dire que les deux estimateurs ont (asytigpEment) la méme va-
riance. On peut alors parler de fenétre exponentielle ctibipavec la taille M du
filtre, et prévoir un comportement asymptotique de I'alforie du gradient stochas-
tiqgue normalisé avec oubli exponentiel voisin de celui duM8. Quant au régime
transitoire, il dépend trés fortement des données localesanditionnent le com-
portement initial des estimateurs (2.20) et (2.21). Unemamaison plus facile entre
les deux formes d’algorithmes normalisés se fera en suppgse la fenétre rectan-
gulaire ou exponentielle est "remplie" préalablement”ifisamment de données.
Dans le cas (2.21) une régle empirique sera par exempledtt que le nombre
d’échantillons d’excitation dépassé avant de démarrer I'adaptation suivant (2.19).

D’aprés (2.24) et (2.25), on observera que pdiirs- 1, un choix de fenétre ex-
ponentielle compatible et un signal d’excitation statiain@, les estimateurs (2.20) et
(2.21) ont une faible variance et peuvent étre considéngsreconstants : le com-
portement asymptotique de l'algorithme du gradient ststihae normalisé est alors
quasiment le méme que celui du LMS avec le pas congtéfit (R).
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Exploitation de la redondance des calculs : forme bloc-e¥adu LMS ; autres
formes "par blocs"

Si la simplicité calculatoire du LMS en terme de nombre diagiéns arithmé-
tiques par échantillon est déterminante dans des applisatiti le nombré/ de co-
efficients du filtre est peu élevé, ce nombre d’opérations ra rédhibitoire dans
le cas de trés longs filtres rencontrés par exemple en aionldgcho acoustique
(voir chapitre sur ce sujet dans la seconde partie de I'mgjreCette contrainte de
complexité peut étre contournée par I'exploitation de tborelance algorithmique in-
trinséque au LMS, dans lequel les vecteurs de donbigext U,,_; possedend/ — 1
composantes communes. En corollaire, la redondance tigogue peut étre réduite
par une transformation du LMS pour que le filtre soit mainteanstant sur un bloc
de taille N, ce qui lorsqueV > 1 permet notamment le calcul efficace Neconvo-
lutions successives par 'emploi d’'une transformée ortimade telle que la DFT.

Il existe une forme bloc-exacte du LMS [Benesty 92] que nappelons briéve-
ment ici. SoitV la taille du bloc. On peut écrire :

W =Wn- N+ 4 [UpUn-1-Un-ny1] BEn=wn-n+pVE(n)E, (2.26)

avecEl' = [e,en—1...en—n+1) l€ vecteur desN derniéres erreurs succes-
sives du LMS. Appelon¥,, = V(n)w,_y le vecteur desV derniéres convolu-
tions successives des vecteurs d’entrée avec le filtre anstir le blocw,,_ n et
Yo = [YnYn—1... yn,NH]T le vecteur desV derniéres observations. Nous posons :

En =Gy (Y, —Y!) =Gren (2.27)

G, est la matrice de correction permettant de passer des algulables avec
le filtre constantw,,_y aux erreurs exactes du LMS; on montre gu’elle s’explicite
comme suit :

G = [1Sn+ L) (2.28)

ou I,, est la matrice identitd&/ x N et.S,, s'écrit :
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0 0 0
U,;_NHUH,NH 0 . 0

S, = Un—ny3Un-ny1 Up_nigUn—ni2 0 (2.29)
UrU,_ N1 UrU,_nio . UrU,.1 0

Compte tenu de la forme triangulaire de la mati¥Ge I'équation (2.27) se résout
par substitutions; les termes de cette matrice peuventdarddes uns des autres
par récursivité. On obtient ainsi une forme bloc-exacte MSLpuisque la suite des
erreurs produites est exactement celle de 'algorithnt&alnLa contrainte évidente
est que le pag doit rester constant sur le bloc. Les conditions de stébdiablies
précédemment pour le LMS s’appliquent ici puisque I'altorie bloc-exact lui est
équivalent.

L'avantage de cette forme bloc du LMS est la réduction du rmendfopérations
arithmétiques : en effet, I'équation (2.26) peut étre nésa@vec un nombre de multi-
plications inférieur &/ - N au moyen du réordonnancement des éléments(adg en
composantes polyphases; cependant, le gain le plus sajifiést obtenu par I'em-
ploi de techniques de convolution rapide par transforméwgonale. Le calcul des
éléments de la matric@,, et la résolution de I'équation (2.27) coltent quant a eux
N (N —1) multiplications e.5 N (N —1) additions. On obtient ainsi po’ = 1024
et N = 128, les colts suivants en nombre d'opérations par échantiddorme bloc-
exacte utilisant une transformée de Fourier rapide "sqdibe :

— LMS "standard" : 2048 additions et 2048 multiplications
— Forme bloc-exacte : 678 additions et 349 multiplications.

Cette formulation par blocs du LMS permet d'introduire us@mble de variantes
d’'algorithmes adaptatifs par blocs : par exemple, en podant M etS,, = 0 on
obtient le "Block-LMS" traditionnel [Clark 81]. Il est a n@t que la vitesse de conver-
gence de ce dernier est inférieure a celle du LMS (et donc alttdstact LMS), sauf
dans le cas d’'une excitation blanche : en effet)&i> 1, les termes de la matrice
Sn, assimilables & des corrélations, multipliés pasont alors faibles devant I'unité
et par conséquent le bloc-exact LMS et le "Block-LMS" se iggjent. Dans le cas
M = K N, avecK entier, il est a noter une parenté du bloc-exact LMS intégean
FFT avec le "Multi-delay Adaptive Filter" [S0090] qui sereogué dans le chapitre
de la seconde partie de I'ouvrage consacré a I'annulatiécha.

Enfin, le passage des équations du LMS par bloc dans le dotnaimsformé (typi-
quement Fourier) permet de moduler le pas d’adaptationcapph chaque coefficient
dans I'équation équivalente a (2.26) de telle sorte quetésse de convergence soit
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considérablement augmentée. Cette possibilité seraexsirée dans le méme cha-
pitre de la seconde partie de I'ouvrage.

2.2. Moindres carrés récursifs : RLS
Introduction

La méthode des Moindres carrés s'applique a des situatiéagénérales, ou on
cherche a approcher un vecteur de données par un modeliedieéaun vecteur de
parameétre®. Cette méthode est d’usage courant en Analyse Numérique Stae
tistiqgue (approximation de fonction, lissage de courb&grassion multilinéaire). Ses
trés bonnes propriétés statistiques pour éliminer I'imfigede "bruits" perturbant des
données "utiles" en font un trés bon candidat pour le tradtgroptimal des signaux
bruités.

Ici nous I'utilisons comme méthode systématique de coostmud’un algorithme
adaptatif : on remplace le critére statistique d’ed(d) par un critére géométrique
de moindres carrés, que I'on minimise par un algorithmerdéteste. |l s’agit au
départ d’'une méthode bloc de traitement des données, géiéétiée au Chapitre 1
(cf section 1.3.2). Nous allons lui donner une forme réeersikacte, d'ou le nom de
I'algorithme : Moindres carrés récursifs, RLBdcursive Least SquargsOn étudie
ensuite les propriétés de convergence de cet algorithnmeaida

2.2.1. L'algorithme récursif : RLS

Le passage de la forme "bloc" des équations (1.21) a une farouesive découle
directement de la récurrence sur les matricgs= nR,, = ®7® et vecteurs;,, =
nr, = ®1' X définis en (1.19) :

I',=T,_1+ <pn<p£ Cn = Cn—1 + TnEn (2.30)

On part de I'hypothése de récurrericg_16,,_1 = c¢,_1 et on veut résoudre, avec
0, =0,_1+ O:

(anl + @n@;];)(onfl + 5) =cCp_1+ TnPn
d’ou aprés simplificatiof,,0 = e, ,, et I'algorithme récursif
RLS On =01+ Kpnenpon

€n = Ty — <p§9n,1 erreur de prédiction "a priori"
K,=T-1 gain matriciel

n
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Le calcul récursif direct dé&C,, a I'aide deK,, _; est fait par ldLemme d’inversion
matricielle: pour A matrice symétrique un vecteur, on a

(A+bb") 1 =A"1 —sA 0" A avecs = 1/(1+ b7 A1) (2.31)

gu’on applique ici avecA = I',_; etb = ¢,. On obtient alors la forme compléte
d’'implémentation de I'algorithme.

RLS
On =01+ Kpenpon (2.32)

avec

€n = Tp — 90;1;97171
Un = anlsﬁn § = 1/(1 + 9077111]”)
K,=K,_1— s(vnvg)

COMPLEXITE DU RLS.— Les opérations de calcul dg, K, 6,, nécessitent chacune
M? multiplications, et il faut mémoriser des vecteurs dedalll et une matrice de
taille M2. On a donc une complexité temporelle et spatial@)én/?), a comparer
défavorablement a la complexité linéaire@(\/) du LMS.

INITIALISATION DU RLS.— En principe la matric&,, de corrélation empirigue ne
pourra étre inversible que pour> M. Il faudrait donc calculer au dépaR,, et le
parameétréd; associé, comme point de départ de la récurrence du RLS. Houyea
on évitera cette phase préalable en initialisant arbénaént la suite<,, par K, = %I,
avecd > 0. Ceci revient & remplacer la suig, par la suite "régularisée"

1 n
R, = E(ZWHWZ +41I)
1

et on voit que poun — oo l'influence de la perturbation initiale sera négligeable.
Cette méthode présente I'intérét de construire par le RleSsuite croissante de ma-
tricesI',,+1 > I'y, > 61 > 0 : on est ainsi sdr de I'inversibilité de toutes les matrices
R,. On constate en pratique que le choixde’a aucune influence sur la vitesse de
convergence de I'algorithme.

Interprétation : Quasi-Newton stochastique

Nous avons montré au Chapitre 1, section 1.4.2, que I'dlgog RLS peut étre
obtenu en appliquant la méthode Newton sur I'écart des Memdarrésy,, () :
voir (1.33). On I'a aussi interprété comme algorithme desipiNewton stochastique.
Compte tenu des résultats de vitesse de convergence (tigadjarus au Chapitre 1
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sur les méthodes newtoniennes, cette interprétationgriguia la supériorité du RLS
sur le LMS du point de vue vitesse de convergence. Nous leivéés sous la forme

S|=

971 = onfl + ,unRrglensﬁn Hn =
Rn - Rnfl + ,un(@nwg - Rnfl)

RLS1

Par rapport au critere d’erreur quadratique moyeh(t, on a
1 1
§VJ(9) = E(en@n)v §V2J(9) =R

et R,_; est une suite convergeant veis!, e, o, est 'approximation stochastique
du gradient.

L'algorithme RLS fonctionne uniquement en contestationnaire, il correspond
a un algorithme quasi-Newton & pas décroisggnt= 1/n. Il converge strictement
vers le paramétre optimadt : cela signifie qu'il n’évoluera plus, une fois terminé sa
phase de convergence, donc il n'a pasdpacité d’évolution permanenp@ur suivre
les variations du contexte. Nous allons maintenant le maxdégerement pour obtenir
cette adaptativité permanente.

2.2.2. Algorithme adaptatif : facteur d’oubli

Il faut passer d’'un algorithme pas décroissanad un algorithme gas constant
1. Dans le contexte des Moindres carrés, il se trouve queoilgne a pas constant
va encore s'interpréter comme la résolution d’'une minitioseexacte, mais pour un
nouveau critérele moindres carrés pondéréen se fixe urfacteur d’oublii €]0, 1],
et on prend le critére

Jn(0) =p Y A"Fel  avecu=1- A (2.33)
INTERPRETATION— On oublie les données anciennes a la vitesse exponentielt.

Remarquons que cette pondération des données revienddrsaiiller dans le méme
espace géométriqué = R”, mais avec le nouveau produit scalaire pondéré

<X Y >=p) NPy (2.34)
1
et la matrice de Gramk,, s’écrit alors

R, = ®TA® = ,uZ)\"fkgokgog avecA = pDiag(\" ") (2.35)
1
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tandis que le vecteur projeté devient= ®TAX = > A" ka0

On obtient les equations normales pondérées

Ruby =1 (2.36)

Les relations de récurrence deviennent
Ry = ARy_1 + [1pn®),  Tn = Arp_1 + npn (2.37)

et on établit exactement comme précédemment 'algoritléoersif RLSA : notons
que I'algorithme sans facteur d’oubli s’obtient en posant 1, et en substituant&,,
la matricel’,, = nR,, définie en (2.30).

On pourra donc mettre en oeuvre de fagon unique les dewowsrdu RLS, le
choix se faisant par la valeur de D’autre part, le paramétye = 1 — \ joueraici le
méme rdle que le pasde 'algorithme LMS de gradient stochastique.
on = enf Kn n¥n
RLS-A L Bnng

€n = Tn — (Pzen—l
Up = Kp_1¥Pn s = 1/()‘ + (JDZU”)
Ky = %(Kn—l = s(vavy,))

On peut interpréter cet algorithme comme une méthode dNmwston stochas-
tiqguea pas constant cette interprétation est visible sur la réécriture suigate I'al-
gorithme :

On =0nh_1 +NR;16n(Pn p=1-=A
Rn = Rn—l + ,U/((Pngpg - Rn—l)

RLS2

2.2.3. Convergence et propriétés statistiques

La méthode des moindres carrés permet de construire ue€ ity d’estima-
teurs def*, basée sur les signaux obserygs, ..., x,,) et (u1, ..., u,). L'étude de la
convergence de ces estimateurs est basée sur le modéficgtaties données traitées,
donné en (1.14), on distinguera les deux cas suivants :

M1 Modéle de régression linéaireb,, indépendant déuy,)ez (2.38)

et
M2 Modéle de Wiener b,, décorrélé de, (2.39)

Dans le premier cas, on peut raisonner conditionnellemesigmal(u,, ), sur le seul
bruit de modél€b,,). Ce n’est plus possible dans le cas (M2) général de Wiener.
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Convergence p.s. du RLS

On se place en contexte stationnaire, avec I'algorithmesadparoissant, cad le
RLS1 (cf p.62) . Les hypothéses générales du modele sont(@/29).

On peut représenter vectoriellement les équations du maddle I'estimateur a
l'aide des vecteurX = (z1,...,z,) €tB = (b1, ..., by).

X =®0"+ B (2.40)
et I'équation (1.21) se réécrit alors
oTo(h, —0*) =d"'B (2.41)
d’'ou .
0, =0*+ R;'d, avecd, = lgrp_1 > brr (2.42)
n n 1

Comme pour le LMS, ce sont les propriétés d’ergodisme desaix,, ¢,,) qui
permettront la convergence du RLS : on les suppose staii@snet mutuellement
ergodiques du second ordre au sens fort, avec les conveigenesque sdres des
matrices empiriques d’auto et d’intercorrélation

R,— R p.s.sinboo, R>0 rm —p P.S. (2.43)

Alors R~ existe etR;;! — R~!, donc||R;!|| < M. Par I'ergodisme, on d,, —
E(bnyn) = 0, d’ou par (2.42) le théoréme suivant.

THEOREME—Convergence p.s. du RLS
Si le processus conjoidtu,,, b, } est strictement stationnaire et ergodique au second
ordre avec une matrice de covarianfe= E(U,,UTL) > 0, on a pour la suiteq,) du
RLS(2.32)

6, — 6* avec probabilitél (2.44)

Contrairement au cas du LMS, cette convergence est trédesin@tablir ici. Elle
se compléte aussi facilement par des résultats statistiqymortants caractérisant les
estimateurs de Moindres carrés.

Biais et variance : cas de la régression linéaire

Ayant une expression explicite dg pour toutn, on peut aussi s'intéresser aux
propriétés de cet estimateumafixé. On traite ici le cas simple de k&gression li-
néaireau sens défini par le modele (M1) (2.38). Les vecteyrsont connus, non
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aléatoires, eb,, est une suite centrée de covariadge: on raisonne conditionnel-
lement au processus,, le seul aspect aléatoire étant contenu dans le Bsy)tdu
modele.

Il en résulte alors que les matricéssont non aléatoires. Cette situation décrit par
exemple le cas de I'annulation d’écho. On déduit alors dé2(2queE(d,,) = 6*
(estimateur non-biaisé), etv(6,,) = I';1®TT, @I !

CAS DU BRUIT BLANC .—

2
Ty = 02 = cov(0,) = =R (2.45)
n

Cette derniére propriété est importante d'un point de vagigue :cov(6,) — 0,
donc I'estimateur des Moindres carrés est convergent en et lq vitesse de conver-
gence est donnée par (2.45) . Comme la mafigé = K,, est une donnée disponible
a chaque itération du RLS, on a donc aussi la covariandg, @& par conséquent la
précision atteinte par I'algorithme a chaque instant, émesito? par son estimateur
empirique non biais@E||?/(n — M) (U E = (ey, ...,e,) " estI'erreur d’estimation
vectorielle).

La supériorité sur le LMS est une vitesse de convergencecbeawplus grande
et indépendante du conditionnement de I'autocorrélatimus illustrerons ici cette
vitesse par des simulations. Pour une mesure précise etacative des vitesses des
algorithmes stochastiques, nous renvoyons a I'approanérgke du chapitre 3.

Comportement asymptotique du RLS-

L'introduction du facteur d’'oubl) < 1 fait perdre la convergence de I'estimateur
0,,. Ceci est d0 au fait que les matricBs etr, construites par (2.35) n’ont plus de
propriété de convergence p.s. et restent aléatoires quando.

Comme pour le LMS, on aura deux phases de convergence : kittia®, durée
d’oubli de l'influence de la condition initiale loin d&, puis une phase de fluctuation
stationnaire liée au pas=1 — A.

Vitesse transitoire et constante de temps

Nous déterminerons cette vitesse par celld’algorithme déterministg2.47) ,
version moyennée de RLS2 (p.63) : on y remplage,, ety, ¢l par leur espérance
mathématique (cf Chapitre 3 pour le lien entre les trajeetodes deux algorithmes
lorsqueu — 0), ce qui donne les deux équations

DRLS 0, =0n_1+uR, 'R(0,_1 —0%) (2.46)
R, =R,_1+uR—Ry_1) (2.47)
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L'étude de convergence, comme pour le gradient détermi(&D), se fait en intro-

duisant les écartg,, = 6,, — 6* et A, = R,, — R, pour lesquels la récurrence devient
Vi=I—pR,'R)V,_1 A, =)\, (2.48)

On initialise aAg = 01 — R, onadond\,, = A" A, et le taux de compression est

_ H
1+ A(6/Amin — 1)

Blu,n) = 11 = pRR|| = [|I = (I +A"R™'A) 7| = 1

donc les deux erreurs convergent exponentiellementvaustaux\ = 1 — . On en
déduit la constante de temps de ce transitoire RLS

-1 1

ogh 1 lorsquel — 1 (2.49)
Ce temps traduit ldargeur de fenétre équivalentgour la mémoire du RLS- sur
les données, qui augmente infiniment lorsque> 1. Par contre, elle ne traduit pas
correctement la durée effective du transitoire du RLS leedg mémoire est longue :
on s'intéresse en effet ici au début de la convergence, leifiddans la phase de
rapprochement, alors on a

0/dmin < 1, Am 1= F(u,n)~1-— —0si n—1 (2.50)

0]
1—An
ce qui donne une convergersgperlinéairepour les petites valeurs de

La comparaison de ce résultat avec le cas du LMS est intétessan a ici un taux
exponentiel uniforme, indépendant de la direction et ddit@mnement de?. On no-
tera aussi que la stabilité de ce DRLS est assurée pous teld, 1]. On aura évidem-
ment des contraintes plus fortes pour I'algorithme stotitpas, mais la convergence
rapide donnée par (2.50) lorsqde— 1 évitera I'allongement des durées transitoires
au "petit pas", contrairement au LMS (cf simulations cisiess).

Fluctuation résiduelle du RLS

La convergence vers une loi asymptotique stationnaire deitad,, résulte de la
convergence correspondante pour les matrices et vedigues r,, (cf. [Eweda 87],
ou cette convergence est utilisée pour obtenir une bortié,de 6*|| avec probabilité
> 1 —¢). On les interpréte comme dékKrés linéairesdes suites aléatoires (suppo-
sées stationnaires), . etz,p, par le filtre Hy(z) = =7 et la stabilit¢ de ce
filtre pour A < 1 entraine la convergence vers une loi stationnaire, quicsiades
matrices asymptotiques

Ry=pY Nonwpny  rmh=n> N ppn i (2.51)
0 0
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La convergence p.s. et en m.q. de ces séries est assuréedeés matrices ou vecteurs
filtrés sont stationnaires et possedent une norme quadedtite (ce qui suppose des
moments d’ordrel finis pour(u,,) ). La difficulté pour passer a I'erreur quadratique
stationnaireE(||0,, — 6*||?) vient de la matrice invers&,, !, dont il faut arriver a
borner les moments. Le résultat principal a été obtenu pacf¥i-Eweda 88] . Il est

n+h
basé sur une borne inférieure des valeurs propres des esatii¢n) = > ip!,
1=n+1
et s’énonce ainsi.

THEOREME—Erreur quadratiqgue du RLSA

Si le processus conjoirtu,,, z,, } est strictement stationnaire avec une matrice de
covarianceR = E(U,,UT) > 0, et vérifie les hypothéses suivantes :

(S1) Toutes les suit@§, = xxur_; 0UYy, = uiug_; ont des moments finis a I'ordre
8 avec une corrélation a décroissance exponentielle

AC>0,p<1 : lyy (m)] < Cp™
(S2) Il existe un entiek > 0 tel que
supE[A_ P (Ap(n)] < oo pourp =8 (2.52)

min
n>0
alors il existe des constanté§ ety telles que

. ) o1+
Va<uo  EmswpB(0, 0 ) < oy (259)

— 2
n—0oo )\min

Ce résultat est un équivalent pour RLS de celui du LMS (2.14).une consé-
quence, importante du point de vue pratique et qui sera coddipar les simulations :
pour un niveau donnéde fluctuations dé,,, on devra choisir un pas d’autant plus
faible que le taux de corrélation des donngeera proche de 1.

Il a été précisé par [Ljung 91], [Guo, Ljung, Priouret 93] ewzondition suffisante
pour (2.52) est donnée dans le cas ou la spjteest i.i.d. elle équivaut a I'existence
deK > 0,7 > 0,z9 > Otels que

Yo e RY |ju]| = 1,0 <z < 29 = P([oT 1] < z) < Kz

et la propriété s'étend ensuite a des signaux générés agartitel bruit blanc (M-
dépendants, ou modéle d’'état observable). Par une méthaquimolximation générale
(qui sera présentée au Chapitre 3), on obtient pour deswsighdépendance faible
a l'infini, le résultat asymptotique comparable a (2.17)kolbtpour LMS : en posant
¥y = var(by|un, ug, by k < n) (qQui vautJ,,;, dans le cas (M1) de la régression
linéaire),

E(||0, — 0%[]2) ~ gzb Te(R™Y)  lorsquey — 0 (2.54)
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Leurs résultats sont plus généraux et s’appliquent a laspderd’'un filtre variable,
gu’on abordera a la fin du Chapitre.

En conclusion, le comportement de fluctuation du RLS donmeaureur quadra-
tique proportionnelle &, avec un compromis nécessaire entre vitesse transitoire et
réduction de la fluctuation, et est comparable a celui du LMS.

Propriétés statistiques du RLS

Revenons aux Moindres carrés "purs" RLS, dont on a étallessus la consis-
tance et les propriétés de biais et variance. On peut coengléns le cas de la régres-
sion linéaire (M1)(2.38) par plusieurs résultats d’opfitéades Moindres carrés. On
raisonne d'abord a signél.,,) connu, non aléatoire, en partant des équati@Ap«t
(2.42).

PROPRIETE DE VARIANCE MINIMALE— On a vu qué),, = (®7®)~1®T X est un
estimateur convergent, non biaisé, de covaridi@g) = o*(®7®)~!. Considérons
alors un autre estimateur linéaire non bigid®asé sur la méme observatian: il
existe une matricel telle queT = AX avecE(T) = A®9* = 6*. Ceci implique
Ad = I. Alors

I(T,6,) = B(AXXT®(@T®)™!) = 6240(0T®) ! = 62(®T®) 1 =T'(6,)
d’ou I'orthogonalitél’ (7' — 6.,,6,,) = 0 et
D) =TT —6,)+0,) =T(T—06,)+T(0,) >T(6,)
ce qui prouve le théoréme ci-dessous.

THEOREME— Gauss-Markov

Dans le modele de régression linéaire (M1), I'estimatews Moindres carréd,, est
a variance minimale parmi tous les estimateurs linéaifess AX non biaisés basés
sur la méme observatiali. Cette variance minimale est donnée par

I'0,)=0c*(dT®)"! = %23*1 (2.55)

n

CAS GAUSSIEN: MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE ET EFFICACITE.— On suppose
ici que (u, b,) sont des processus gaussiens indépendants, de covariaates!.
On notef(x, u; 0) la fonction de vraisemblang@u densité de probabilité) des don-
nées observéds, u) = (z1, ..., Tn, u1...,u,) € R?" pour la valeum du paramétre.
D’aprés (2.40), la loi conditionnelle dex|u) est gaussienne de moyen®é et de
covariance’, = oI, on a doncf(z,u;0) = f(u)f(z|u) et la Log-vraisemblance
A () = —log f(z,u;0) vaut
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2 J.(0) (2.56)

202"

1
An(0) = K +u' R+ ﬁnx —®0|> = K, +

donc I'estimateur dmaximum de vraisemblanagui minimiseA,, (), coincide avec
I'estimateur dedoindres carrégjui minimise.J,, ().

Linformation de Fisher et de I'observatior(z, v) se déduit de (2.56)
I,(0) = E{V’A.(0)} = =R (2.57)
g

la borne de Cramer-Rao pour la covariance d’un estimatedrede/,,(6) 1. L'esti-
mateur des Moindres carrés a d’apres (2.45) la covariance compléte (par rapport a
la loi de probabilité déw.,, b,,)

0.2

P(0n) = — B(R;") (2.58)

n
et lorsquen — oo on a par les propriétés d’ergodisme déja vues
R, — R =ER,") =R '=T0,) ~ 10" (2.59)
on peut donc affirmer que I'estimatey; estasymptotiquement efficacesa cova-

riance converge vers la borne de Cramer-Rg@) —*.

On peut enfin préciser ce résultat par un Théoréme de lireitérale : sin — oo,
0, convergera en loi vers la loi gaussienne . Ce résultat se ntéenpar des calculs
élémentaires.

THEOREME—Normalité asymptotique

Pour le modeéle de régression linéaire (M1),(si,) et (b,) sont gaussiens indépen-
dants de covarianceR et ¢?I, I'estimateur des Moindres carrék, est I'estimateur
duMaximum de vraisemblanceet on a

V0, — 0%) — N(0,0*R™1) (2.60)
( borne de Cramer-Rao)
REMARQUE.— Ces propriétés de maximum de vraisemblance, borne destiiRao et
normalité asymptotique s'étendent a des modéles gaugdigngénéraux que (M1),
notamment au cas de la modélisation AR(p). On se reporteraajet a [Duflo 90] et
[Ljung 79].
2.2.4. Simulations et comparaisons RLS-LMS

On reprend le cas de la prédiction linéaire d’'un modéle AR2.
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Comparaison du RLS et LMS a pas décroissant

Le modéle est un AR2 dont les pdles complexes sont définip par 0.95 et
0 = 0.047. Les parametres sont

JImin = 0.0034, cond(R) = 216, n =500 Wy, = [1.8850, —0.9025]
Le mauvais conditionnement de R entraine une lenteur dé&segp du LMS (sur ces

données, apré#)00 itérations lew; (n) n'aura pas dépassé2), tandis que le RLS
termine & nouveau sa convergenced &fiitérations.

ARZ cond=216 Cowrbe: Wiln) duw ELE et LIVH

151 Fls i

I ms

100 200 300 400 300

Figure 2.3. LMS et RLS a pas décroissant

RLS a pas fixe : erreur quadratique selpn

Le modéle est un AR2 de pbles= 0.9 etd = 0.47, déja utilisé pour le LMS. On
réalise pour différents pas des moyennes su réalisations de séquences de taille
n = 200.

Les valeurs stationnaires affichées sont obtenues par meyeatatistiques puis
moyennes temporelles sur= [100, 200]. On compare le LMS & pas (cf. résultats
et courbes) et le RLS a facteur d’oubli= 1 — 1 : ceci est cohérent du point de vue
normalisation, puisque I'on a les bornes de stabilité agipées

RLS 0<A<le0<u<l
LMS 0<p< gy =1icicaro; =1, m=2
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Dans le cas général, la comparaison logique sera enteel — 1/ et LMS au
pasy aveq = %u : ceci revient a comparer a pas identique le RLS et le LMS

normaliséparE(||U,||?). Les données sont

w* = [0.5562, —0.81] Jpmin = 0.3114  cond(R) =1.88 nstat =50 n = 200

I E(w1) | E(wz2) |limvarW | EQM
0.4 0.5073 | —0.7782 0.2554 0.5052
0.35 | 0.5064 | —0.7692 | 0.2126 | 0.4713
0.30 | 0.5178 | —0.7682 0.1696 0.4390
0.20 | 0.5112 | —0.7625 0.1102 0.3885
0.10 | 0.5391 | —0.7845 | 0.0431 | 0.3417
0.05 | 0.5481 | —0.7864 0.0217 0.3262
0.02 | 0.5407 | —0.8048 0.0097 0.3169
0.01 | 0.5559 | —0.8002 | 0.0054 | 0.3138
0.005 | 0.5593 | —0.8001 0.0054 0.3206

Tableau 2.3.Simulation du RLS & oubN = 1 — p sur 50 réalisations

100 . E(llwm-w*112), nstat=30 cond=1 887

(2]
(]

(2]

10-2 ]

(e]

10-3
0 30 100 150 200

Figure 2.4. Erreur quadratique du RLS selgn: (a) 0.4 (b) 0.3 (c) 0.1 (d)
0.02 (&) 0.005

Erreur quadratique stationnaire, EQMR et stabilité

On constate la stabilisation @||w(n) —w*||?) & un niveau égal approximative-
ment au/2 pourp = 0.4 20.01, conforme a I'estimation théorique (2.54). Le temps
de stabilisation en m.q. augmente quand legpdaminue, et poup: = 0.005 la durée



72  Filtrage adaptatif

n = 200 est insuffisante pour atteindre ce niveau stationnaire s o@itrairement au
LMS, la phase initiale de descente (le transitoire) se fpérite constante, il n’est pas
ralenti par la diminution du pas.

La comparaison avec le LMS sur les mémes données (cf. fig@jendontre une
convergence plus rapide du RLS ; un niveau d’erreur quapratt d’'EQMR inférieur
pour le RLS a pas identique, et surtoune meilleure résistance du RLS a I'instabilité
puisque la stabilisation a encore lieu aux grands pas 0.88fur lesquels le LMS
divergeait nettement.

Vitesse transitoire du RL3-

Les courbes de la figure (2.4) confirment une relative indéaece de la durée tran-
sitoire du RLS par rapport au facteur d’oubli lorsghe— 1, et le maintien dans
ces conditions d’'une convergence rapide selon (2.50). deses de la figure (2.5)
montrent ce transitoire rapide, méme pour un pas: 10~° : on a représenté en
échelle logarithmique la droite de pente asymptotitpge\ quasi-nulle qui décrit la
convergence dgR,, — R||, la courbe d’erreur du DRLS (exhibant la convergence su-
perlinéaire de (2.50)) et la courbe moyenfiég — 6*|| d’erreur du RLS qui, aprés un
transitoire rapide suivant le DRLS, se stabilise a un niieaulié a I'erreur quadra-
tique stationnaire.

[dwll BLS,DRLS et [IdRI mu=10*{-5)
1 : : : T .

log des emeurs

0 500 1000 1500 2000 2500 Gooo

Figure 2.5. Transitoire du RLS: = 1075
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Conclusion sur RLS

L'algorithme newtonien RLS présente donc I'avantage d'vibesse de conver-
gence rapide et indépendante du conditionnement des darihést de plus peu sen-
sible, pour sa vitesse, au choix du pas de calcul (ou du fadteubli ).

A facteur d’oubli) (correspondant a un pas fixe= 1 — ), il se traduit par une
fluctuation résiduelle proportionnellga comme le LMS. Mais on peut choisir le pas
trés petit sans allonger la durée transitoire de convesgene choix dépendra donc
uniquement de la "largeur de fenétre équivalefite’= -1+, représentant la durée de
stationnarité supposée des données traitées.

Sa limitation est la complexité de calcul €M ?) opérations par itération, qui
empéche I'implémentation temps réel pour des valeurs éfedé la tailleV/ du filtre.
Pour remédier a cette difficulté, on construira aégorithmes de Moindres Carrés
rapides: c’est I'objet du chapitre 4.

2.3. Algorithmes de projection affine

OBJECTIF— On a vu les limitations intrinséques des deux classegarihmes pré-
cédentes : les gradients LMS, par la lenteur de convergeaamtelds cas mal condi-
tionnés, et les Newton RLS par la complexité de calcul. Lesamtes étudiées ici
(APA puis treillis) visent & construire un compromis intéahiaire entre les deux, plus
rapide que le LMS et moins complexe que le RLS.

De facon similaire a la méthode des Moindres Carrés ou lerergtatistique de la
fonction de coGt/(w) est remplacé par un critere géométrique des moindres carrés
I'algorithme de projection affine correspond a une méthdde He traitement des
données. Il possede un caractére déterministe dépendatibdieées car il minimise,

a chaque itération, un critére géométrique.

2.3.1. Introduction

Dérivation de I'algorithme APA d’ordre P

Considérons la relation suivanig, = w,_1 + Aw, correspondant a la mise a
jour desM coefficients d’un filtre adaptatif. On souhaite trouver di@mentAw,
permettant d'annuler leB erreursa posterioriles plus récentes, soit :

Y, — AT w, =0 AL Aw, = E, (2.61)
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ouY, = (y(n) ---y(n— P+1))T représente le vecteur désdernieres observa-
tions,A,, = (U, ---U,—p+1) représente la matrice désderniers vecteurs d’obser-
vation etE, = (y(n) —Ulwn_1 - y(n—P+1) = UL, jw,_1)" désigne le
vecteur des erreursa priori a l'instantn.

En considérant qu®& < M (ou M est I'ordre du filtre adaptatif), le systeme a
résoudre deP équations 8/ inconnues est un systéme sous-déterminé pour lequel,
parmi I'ensemble des solution&w, admissibles, la solution a norme minimale
conduit & un incrément unique donné pRiw, = A, [ALA,] ~''E, ou la matrice
carréeAT’A,,, définie non-négative, est inversible lorsqu’elle est derR. L'algo-
rithme ainsi obtenu est donné par :

Algorithme APA
En = Yn — Agwn_l

Relaxation de I'algorithme APA

En pratique, un paramétre de relaxatjprest introduit afin de pondérer I'incré-
mentAw,, ce qui conduit a la relation de mise a jour suivamie= w,,_1 + pAw,.
On obtient alors I'algorithme suivant :

APA relaxé
En = Yn — Agwn_l
Zn = [ATA) T E, (2.63)
Wy = Wn—1+ W AnZn

En supposant que le vecteur d’observation est donngpar ATw* + B,,, ou B,
représente le vecteur désderniers échantillons de bruit, on montre que le vecteur
d’écart a I'optimum des coefficients du filti§, = w,, — w* suit la régle

ol Pt = 1— puA,JATAIAL et Q, = pA,[ATA,]7L. La matrice P, =
An[ATA,]7TAT correspond a un opérateur de projection sur un sous-espéeéé
constitué par les vecteurs colonndés,,U,,_1,--- ,U,_py1} de la matriceA,,. La
matrice Pt = I — P, représente alors une matrice de projection orthogonale a
P, et la relation (2.64) définit une projection (relaxée) duteacV,,_; sur un sous-
espace affine. En conséquence, I'algorithme donné par)(dré2alement proposé
dans [Ozeki 84], est dénommé algorithme de projection affioedre P. Lorsque
cette projection est relaxée, les relations (2.63) défnisk version relaxée de cet
algorithme.
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Interprétation géométrique de I'algorithme APA

En considérant I'hyperplafil, = {w € R*/y(n)— UTw =0}, l'algorithme
NLMS permet au cours des itérations successives de comstnué suite de vecteurs
{wn,n > 0} qui converge vers le filtre optimab*. Par définition, ce filtre optimal
appartient a l'intersection de tous les hyperpldhk,, » > 0}. Ainsi, I'algorithme
NLMS projette le vecteut,,_; surll, colinéairement &/,, pour obtenir le vecteur
wy, qui vérifie I'inégalité||V,,+1]| < ||V4|| (cf. figure (2.6)). On note alors que la vi-
tesse de convergence du NLMS est fortement liée a la valelianige ¢ entre les

hyperplangdl,, etIl,_;. Cet angle, défini patos(¢) = m est gouverné par

le degré de corrélation existant entre les vecteurs sutxéssetU,,_;

Figure 2.6. Interprétation géométrique de I'algorithme NLM$ = 3

Pour améliorer la vitesse de convergence de I'algorithm#Blen présence de
signaux corrélés, il est envisageable de modifier la doaaffadaptation des coeffi-
cients du filtre. L'idée de base de I'algorithme APA consditatiliser une projection,
non plus colinéairement®,,, mais dans la direction orthogonale a II,,_%.

k=0,--- ,P—1
Cette projection, dite d’ordr€, permet de réduire la normi@,, || et donc d’accroitre
la vitesse de convergence de I'algorithme en comparaisetiéadu NLMS. La figure
(2.7) illustre la mise a jour ded/ = 3 coefficients du filtre pour I'algorithme APA
d'ordreP = 2.
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Figure 2.7. Interprétation géométrique de I'algorithme ARK = 3 etP = 2

2.3.2. Liens avec les autres familles d'algorithmes
Lien avec I'algorithme NLMS

Il est évident que les relations décrivant I'algorithme ABénduisent, lorsque
I'ordre de projectionP est égal a I'unité, aux relations suivantes :

= UL w,_
eln) = y(n) UL wiy (2.65)
Wy = Wp—1 + [Un Un] U, e(n)
Cette relation correspond a la définition de I'algorithme\i&.qui permet, lorsque
le pas d’adaptation est égal a l'unité, d’annuler & chaguationn I'erreur d’estima-
tion a posterioridéfinie par =(n) = y(n) — UL w,.

Lien avec I'algorithme des moindres carrés

Dans le cas ol® > M, le probléme précédent qui consiste a trouver I'incrément
Aw,, pour 'annuler les” erreursa posterioriles plus récentes [sak’ Aw,, = E,]
conduit & un systéme sur-déterminé. L'unique solution as des moindres carrés est
donnée pal\w,, = [A, AT] “'A, E,.En pratique, la mise a jour des coefficients du
filtre est réalisée par un algorithme de type RLS.
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Lien avec I'algorithme de transformation a faible rang

On peut interpréter I'algorithme APA comme un cas part@uties algorithmes
de transformation a faible rang [Raghotaman 2000] ou legrgtes de décorrélation
de la matrice de transformation sont utilisées pour apmokinverse de la matrice
de corrélation des données. Pour cela, considérons unieenddr transformatior,
matrice carrée unitaire de rang plei Q7 = 1 = Q7 Q). Il existe deux possibili-
tés d’introduire cette matric@ au sein de la relation (2.61)Q QA Aw,, = E,
ou bienATQ QT Aw,, = E,. SoitQ = [Q1 Q2] ouQ; est une matrice de dimen-
sionP x M telle queQ; T A, T # 0. Le systéme (2.61) peut étre transformé suivant
Q1" AT Aw, = Q1" E,.

Si I'on considére le systeme d’origine (2.61) sur-détegnid > M), la transfor-
mation@; le convertit en un systéme sous-déterminé K < M. En choisissant
Q =IpxpetQi = [Ixxx Oxx(p—K))”, il est possible de convertir (2.61) de fagon a
obtenir comme solution I'algorithme NLMS, puis I'algoritte APA, puis I'algorithme
RLS en modifiant simplement la valeur du paramétreSi @, = [1 OlX(P_l)]T ,
I'application de la transformation a faible rang extraiiquement la premiére équa-
tion du systéme (2.61), ce qui correspond a I'opérationigéalpar 'algorithme

NLMS. SiQ; = [ (1) (1) glx(P‘Q) } , la transformation extrait uniquement les 2 pre-
1x(P—2)

miéres équations ce qui correspond a l'algorithme APA d®r2. Cette propriété

peut-étre facilement étendue a des ordres supérieurs a&erdant la tranformation

aQ1 = Ip«p seules les” derniéres équations du systeme (2.61) sont considérées ce

qui est équivalent a I'algorithme RLS (poir> M) a fenétre rectangulaire.

2.3.3. Régularisation directe de la matrice de covariance des dées

La relation (2.64) montre que les propriétés de 'algorighiPA sont directement
liées a celles de la matrice des donn&gé4.,. Il apparait évident que le terme de bruit
Q. B, de la relation (2.64) se trouve amplifié lorsque cette mateist mal condi-
tionnée ce qui conduit, durant ces périodes, a un désajastemportant du filtre
identifié. Ce probléme peut étre résolu en introduisant uoeduiure de régularisation
directe de la matricaZ A,, qui consiste a introduire, au sein de la diagonale de la ma-
trice de covariance des données, un parandegr®*+ ce qui conduit a I'équation de
mise & jour des coefficients du filtte, = w,,—1 + pu A, [ALA, + 6 I]71E,. Soitla
décomposition en valeur singulieras = S,, 3, 7.1 de la matriceA,, € RM*F ol
S, € RM*M etT, € RP*F sont deux matrices unitaire§,(S! = I etT,, TT = I)
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etouy,, € RM*F est donnée, lorsqué < M, par

2, = (2.66)

Om—Pyxp

on montre alors que la matrice de projectiBf = I — p A,[ATA, +61]71AT de
I'algorithme APA relaché admet la décomposition suivante :

2 2

. An
Pl =8, diag(1 T ié el

n, P

e a_p) ST. (2.67)

Le facteur d’amplification du bruit d’observation est gotnépar la structure de
la matriceQ,, = p A,[ATA,, +d1]7! de valeurs valeurs S|nguI|erﬁ§"—’“6,Vk =

1,---, P. La limitation du facteur d’amplification du bruit de fondteeahsee ala
f0|s par la procédure de relaxation et par celle de régualtois. En effet, les valeurs
singulieres d&),, sont d’autant plus faibles que le paramétre de relaxatiest faible

et que le paramétre de régularisatioest fort. Un choix judicieux de ce dernier para-
métre consiste & prendfe= E [b? (n)]. Ainsi, la mise & jour des coefficients du filtre
n'est effectuée que suivant les directions pour lesquileapport signal a bruit est

2
important [soitAj”—'ié ~ 1], tandis que I'adaptation est minimisée dans celles pour
n,k

2 2
lesquelles le rapport signal a bruit est faible [s@% ~ ATg’“].
n,k

L'introduction du facteur de relaxatignconduit & un vecteur d’errearposteriori
n =Y, — Alw, donné pae,, = [l — pATA,(ATA, +61)71] E,. Dans le cas
particulier ot est négligeable devant les valeurs promﬁ,sz =1,---,Pdela
matriceA,, AL, cette équation conduit & I'approximation

n (1= p) B (2.68)

Cette derniere relation se révéle étre une égalité lorsgneitilise la version non-
régularisée de 'algorithme APA. Dans ce dernier cas, iléastient d'aprés (2.68)
que le choix d’'un pas d’adaptation égal a I'unité permet dider simultanémenp
erreursa posteriorice qui correspond a la solution de (2.61).
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2.3.4. Convergence de I'algorithme APA

Contrairement a 'algorithme NLMS dont les propriétés devawgence ont été
étudiées de facon intensive, peu d'études ont porté sunkecgence de 'algorithme
de projection affine. Des résultats de convergence de Fidthgoe APA non régularisé
avec un pas d'adaptation égal ant été obtenus par [De Almeida 03] en modélisant le
signal d’entrée par un processus gaussien auto-régressiexpressions analytiques
de la courbe d’apprentissage et du comportement asymgpéalig)’'erreur quadratique
moyenne de I'algorithme APA régularisé (méthode directe) présentés par [Shin
04] sans modele particulier des signaux d’entrée et sateiredre I'analyse a des
signaux gaussiens. Nous donnerons ici les résultats pgésspar [Sankaran 00] qui,
bien que de portée moins large, ont I'avantage de pouvoirirep les principales
propriétés de convergence de I'algorithme APA non-réggsdar

Convergence en moyenne quadratique

Supposons [Slock, 1993] que les vecteurs d’enfig} sont centrés, indépen-
dants et identiquement distribués, et que la matrice deriemae est donnée par
R = E[U, U] = SY ST avecy = diag(A1, Ao, ,Anr) €S = {vy, -+ v},
les parameétre$\;} et {v;} représentant les valeurs propres et vecteurs propres de
R. On suppose de plus que I'observation est donnéeypar = Ul w,,t + b(n)
avech(n) bruit blanc centré de varianeg et indépendant déU,, }. Dans ces condi-
tions, I'erreur quadratique moyenne de l'algorithme APA#niégularisé est donnée

Mo
parJ(n) =op + Y. AiAn,; avec:
i=1

Mg == (2= p) Bi] Movi + 02 0p B(F5) B
{ Bm1—(=p)? et pi=JTH(R) (2.69)

Ainsi, le choix ;1 € [0,2] constitue une condition suffisante pour assurer la
convergence de I'erreur quadratique moyenne vers I'emsymptotique/ (co) =
o[l + ﬁE(T%)Tr(R)]. De la relation (2.69), nous pouvons constater que la
convergence de I'erreur quadratique moyenne est gouvearda valeur du produit
w(2 — u)B; avecu(2 — u) < 1 (car l'algorithme est supposé stable)®t= 1 —

(1 —p;)P < 1. La convergence sera donc d’autant plus rapide(dque u(2 — 1)3;)
est proche de zéro soit donc lorsque les paramgtetss; sont proches de I'unité.

Dans (2.69), les quantitgéset (2 — ) conduisent a la méme vitesse de conver-
gence. Par contre, le compromis entre vitesse de conver@tmereur en exces peut
étre optimisé en sélectionnant le pas d’adaptation damtefialle[0, 1] ce qui limite
I'erreur quadratique moyenne en exces qui est proportimada valeur de:. Sil'on
analyse l'influence de 'ordr® de la projection affine, on constate qu'un ordre élevé
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ameéliore la vitesse de convergence puisgutend vers la valeur unité. L'algorithme
APA converge donc plus rapidement que I'algorithme NLMSs(Pa= 1) quelque
soit la structure du signal d’entrée. Dans le cas ou le sidiealtrée correspond a un
bruit blanc, I'erreur quadratique moyenne (exprimée enbads) décroit linéairement
d’environ 20 dB tous le§M /P échantillons pour un pas d'adaptation égal a l'unité.
Ceci est & comparer avec la décroissance de 20 dB togdedchantillons pour le
NLMS. Ces éléments suggéerent I'idée d’améliorer la vitaseonvergence de ces
algorithmes en travaillant avec un nombre limité de coeffits durant la phase de
convergence initiale de I'algorithme, puis en augmentaogressivement I'ordre du
filtre M jusqu’a atteindre la valeur désirée.

Convergence en moyenne

Considérons la décomposition de la valeur moyeFfig,] du vecteur d’écart a
'optimum V,, sur la base orthonormée des vecteurs progres. - -- vy}, cette
décomposition est donnée pgr,, ; = v! E[V,],i=1,2,---, M}. Avec cette nota-
tion, la convergence en moyenne de ce vecteur d’écart eseguote par la relation
Pt = (1= pfs) pni-

La convergence vers zéro gdg ; est assurée si et seulemenilsi- ;| < 1. Pour
des signaux suffisamment riches & 0,Vi), on a0 < 3; < 1. Ainsi, une condi-
tion suffisante pour assurer la convergence du VeGIgUE [pn 1 pn,2 - pn,M]T est
@ € [0,2]. Inversement, lorsque € [0, 2], le vecteurp,, tend asymptotiquement
vers zéro de fagon exponentielle et ddtj¥},] converge vers zéro puisque I'ensemble
{v1,va,- -+, v} forme une base orthonormée. L'algorithme APA constituecdam
estimateur asymptotiquement non-biaisé des coefficigritmauxw*.

2.3.5. Complexité algorithmique et algorithmes rapides

Dans sa version non-régularisée (2.63), la complexitéalgdtithme APA est de
2M P + K P? multiplications par échantillon, off désigne une constante dépendant
de la stratégie choisie pour inverser la matrceA,,. Une valeur dek = 7 est ob-
tenue lorsque l'algorithme de Levinson généralisé essatpjour résoudre le systeme
d’équationsZ,, = [ATA,]~1E, présent au sein de I'algorithme APA. Pour diminuer
cette complexité, il est possible de ne mettre a jour lesfictarits qu'une seule fois
tous lesP échantillons successifs ce qui conduit a I'algorithme PRAuf Partial
Rank Algorithm) d’une complexité d&\f + K P multiplications par échantillon.

L'algorithme FAP (pour Fast AP algorithm) constitue unesien rapide appro-
chée de I'algorithme de projection affine régularisé paréhnode directe [Gay 93b],
[Gay 95] et [Tanaka 95]. La complexité de cet algorithme esell + 20 P mul-
tiplications par échantillon mais peut étre réduited + 14 P multiplications par
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échantillon lorsqué = 0, soit une complexité proche de celle de I'algorithme NLMS.
Cependant, pour limiter les problémes d’instabilité numér inhérents a I'algorithme
FAP, il est nécessaire d’'introduire des procédures delis@fon ce qui conduit a une
complexité de2M + 30 P (resp.2M + 20 P) pour la version FAP avec relaxation
(resp. sans relaxation).

Pour réduire la complexité en comparaison du FAP, il estssziee d'utiliser des
procédures optimisées de filtrage transverse a base dfotrages de Fourier rapides.
De tels algorithmes correspondent & une version exactdqgezs the I'algorithme FAP
(denommée Block Exact Fast Affine Projection Algorithm ouFBP)[Tanaka, 99].
PourM = 2000 et P = 8, la complexité de I'algorithme BEFAP est de 2160 multipli-
cations par échantillon ce qui est sensiblement équivalertle de I'algorithme FAP
pour un filtre de taillel/ = 1000. Cet avantage est obtenu au prix d’'une augmentation
du retard de traitement introduit par la structure bloc digbrithme BEFAP.

Enfin, une version exacte par blocs de I'algorithme APA a étbpsée [Rom-
bouts 02]. L'algorithme Bloc Exact Affine Projection Algtirm (BEAPA) ainsi ob-
tenu repose sur les mémes principes généraux que I'algwiBEFAP mais calcule,
a chaque itération, I'ensemble des composantes du vecewewr a priori et non
plus une approximation de celles-ci.

2.4. Structures en treillis

Alors que les algorithmes pour les structures adaptatiegsvtersales sont prin-
cipalement basés sur des récurrences temporelles, letustisien treillis font appel
a des récurrences temporelles et sur I'ordre. Méme si deststfuctures demandent
davantage d’opérations que leur équivalent sous formeuease, les filtres en treillis
possedent des propriétés particulierement intéressantgse de leur implémenta-
tion, en raison notamment de leur structure modulaire eederhoindre sensibilité
aux effets de quantification et de représentation en pogcisiie.

2.4.1. Introduction

Prédiction linéaire directe et rétrograde

Considérons le probleme de la prédiction linéaire appliqué processus aléatoire
stationnaire:(n) a valeurs dan® et de moyenne nulle, on montre a partir de 'algo-
rithme de Levinson que les erreurs de prédiction linéairectk f,,, (n) et rétrograde
rm(n) d'ordrem etm — 1 sont liées par la relation suivante

fm(n) = fm-1(n) = Tmrm_1(n —1)

-1
Tm(n) =rm_1(n—1) = Ty frn_1(n) (2.70)



82 Filtrage adaptatif

ouTl,, estun coefficient réel. Ces relations définissent une proedukermettant, par
récurrence sur I'ordren du prédicteur, de calculer les erreurs de prédiction direct
fm(n) et rétrograde,,,(n), ceci sans résoudre directement le systemes des équations
de normales. A l'initialisation poum = 0, soit lorsqu’aucune prédiction n’est réa-
lisée, on choisit les valeurs initialgs(n) = ro(n) = u(n). Cette procédure, itérée
pouri = 0, ..., m conduit a la structure symétrique en treillis de la figur8)2.

Figure 2.8. Filtre en treillis de prédiction d’erreurs a I'ordren

Les coefficientd",,, sont appelés lesoefficients de réflexiopar analogie avec
la théorie des lignes de transmission, ou enawefficients de corrélation partielle
(PARCOR). Leur valeur optimalE}, est obtenue a partir de (2.70) en minimisant la
puissance moyenne des erreurs directe et retrograde, soit

T4 = Elrmt (0= 1) ot (W]/E [r%_, (0 = 1)] (2.71)

Interprétation géométrique

En appliquant le théoréme de projection a I'erreur de ptiéxdfidinéaire rétrograde
obtenue a I'ordrej, on obtient les relation& [r; (n) u(n —j +14)] = 0 pouri =
0,...,j ce qui méne a la relation

Efrj(n)rp(n)]=E [7‘]2 (n)} 0 (2.72)

ol 4, représente le symbole de kronecker. Dans I'espace de Hitber L2(Q2) muni
du produit scalaird X,Y) = E[XY], la relation (2.72) exprime I'orthogonalité des
erreurs de prédiction linéaire rétrograde disponibles) enéme instant, aux diffé-
rents étages du treillis. Les erreurs de prédiction lirdagtrograde forment ainsi une
base orthogonaB,,, = [ro(n), ...,rm—1(n)] et la construction du treillis correspond
a l'orthogonalisation de I'espace des observatipig), ..., u(n — m + 1)] & partir
de la procédure de Gram-Schmidt. Les coefficients du pedicttrograde et le si-
gnal d’entrée sont liés pat™ (n) = L U,, (n) ou la matrice triangulaire inférieure
L = [bo(n), ...,bm—1(n)]" est constituée des prédicteurs linéaires retrogrades
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obtenus a I'instant. pour des ordres < m. La matrice de covariance des erreurs de
prédiction rétrogrades admet alors la décomposition lowér uppej de Cholesky
suivante

E [r(m (n)r<m>(n)T} =L E[Un(n) UL (n)] L7 = A (2.73)

ol A est une matrice diagonale telle Qug = E [r#(n)] 4;;. En un certain sens, cette
derniere relation exprime I'orthogonalité des filtres déerrs de prédiction a l'instant
n en raison de I'égalité] (n) E [Uy, (n) UL, (n)] b (n) = E [r}(n)] 6:j. Par suite,

la matrice inverse d& est également diagonalisable ce qui conduit & la déconosit
LU de l'inverse de la matrice de covariance des données

E [U (n) UL (n)] ' = (A—% L)T (A—% L) . (2.74)

2.4.2. Le treillis gradient et variantes

Prédiction linaire adaptative sous forme treillis

Nous nous intéressons ci-dessous a I'implémentation smasef adaptative de
la structure symétrique en treillis stationnaire de la ®#g218 et nous cherchons les
coefficients optimauxX', permettant de minimiser la fonction de co(t donnée par
Jm (n) =E [ f2 (n) + 7% (n)]. Apartir de la récurrence sur I'ordre du treillis (2.70),
la solution optimale est donnée par

s _ o Elfm-1(n) rm_1(n—1)]
Fm =2 E [ 72n—1 (n) +7”72n—1 (n— 1)]

(2.75)

L'algorithme du treillis adaptatif correspond a la recterale la solution (2.75)
par une méthode itérative basée sur I'algorithme du gradiesst obtenu en introdui-
sant dans (2.70) des coefficients de réfledign(n) variant au cours du temps, et en
évaluant le gradient de la fonction de co(t ce qui conduitr@lion de mise a jour

Lo (n+1) =T (n) + 2um Efm (n) -1 (n = 1) + fr—1 (n) rm (n)]  (2.76)

ou i, est une constante positive. L'algorithme ainsi obtenu @dssies propriétés
de convergence spécifiques en raison de la non-linéarii elirrence par rapport
auxT',,, mais aussi du caractére non-quadratique de la fonctiomile Asymptoti-
quement, on montre que la stabilité de I'algorithme estré@gssi|l — 21, Dy | < 1
ouD,, = E[f2_;(n)+72,_,(n—1)] = 2E[f2_,(n)] par stationnarité et symétrie
du treillis. Etant donné qu®, > D, > ... > D,,, les pas d’adaptation des étages
d’'ordres élevés doivent étre choisis plus grands que cesigtdges inférieurs.

L'implémentation de I'algorithme dtreillis LMS consiste a utiliser une approxi-
mation stochastique du gradient, ce qui conduit a

Do (14 1) = Do (1) + 10 (i () P (0= 1) + frnet ()7 () (277)



84 Filtrage adaptatif

En choisissant des pas d’adaptatigp adéquats, cet algorithme possede une vi-
tesse de convergence plus rapide en général que son équsals forme transversale
en raison des propriétés d’orthogonalisation des étageessifs du treillis et de la
diagonalisation de la matrice de covariance (2.73). Cetésse de convergence est
moins dépendante du conditionnement de la matrice de emaaidu processus d’en-
trée. Cependant, son implémentation se heurte a la nécdssitonnaitra priori la
statistique ded,, ce qui se révele particulierement délicat en environnement
stationnaire. Nous verrons que ce probleme peut étre résoldilisant une version
"normalisée" de I'algorithme d’adaptation.

Forme treillis adaptatif d’un filtre de Wiener RIF

Il est possible d’exploiter les propriétés d'orthogorsilittrinséques aux structures
en treillis dans un cadre plus général du filtrage linéaires§orme transversale. La
figure 2.9 représente la réalisation sous forme treillidilire de Wiener. Elle est
constituée de deux étages distincts : un premier étage ipteslerreurs de prédiction
linéaire directef; (n) et rétrograde; (n) pour chaque ordre. Le second étage utilise,
au sein d’une structure transversale, les erreurs de pigdiméaire rétrograde; (n)
calculées aux ordres = 1, ..., de maniére a minimiser la puissance de I'erreur

em(n) = d(n) —y(n).

Figure 2.9. Réalisation sous forme treillis d'un filtre de Wiener

Dans le cas stationnaire, lorsque le critére d’optimisatiorrespond a la minimi-
sation de I'erreur quadratique moyensig (n) = E [e2,(n)], le caractére diagonal
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de la matrice de covariance des erreurs de prédiction rélegionné par (2.73) rend
indépendent chaque élémentgesoit

i=0,1,..,m (2.78)

Ces coefficients peuvent étre estimés de facon itérativampatgorithme de type
LMS déterministe soig(n+ 1) = g(n) — PV [J,, (n)], oUP = diag[uo, i1, -, tim)
est une matrice diagonale définie positive. La convergeaahdcun des coefficients
{gi(n),i = 0,..,m} sera gouvernée par la quant{té— 2.,E [r?(n)]). Le choix

2u; = W avecO < a < 1impose une vitesse de convergence identique pour

chacun des coefficiengs(n), ceci quelle que soit la corrélation du processus d’entrée
u(n). Par approximation stochastique du gradient, on obtient

em(n) = d(n) — g" (n)r(™ (n)
) (2.79)

gi(n+1) = gi(n) + aen(n)ri(n)/E [rZ(n)] ,i=0,1,..,m

Deux jeux de coefficients sont adaptés en paralléle : ledicests de réflexion
orthogonalisent le signal d’entrégn) et les coefficients du filtre transverge:) ne
sont plus dépendants du conditionnement de la matrice dirieoee du processus
d’entréeu(n). Cette indépendance n’est cependant valide que lorsqueddficients
de réflexion ont convergé vers leur valeur optimale. Duraphlase initiale de conver-
gence, il y aura donc une certaine dépendance entre lesedeprédiction linéaire
rétrograde-; (n). Par ailleurs, les changements dans la statistique duldgn@fé-
renced(n) ne viennent affecter que uniqguement la seconde section seueture
conjointe de la figure 2.9, la partie prédiction linéaireasgtade restant inchangée.

En prenant en compte les propriétés d'orthogonalité (2€fje les erreurs de
prédiction rétrograde, I'erreur,,(n) dans (2.79) peut étre remplacée pamn) =
d(n) — gi(n)r;(n). La minimisation de la puissance de I'erreur globalg(n) est
remplacée par la minimisation locale a chaque étage [@é(n)] par rappportg;(n).

2.4.3. Le treillis Moindres Carrés

Moindres carrés exacts

On considéere maintenant que le critére d’optimisationsiiqtie a chaque étage du
treillis est remplacé par une estimation empirique des dremcarrés. Ceci revient a
travailler, non plus avec le produit scalaire défini précéahent, mais ave¢X,Y) =

n

L5~ 2 (k) y (k) ce qui conduit & la méthode de Burg. La minimisation de lationc

n
k=

[

de colt/,(n) = £

NE

[f2 (k) + 7% (k)] est obtenue pour la solution optimale

k=1
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n

Z fmfl (k) Tm—1 (k - 1)

%, (n) = 2 —*=1 (2.80)
kgl [f%_l (k) +rp_q (k— 1)}

En posantu,, = % et en faisant apparaitre des récurrences sur le temps, on ob-
tient I'algorithme deBurg adaptatifdéfini ci-aprés ou I'estimée des coefficients de
réflexionI,,, (n) minimisent exactement la fonction de calif (n) :

m ( _Mn) Cm (n_ 1) +IU/71 fm—l (n) Tm—1 (n)
dm (n) = ( - :U/n) dm (n - 1) + tn [ern (n) + r72n (n - 1)} (281)
2

L'algorithme obtenu correspond a une approximation stsiifpae d'un algorithme
de type quasi-Newton a pas décroissant |l posséde une propriété de convergence
p.s. ded’,, (n) vers les coefficients optimaux (2.75). Par ailleurs, en eliasconver-
gence asymptotique, I'écart quadratique moyen des ca@ffca I'optimum est pro-
portionnel a la valeur du pas d’adaptation de I'algorithme.

Moindres carrés a oubli exponentiel

De maniére a optimiser le fonctionnement de l'algorithBuerg adaptatif en
contexte non-stationaire, il est préférable de considdnecritere de moindres car-
rés a facteur d’oubli exponenti&l Considérons la version stochastique de (2.76) avec
le choix2u,,, = a/D,, (000 < a < 1) ce qui rend I'adaptation indépendante du
parameétren et conduit & une moindre sensibilité de la vitesse de corvemde I'al-
gorithme vis a vis de la dispersion des valeurs propres dealaica de covariance
du processus d’entrée. L'implémentation de la versiormaliséede I'algorithme du
treillis LMS consiste a utiliser une approximation stochastique duignadsoit

(0%

I'm(n+1)=1,,(n
(n+1) ()+Dm(n)

[fm (n) Tm—1 (n - 1) + fm—1 (n) T'm (n)] (2.82)

combinée a une approximation itérative de la quanitg¢ par la méthode des
moindres carrés avec facteur d’oubli exponentiel

Doy (n) =@ =X AR [f2 (k) +72,_, (k—1)] (2.83)
k=1

ou0 < A < 1. Lorsquen = 1 — A, 'algorithme en treillis adaptatif obtenu représente
une version récursive de la méthode de Burg conduisanttinf&®ur suivant
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S AL (R) e (R — 1)
To(n+1) =2 —F=1 (2.84)
Do Ak [ 7%1—1 (k) + T72n—1 (k — 1)}
k=1

On retrouve une solution similaire & (2.80) lorsque le ceitdes moindres carrés
est remplacé par un critére des moindres carrés a facteubld&xponentiel.

2.5. Performances comparées des algorithmes adaptatifs

Nous présentons ici des résultats de simulations, sur desust stationnaires,
permettant de comparer en termes de vitesse de converghurée (du transitoire)
et de performance asymptotiques (fluctuation résidudéis)algorithmes APA et en
treillis aux LMS et RLS déja vus : I'objectif de ces algoritesétait en effet de réaliser
un compromis de complexité et de vitesse de convergencelestgradients LMS et
les algorithmes newtoniens RLS.

2.5.1. Performances de APA et NLMS
Comparaisons en convergence initiale

On considére le probléme de I'identification de systemesahsérvation brui-
téey(n) = UL w* + b(n) désigne la réponse d’un systéme inconnu (modélisé par
la réponse impulsionnelle* et comportanfl/ = 30 coefficients) a un signal d’en-
tréeu(n) modélisé par un modéle AR1 de p@levariable. Le bruit d’'observation est
gaussien, blanc, centré de variange On se place dans les conditions suivantes : pas
d’adaptation des algorithmes= 0.5, rapport signal a bruit d’observation de 30 dB,
valeur initiale des coefficients du filtre_; = 0. Le filtre optimalw* est tel que sa
décomposition sur la base des vecteurs propres de la md&icerrélation du signal
d'entréeR = E [Un UnT] = V' VT admet des composantes égales en amplitude
(hypothése de maximum d’entropie) soit

. [E )] -t

T (B) VA% (2.85)

g

avecly = [1---1]. Pour différentes valeurs de I'ordre de projectiBrde I'al-
gorithme APA, on réalise des moyennes temporelles sur 58néilbns successifs et
des moyennes statistiques sur 1000 réalisations de lrearptiori e(n), chacune de
taille n = 2000 . Afin de contrdler le risque de déstabilisaiimcale de I'algorithme
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Figure 2.10. Comportement de 'algorithme APA en fonction de I'ordtécourbess) pour un
signal d’entrée peu corréléénd(R) = 1.49) : (haut) Vitesse de convergence, (milieu) Erreur
d’ajustement normalisée, (bas) Norme du vecteur d'écastodefficients a I'optimum

APA, une constante de régularisation dirette o7 est ajoutée sur la diagonale de la
matrice covarariance des donn@gs\,, de I'algorithme APA.

Nous analysons tout d’abord le comportement des algorgHorsque le signal
d’entrée est faiblement corrélé pour un modéle AR1 de pete0.1 soit condR) =
1.49. La figure (2.10) représente, pour différentes valeurs degdile de projection
P € [1,30] de I'algorithme APA, lavitesse de convergen@g de I'algorithme (figure
du haut) mesurée telle qug, > J.Vn < T, I'erreur d'ajustement normalisée
(Joo — 02) /o2 (figure du milieu) exprimée en décibels etlarme de la différence
des coefficients par rapport a I'optimugnaluée asymptotiquement (figure du bas) soit
E [[|wss — w*||?] également exprimée en décibels. La vitesse de convergenuep
d 'apprécier le comportement en convergence initiale dpsrhmes.

Nous comparons le cas de l'algorithme NLMS (équivalent igtiathme APA
avec un ordre de projectioR = 1) avec l'algorithme APA d’ordreP > 2. Nous
constatons sur la figure (2.10) que, quelgque soit I'ordrerdgeption P > 2, I'algo-
rithme APA posséde une vitesse de convergence initialerphide que I'algorithme
NLMS. Cette vitesse de convergence est d’autant plus rgpimaparativement au
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NLMS) que les signaux d’entrée sont corrélés. En effet, laréd2.12) obtenue pour
un modéle AR1 de polp = 0.9 soit condR) = 256.57 confirme cette tendance
puisque le NLMS atteint le régime asymptotique au bout deD3@frations alors
gue Il'algorithme APA l'atteint en moins de 500 itération®tt@ propriété est éga-
lement illustrée sur la figure 2.11 qui représente la corerarg initiale d’'un des co-
efficients du filtre pour les algorithmes NLMS, APA d’ordfe= 2 et APA d’ordre
P = M = 30 sur des signaux faiblement (gauche) et fortement (drodtep&s.

Cond(R)=1.49 Cond(R)=256.57
15 T T

Coefficient w(30)
Coefficient w(29)

.
0 100 200 300 400 0 500 1000 1500 2000
Temps (n) Temps (n)

Figure 2.11.Convergence initiale des coefficients pour le NLMS (—), AAPordre P = 2
(-.-) et 'APA d’ordre P = 30 (- -) pour i = 0.5 et§ = o3. Signal d’entrée faiblement corrélé
cond(R) = 1.49 (gauche) et fortement corrété&nd(R) = 257.57 (droit)

Comparaisons en régime asymptotique

Afin de comparer les algorithmes NLMS et APA en régime asymtmuie, nous
commentons les figures (2.10) et (2.12) en terme d’errejustement normalisée
(Joo — 02) /o2 etde norme du vecteur d'écart des coefficiéhf§w., — w*||?], ces
grandeurs étant exprimées en décibels. On constate ggerithime NLMS posséde
un comportement asymptotique qui dépend de la nature dalsitgntrée puisque,
pour une erreur d'ajustement normalisée de -5 dB, la normeedteur d'écart des
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Figure 2.12. Comportement de I'algorithme APA en fonction de I'orditgoour un signal d’en-
trée fortement corrélécond(R) = 256.57) : (haut) Vitesse de convergence, (milieu) Erreur
d’ajustement normalisée, (bas) Norme du vecteur d'écastodefficients a I'optimum

coefficients a I'optimum obtenue avec le NLMS est de -27 dB eu2l.5 dB sui-
vant que le signal d’entrée est fortement ou faiblementétériCeci est conforme a
la relation% = 7 T{R} E [-£] vue précédemment lors de I'analyse du
NLMS. Par contre, I'algorithme APA présente une erreuruBgment normalisée et
une norme du vecteur d'écart relativement indépendantés clarrélation du signal
d’entrée puisque I'on retrouve sensiblement les mémesisatir les courbes (2.10)
et (2.12), soit lorsque le signal d’entrée est faiblemerfooiement corrélé. Ceci peut
s’observer sur la figure (2.10) ou sont supperposés lesaésobtenus pour un signal

d’entrée fortement() et faiblement ) corrélé.

Il faut remarquer que les bonnes propriétés de vitesse deegmmce initiale de
I'algorithme APA ainsi que sa robustesse vis a vis de la etion du signal d’en-
trée sont obtenues au prix d’'une augmentation de I'erreadiique moyenne (ou
EQM) asymptotique puisque 'EQM obtenue pour I'algorithAfeA est toujours plus
importante que celle obtenue pour le NLMS (on observe 10 dBiffiérence entre
I'erreur d’ajustement normalisée obtenue pour le NLMS &PA d’ordre P = 20).
En ce qui concerne la précision de la convergence asymp&tigpus constatons que
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I'algorithme APA produit asymptotiguement une norme dutgacd’écart des coeffi-
cients a I'optimum dont I'ordre de grandeur est sensiblaréguoivalent, que le signal
d’entrée soit corrélé ou non.

2.5.2. Performances des algorithmes en treillis

L'étude de la convergence ne releve plus de la méthode dimpgtavait servi
pour le LMS standard. Elle reléve par contre des méthodeérgias d'étude des
algorithmes stochastiques qui seront abordées dans lérehap

Qualitativement, on peut résumer les résultats de la fagarste : les proprié-
tés de convergence p.s. vues pour le LMS a pas décroissdrdasmervees, mais la
vitesse de convergence pourra étre meilleure et sunoinis dépendante du condi-
tionnement de RPour le détail de cette étude, on se reportera a [Michau®83].

LMS-Treillis : implémentation, choix des pas

En pratique, pour une implémentation adaptative, on clzodés pas constants
wi(n) = p;. On a par contre un degré de liberté supplémentaire par repp@MS
dans le choix d’'un pas adapté a chaque étage du treillis.

Comme pour le LMS standard, la convergence n'aura pas liegasi strict dans
ce cas : on peut seulement espérer une stabilisation de fiadtion ded”; (n) autour
desI'}, et celle-ci supposera des pasassez petits. On peut avoir une idée qualitative
des bornes nécessaires en étudiant la convergence durgrdélierministe (2.76), ou
nous choisissons des pasconstants.

La version linéarisée autour de I'optimumi donne pour I'écard; (n) = T';(n) —
I'; la récurrence homogéne

et donc la condition de stabilité locale a I'optimum sera

[1—2u;D;1| <1 = 0<p <

o (2.87)

Une bonne adaptation des papeut permettre d'atteindre une vitesse de convergence
plus grande que le LMS, et on peut s’attendre a une moindreradigmce de la vitesse
par rapport au conditionnement (taux de corrélation desiées) en liaison avec la
décorrélation et I'orthogonalisation des étages sudsagsi revient a diagonaliser la
covariance.
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Vitesse comparée LMS et LMS-Treillis

Le modéle du signal est un AR2. On établit que, pour les dlgoes a pas constant
unique le choix du pas optimal donne un taux de convergence de L3 tou-
jours meilleur que LMS. On accentue la supériorité du LM8ilis en choisissant
des pag:; adaptés a chaque étage du treillis,

La figure 2.13 montre I'évolution des deux algorithmes , sur téalisation, dans
le cas des petits pas du LMS= 0.01, etdu LMS-Treillisdeu; = 0.02, pu2 = 0.04
en rapportl /50 avec les bornes déterministeS\,,a., 1/Do et1/D;. On voit une
vitesse nettement accrue du LMS-treillis en transitoiraismau prix d’une fluctuation
résiduelle sensiblement plus forte que pour le LMS.

Courbes E{W1in)} LMS et LME-treillis nstat=1

Al .
15¢ 4

1- 4

ik
05t .
freillis
0
500 1000 1500 2000

101 Efllwn-w*|I2), nstat=1 mu=0.01 cond=5.233

0 500 1000 1500 2000

Figure 2.13. Comparaison LMS et LMS-Treillis

Vitesse comparée du Moindres carrés en treillis ( Burg-adtf)

La figure 2.14 montre la simulation des trois algorithmesBRLS, LMS-Treillis
a pas décroissapt, = 1/n. Le modéle est un AR2 avec des péles définisgpar0.9
etr = 0.01, de trés mauvais conditionnemenhd(R) = 266.



Filtrage RIF adaptatif 93

On constate la supériorité absolue de Burg en vitesse dté&dalconvergence sur le
RLS, méme si les deux algorithmes ont un comportement pravde une vitesse de
convergence indépendante du mauvais conditionnement.

Cowrbe: EfWn)} Burg, ELE, LI84reillis  nstat=1

Bury

2-‘/ .

100 200 300 400 500
103 Elj|wn-wH|2], nstat=1 mu=0 cond=26f.1
I Ims-treillis ]
100 e

10-5

burg

10+
0 100 100 300 400 500

Figure 2.14. Comparaison de RLS, Burg et LMS-Treillis

Au contraire le LMS-treillis montre clairement les limitas des algorithmes de
gradient face au conditionnement : notons toutefois que lawans pris icle méme
pas ., pour les deux étages du treillis. On pourrait donc améli@grerformance
du LMS-Treillis (sans toutefois se rapprocher de la vitedse Moindres carrés) en
adaptant les pas a chaque étage du treillis.

Conclusions sur le treillis adaptatif

La représentation en treillis apporte de nombreux avastggmcipalement la dé-
corrélation des étages successifs et la modularité de miseuvre : on peut ajouter
un étage au treillisans remettre en cause les paramétregdja optimisés dans les
étages précédents. On peut dire d’un point de vue analysémgue qu’elle remplace
le traitement en bloc d’une optimisation M-dimensionnple une suite de problémes
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d’optimisationunidimensionnelset ceci grace a I'orthogonalisation de I'espace d'ob-
servation.

La conséquence du point de vue de la vitesse de convergesiedpdeithmes est
la suivante :

—le LMS-Treillis associé a un choix adapté des pas de calmuéfage est inter-
médiaire entre le LMS et le RLS,

—il'y a donc dans le cas du treillis moins de différence enagproche gradient
et I'approche Newton-Moindres carrés,

— chacun des algorithmes en treillis surpasse en vitesse gualité de conver-
gence I'algorithme correspondant de la structure trassdede la prédiction linéaire,

—la complexité de calcul de I'approche Moindres carrés drgBécursif esdu
méme ordre de grandeur que pour le LMSO(M ), par opposition a la complexité
enO(M?) du RLS. Ce gain fondamental est lié directement ditgonalisationdu
probléme d’optimisation.

Ces bonnes propriétés de la structure en treillis expligpenrquoi elle sera aussi
a la base de la construction des algorithmes rapides de M@rwarrées, étudiés au
chapitre 4.

Notes

L'étude théorique de la convergence du LMS a pas décroissététfaite par [Far-
den 81] et [Eweda-Macchi 83 84, 87]. Pour I'étude du compoetet asymptotique
du LMS a pas constant (en situation stationnaire et en pite@ysune méthodolo-
gie spécifique a été développée dans [Macchi 81, 87]. Léhtée cette approche est
d’obtenir des résultats de stabilité inconditionnelle dms estimations d’erreur qua-
dratique non asymptotiques (valables pour tout. 1), mais elle ne se généralise
pas a d’autres algorithmes adaptatifs.

Les résultats les plus complets pour le LMS a pas fixe, erostadire et en pour-
suite de filtre variable, sont ceux de [Solo 89], [Solo 94.dbnt de nature asymp-
totique, et basés sur des méthodes de moyennage (déteéenonistochastique) qui
ont ensuite été généralisées a tous les algorithmes staplesdans I'ouvrage de
référence [Solo 95] (cf Chapitre 3).

Les outils théoriques sur les propriétés d’excitation igtante et la stabilité ex-
ponentielle du LMS sont développés dans [Green, Moore 8fBiehead 81,84],
[Bitmead, Anderson 80], [Bitmead 80 a 86].

Pour des résultats statistiques classiques sur les Mairdreés, on se reportera
a [Monfort 80]. Des résultats approfondis dans des corgegéméraux d’estimation
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récursive de processus aléatoires sont développés dafis Dl L'étude du RLS a
facteur d’oubli a été menée d’abord par [Macchi-Eweda, 888gtet approfondie y
compris en situation non stationnaires par [Ljung, Prio@ie 93].
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Chapitre 3

Algorithmes adaptatifs : méthodes générales

Ce Chapitre présente quelques techniques pour I'étudediuéad’un algorithme
adaptatif générique : la question de la convergence desthiges a été abordée par
des méthodes spécifiques pour le LMS et le RLS du cas stan@heapifre 2). Ces
méthodes étaient liées étroitement au caractére quaaeatig la fonction de codt
J(0). Le but est ici d’aborder, par une méthode générale, I'étlela convergence
asymptotique d’'algorithmes d’approximations stochastplus généraux : entreront
dans ce champ les structures de filtrage étendues (tréitliss récursifs abordés au
Chapitre 5), les modélisations étendues ARMA, ARMAX, Kaimlas estimations de
retards et de sous espaces, les méthodes d’adaptatiogf&Eesce (Chapitre 6) et les
méthodes d’apprentissage non-linéaire (Chapitre 11).

L'étude du comportement de ces algorithmes se décomposwisrphases de
complexité croissante : étude de la convergence initialgleédes fluctuations en ré-
gime stationnaire et étude de la capacité de poursuite dstatiopnnarités lentes.

Tout au long de ce chapitre, les outils introduits sont iliés par trois exemples :

— I'exemple trés élémentaire de I'estimation de la moyenneelsuite de v.a.
indépendantes et équidistribuées (i.i.d.),

— un exemple relevant des algorithmes étendus : identdic&il (1-0),

— un exemple relevant d’algorithmes d’approximation s&stigue plus général :
le neurone d’Oja.

Chapitre rédigé par Jean-PierreIMAS, Jean-Marc BROSSIER et Francois MCHAUT.
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3.1. Nécessité de traitements adaptatifs plus généraux
3.1.1. Filtrage RII, modélisation ARMA

Prenons comme exemple I'identification d’un systéme liS@orrespondant par
exemple au probléme de l'annulation d’écho, cf. ChapitreL®) schéma en a été
donné au Chapitre 1, Fig-1.3. Supposons que le systémenuocsuit représenté

q
par un filtre récursif RIl de transfefl.(z) = 5:8 avecB,(z) = Y. Brz7" et
0

D
Au(2) = 1 =Y agz~* paramétré pab. = (a1, ..., ap, fo, .., 3,)T. Le filtre est

1
supposé causalement stable, les zérad.de) sont a I'intérieur du cercle unité.

L'identification standard par un filtre de Wiener RIF ne daangu’une approxi-
mation du systéme, et nécessitera éventuellement un fiésddng : il est alors in-
téressant de chercher a modéliser directement le systemengddtre RIl, du type
H(z)= ﬁéz; paramétré par le vecte@r= (a1, ..., ap, by, ..., by) T des coefficients du
filtre. Il est clair que 'EQM de sortig (0) = E(e2) = o7 + var[(H — H.)u,] > o}
posseéde un minimum global atteint patir = H, doncf = 6.. Ainsi l'identifica-
tion se raméne encore a la minimisation de cette fonctioroée EQM. La diffé-
rence par rapport au probléeme de base traité au Chapitrade rdans le caractere
non-quadratique e de cette fonction. Donnons maintenant quelques exemples qu
illustrent ce point :

Exemple correctement paramétré. Pour un filtre (1-0)H, (z) = —2— de mo-

l—az—1
déle—L— on obtient

az—1

2 b2 2b
¢ B 2
1—-a?2 1—a2 1-a«a

et I'on établit facilement sur ce cas que le minimum globabé®int pourd =
6., qui est 'unique point stationnaire d&6).

J(0) = o 4+ o2(

Exemple sous-paramétré.L'un des problemes posés par cette modélisation récur-
sive est la possibilité d’apparition de minima locaux péessdans la fonction
de co(t. C'est le cas notamment en situation de "sous-paragesd, cad lorsque
les ordreq(p, q) choisis pour le modéle adaptafifsont inférieurs aux ordres
(po, qo) du vrai systeme. On le vérifie sur 'exemple suivant [Shynk@&8ur

Bo+ Br1z7! b

de modéle: H(z) = T 0T
—az

H, =
(2) 1—a1z7! —anz=2
on a, dans le cas d'une entrég blanche ave? = 1 sans bruit de sor-
tie, J(#) = Cste + % — 2bH,.(a™1), et on obtient par exemple pour
(6o, B1, 01, a2) = (0.05,—0.4,1,—0.49), trois minima locaux :
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a b J(a, b)-Cste

-0.503302 0.11531|-0.0178071
0.125 0 0

0.779282-0.198307 -0.100137

L'étude de ces minima locaux parasites est donc un élémerdrtant de ca-
ractérisation des points de convergence possibles poafgesthmes adapta-
tifs associés. Dans cet exemple de modélisation RIl, deditons suffisantes
d’unimodalité de la fonctior/(9) ont été établies dans [Soderstrom 75], [As-
trdm 74] : si I'entréeu,, est un bruit blanc et I'ordre du modéle est suffisant
(» > po,q > qo), tout point stationnaire dé(#) est un minimum global et vé-
rifie la condition d’identification correcte du filtrdg (2) B.(z) = A.(2)Ba(2).
L'étude détaillée du filtrage adaptatif Rll sera faite au gitra 5.

Exemple de la modélisation ARMA. La modélisation ARMA est le probléeme dual
de la modélisation RII, et conduit aux mémes types de fonstée colt forte-
ment non quadratiques, et de problémes de minima locauxigi@lsARMA
analysé est,, = f:—gzgen, généreé par filtrage stable et a phase minimale du bruit
blanc d’innovatior,,. L'identification du modéle se fait en minimisant 'TEQM
J(0) = E(e?) a partir de I'erreur de prédiction, = g(gxn, et on vérifie faci-
lement qu’en situation de "bonne modélisation” (ordre dulé@au moins égal
a l'ordre du filtre générateur), tout point stationnairewesminimum global et
donne le modéle ARMA correct. Ces deux approches du filtrdgetatif RII

seront développées au Chapitre 5.

Exemple utilisé pour la suite du chapitre. Dans la suite, nous illustrerons les mé-
thodes sur le probléme type de lidentification RIl (1-0)s fédtres sont para-
métrés pad = (a,b)’

B.(2) g8

H.(z) = Ai(2) T 1zt Ho(z) = A(z) T 1-az ! (3.1)

le domaine de stabilité des filtres est= {(a,b), |a| < 1, b € R}, etles
signaux sont :

avec le signal d’entrée,, a filtrer, le bruit de sortié,, indépendant de I'entrée,
et I'erreur d’estimatiore,, (6).
3.1.2. Egalisation linéaire aveugle

On considére I'égalisation du can®(z) défini par le schéma de filtrage [Fig. 3.1]
(voir [Benveniste 80]).
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a.
—= Canal S(z) Ln Egaliseur 6 Cnp,
—b[ T(z) systeme global inconnu

Figure 3.1. Egalisation aveugle

Le probleme posé est ici de retrouver I'entiggou d'identifier le filtre inverse
S~1(z) a partir de I'observation compléte de la sortig et de la connaissance de
la loi de probabilité de I'entrée,, suite i.i.d. Si le filtreS(z) esta phase minimale
on se raméne a un probléme de modélisation ARMA, qui se fpaiteles méthodes
d’erreur de prédiction minimale, conduisant & la situatioa & la section précédente.
Par contre, siS(z) n'est pas a phase minimale, son inverse n’est pas causalemen
stable et ne peut donc étre identifié de cette fagon : il fautliser d’autres moments
que l'ordre deux (et en particulier on ne pourra pas faidelitification lorsque la loi
de I'entrée est gaussienne). On utilisera le théorémersiiva

Théoréme Soitf un égaliseur linéaire tel que la distribution de probabitiec,,
coincide avec celle de, non-gaussienne. AlofE = +1 a un retard pres.

L'égaliseur linéaire est obtenu en minimisant une fonctiencodt de la forme
J(0) = E[¥(c)] ou ¥ est une fonction paire autre qye?* (mettant en jeu la loi de
a, au-dela de son ordre 2), permettant de mesurer la distodsidoi imposée par le
filtre T, et possédant un minimum unique pdue= +17 a un retard pres.

EXEMPLE 1 : ALGORITHME DE SATO. La distorsion de loi peut étre mesurée ici par le critere
U(c) = (c — ySign(c))? oty = EE[‘fa"‘i] . On montre alors qué& = +1 (& un retard pres) est
I'unigue minimum local (donc gIoEJaTIL) dé lorsque la loiv estsous-gaussienngBenveniste
80]). Bien que ce résultat ne soit strictement valide que pogaliseur de taille infinie (dont la
structure est capable de représenter I'inverse du caha&$té néanmoins possible de construire
un systeme a réponse impulsionnelle finie pratiquemerisaitile pour peu que la taille de
I'égaliseur soit suffisante. Si I'on parametre I'égalissous forme transversale (non-causale,
centrée sur 0 en R.l. tenant compte du fait que l'inverselestdb filtre S(z) a phase non-
minimale n’est pas causal) :

Etat ¢, = (xn,N,..,:cn,..,anFN)T

Egaliseur § = (0_n,..0n)"  co=0"0p,

I'algorithme de gradient stochastique pour minimigéf) donne alors Blgorithme de Sat¢u
algorithme du signe) :
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Gradient stochastique (Sato}
Ont1 = On — pu(cn — ysign(cn))en (3.3)

qui converge vers un filtrd = +1 (& un retard prés), et donne en sodje= tan—n,. Le
Chapitre 6 (Volume 2) développera les méthodes d'égadisaveugle (sans référence).

3.1.3. Estimation de retards

Nous citons ici un autre exemple dans lequel un algorithraptadif est issu de la
minimisation d’une fonction de co(t non quadratique. Cdésins deux signauy, et
x,, centrés stationnaires du second-ordre retardés I'un pporga I'autre d’un retard
inconnué,. (supposé entier) et bruités ol le signal de référencpeut étre atténué
d’'un facteura inconnu ¢ > 0) :

Yn = Sn—0, + bl,n et Tp = Sy + b2_’n.

Nous supposons que les signawxb; , etb, , sont mutuellement non corrélés. Les-
timation du retardd, peut étre réalisée par minimisation adaptative de la foncti
J(0) = E(yn — xn—9)?. En effet puisque/(0) = (1 + a?)rs(0) — 2ars (0. — 0) +

5, (0) + 7, (0), la minimisation deJ(#) est équivalente & la maximisation de I'au-
tocorrélationr, (0. — 0) de s,,, qui a bien lieu poud = 6, et naturellement cette

autocorrélation n’est pas une fonction quadratiqué.de

3.1.4. Approximation de sous-espaces, réseau de neurones

Etant donnée une matrice de covariahde, = E(xzT) d’un vecteur aléatoire
centré, appelong\; > ... > \,,} les valeurs propres d&, et(v1, ..., v,,) une base
orthonormée de vecteurs propres associés. Nous nousssdé@ea deux problemes
distincts :

(1) L'estimation adaptative d’'une base orthonormée desecteurs propres associés
auxr plus grandes [resp. plus petites] valeurs propres distingt, ..., \,.)
[respAm—rt1,---5Am] de R,.

(2) L'estimation adaptative d’'un sous espace invariant majrant ou minorant,
c’est a dire d’'un sous espace engendré par les vecteursepraer, associé
auxr plus grandes [resp. plus petites] valeurs propres ol h@msons seule-
mentA,. > .41 [resp.Ap—r > Am—r+1]- Dans ce dernier cas nous pourrons

1. Ces méthodes s’étendent aux vecteurs aléatoires coraptéxelaires du deuxieme ordre
avecR, = E(zz™).
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estimer de facon adaptative, soit une base orthonorméeproxamativement
orthonormée d'un tel sous espace, soit une matrice de pimjeassociée,
orthogonale ou approximativement orthogonale.

A partir d’'une suitezx,, de réalisations de la v.a, il existe une abondante littéra-
ture permettant de répondre aux deux problemes précédrantsi celle-ci, desl-
gorithmes d’approximations stochastiquesus deméthodes d’analyse numérigae
d’'optimisation de critéres sous ou sans contrain@smme leurs noms l'indiquent,
ces algorithmes sont congus au départ comme des approxms&ti quelquefois as-
sez empiriques de méthodes mathématiques standards.tRoreténu, I'algorithme
ainsi obtenu devra faire I'objet d’études de convergencerae nous le verrons a la
section (3.2). Ces études détermineront en particulienss mvons affaire a un algo-
rithme de la famille (1) ou (2). Nous verrons ainsi que ceshoees (développées a
la section (3.5)) se distinguent de celles des exempleggedds par le fait que bien
gue s’écrivant sous la forme générale (3.8), elles ne satqgours interprétables
comme issues de la minimisation d’'une fonction de co(t eskenble des points sta-
tionnaires associés a cette équation (3.8) peut étreontinuumde points. A titre
d’exemple, considérons le cas le plus simpie< 1 pour lequel les deux problemes
(1) et (2) sont confondus) en examinant la construction ggque du célébre neurone
d’Oja [Oja 82]

Wy, = Wy—1 + [ L — Wp—wi_ T2k w1, (3.4)

qui fournit une estimée adaptativg, d’un vecteur propre normalis§ associé a la
plus grande valeur propre (supposée unique) de la matrice de covariaRge=
E(z,xT) du processus stationnaire centrgc R™ :

A partir de I'algorithme d’analyse numérique de la puisssitérée

w), = Ryw,—1 avec wp quelconque non orthogonatba et |wo| =1
/
wn
w =
" [[wr, |l

dont la vitesse de convergence peut étre améliorée en reampla,. pari,, + puR,
(avecO < p < 1), le neurone d’Oja est obtenu grace aux approximationssteg
(en tenant compte qukv,,—1|| = 1) :

(A \/wTTlfl(Im + uRy) 2w, —1 \/1 + 2pwl | Rywp_y

~ (wn—l + ,U/szn—l)(l - ,U/wz;—lwan—l)

~ T
X Wp-1+ M[Im - wnflwn_l]Ranflv
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et en replagank,. par son estimée instantanéer? ety par la suite de pag,,. Il est
a noter comme nous le verrons a la section (3.5), que cetithgar d’approximation
stochastique est issu de nombreuses approches empirifféesrdes.

Si de plus, nous nous intéressons a I'estimation adaptativ@e la valeur propre
associée\;, nous pouvons considérer la minimisation de la fonctidené{«) =
(a—vf R,v1)%. En utilisant la version stochastique associée a I'algoré du gradient
et en y injectant I'estiméev,,_; de v; fournie par I'algorithme (3.4), I'algorithme
adaptatif suivant peut compléter I'algorithme (3.4) :

Q= Qp_1 + un(wgflznzgwn,l —Qp-1). (3.5)

3.1.5. Conception des algorithmes

La démarche de conception des algorithmes a été présent@wagitre 1 dans le
cas d’'une problématiqgue d’EQM minimale. Appliquons celié-la modélisation RII.
La fonction & minimiser est donc ici 'TEQM (6). Il reste & en calculer le gradient,
puis a appliquer le principe d’approximation stochastjguoeir obtenir un algorithme
de gradient stochastique généralisant I'algorithme LM&Hapitre 2.

Calcul du gradient

L'erreur d’estimation s'écrit,,(0) = x,, — y,(0) avecy,,(0) = 67, (0) a l'aide
du vecteur d'état,, (0) = (Yn—1, s Yn—ps Un, -, Un—q) "~ . NOtONS que I'état est ici
généré par un modele markovien linéaire

en(0) = A0)pn—1(0) + B(O)Upn—1 (3.6)
avec des matriced(6), B(0) fonctions respectivement des partiestd deé.

On a donc pour le gradieRte,, = —Vy,, et par dérivation
p
Vign = on(0) + 0"V (0) = 0n(0) + > axVyn_i
k=1

ce qui permet d'assimiler le gradieRe,, = —1,,, processus aléatoire stationnaire,
a la solution stationnaire de I'équation récurrente cisdesinterprétée en termes de
filtrage récursif sous la forme

VJ(0) = —2E(eqtp,) avec létat filtréy,, = ﬁ(pn(@)

On aboutit ainsi a I'algorithme de Gradient déterministe Rdur minimiserJ(6)

0 = 0n_1 + tnE(enthn)  GD-RII



106 Filtrage adaptatif

Gradient stochastiqgue LMS-RII

Le passage a un algorithme adaptatif se fait
— par approximation stochastique du gradient

— par approximation deétat gelé(a d constant) (3.6) par un étatmémaoire finig
obtenu en mémorisant les valeurs antérieures et en ne uknatlque la nouvelle
sortiey,,. On fait de méme pour I'état filtré,, .

On obtient I'algorithme appelé ici LMS-RII

LMS-RII
971 = 97171 + Mnen¢n aveC ep = Tn — Yn et Yn = Sﬁgenfl
Pn = (yn—la"'ayn—p7un7"'aun—q)T
Y = (Sn—1s--s Sn—ps tns ...,tn_q)T
p p
Sp = yn‘i’zak(n* 1)5n7k et ¢, :Un‘i’zak(n* l)tnfk

k=1 k=1

Un des problémes posés par cet algorithme stochastiqueesglie d’explosion (in-
stabilité de I'état) lié au filtrage récursif des donnéeslpdiftre aléatoireﬁ(z) pour
générer |'état et I'état filtré.

Méthodes quasi-newtoniennes stochastiques

L'algorithme Quasi-Newton sera obtenu en calculant le l¢es§2.J(6.) et en
approchant son inverse : on montre ici (voir [Benveniste)&fije

SV2I(6.) = B(wn ()0 (6.)") 37)

on pose alorg(0) = E(1,(0),(0)T) (matrice de covariance de I'état filtré), et on

I'approche par son estimateur empirigig = % > ey mis sous forme récursive :
1

cela donne l'algorithme RMLRecursive Maximum Likelihopdextension du RLS a

ce filtrage récursif

RML 1
Hn = 971—1 + ,U/nRglen'L/}n Hn = —
n

Rn = Rnfl + Mn(¢n¢7’€ - Rnfl)
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Afin de limiter les risques d’instabilité liés au calcul détht filtréq,, = ﬁ(z)apn, des
variantes sont souvent utilisées, dont la plus simple stesi ne pas filtrer : on rem-
placey,, pary,, ce quirevient a appliquer directement I'algorithme RLSgrorant
la dépendance efide I'état. On parle alors de méthode de pseudo-gradienh at o
I'algorithme ELS Extended Least Squales

3.2. Forme générale d’algorithmes, méthodes pour la convgence (ODE)

CoNTENU.— Nous abordons ici la forme générale des algorithmes atispet les
méthodes générales d’étude de convergence dans un cosigioenaire. Celles-ci
sont toutes basées sur le moyennage du champ de vecteuigbeitfeme, condui-
sant a un algorithme déterministe moyen associé a I'alyngtadaptatif (stochas-
tique). Il s’agit ensuite de comparer les trajectoires dedmux algorithmes. On dis-
tingue les méthodes discretes (raisonnant directemertiaggwrithme moyen : sys-
teme dynamique discret déterministe ou équation récuwmemt-linéaire), et les mé-
thodes continues considérant I'algorithme déterminist®@roe une discrétisation (a
pasu, — 0) d'une Equation Différentielle Moyenndite ODE selon I'abréviation
anglo-saxonne habituelle@tdinary Differential EquationCelle-ci constitue un sys-
téeme dynamique non-linéaire déterministe, a temps con@@euchapitre présente la
méthode de I'ODE, qui est la plus répandue. Elle a été inttegour les algorithmes
adaptatifs par [Ljung 83], développée ensuite dans le gmtgnal par [Benveniste
87] et dans des contextes beaucoup plus généraux d’apmtaimstochastique par
[Kushner 97]. On la retrouve également dans la littérattatissique [Duflo 90]. L'ap-
proche directe en discret a été développée par [Solo 95].

3.2.1. Forme générale, vecteur d'état

On cherche a estimer un vecteyrde maniére récursive. Les informations dis-
ponibles au tempsa sont groupées dans un vecteXly, appeléétat du systemd.a
forme d'algorithme étudiée doit étre suffisamment génépal& permettre d’englo-
ber la plupart des systemes adaptatifs et assez partey@ir se préter a I'étude
théorique. Pour cela, on utilise des algorithmes itérdefta forme :

On =01+ u H (en—lan) (3.8)
faisant apparaitre les éléments suivants :

o0
— 1, pas de calculs, scalaires positifs tels gug:,, = -+oo. On distinguera les
1
algorithmes a pas décroissant (ou a mémoire longue) poguéts,, — 0, et les
algorithmes a pas constant (ou & mémoire courte) pour l&sgiie= ¢ > 0.

— X, vecteur d’état de I'algorithme, mémoire finie de taille fisarant le carac-
tere récursif en ligne



108 Filtrage adaptatif

— H(6, X) lechamp de vecteuwte I'algorithme, il détermine la maniere dont I'al-
gorithme corrige I'estiméé,, en fonction des nouvelles informatiois, qui lui sont
fournies a lan'*™¢ itération. C’est une fonction déterministe du paramétaediétat,
calculable directement sur les données (pas d’opératespéiance mathématique)

Le traitement sous cette forme générale des algorithmetmn@ms, incluant une
mise a jour en deux étapes avec relaxation, nécessitesaiidn d'un parametre
étendud, ') incluant le gain matriciel, et induit dans (3.8) un terme deiyrbation en
O(p2) [Benveniste 87]. Ce terme étant "négligeable” dans lessétadymptotiques a
in — 0, Nous ne I'écrivons pas ici.

Hypothéses sur le vecteur d’état

On supposera vérifiées les deux hypothéses générales (Wa)tEs :

(HG1) Létat X,, admet une représentation markovienne controléedparX, =
f (&) oug,, est appelé état étendu et

P60 € Gl Entee Onrse--) =/GH9M (Ener,da).

Iy représente la probabilité de transition de la chaine de dagk. Pour toutd
appartenant au domaine utile au fonctionnement de I'alyoe (domaine de stabilité
S), la chaine de Markov controlég sera supposée asymptotiquement stationnaire
de distribution limiteP, (d¢). Ceci signifie que la loi deX,, tend vers une loi limite
lorsquen — oo (loi invariante par la probabilité de transitidfy). En pratique, les
deux cas vérifiant cette hypothése markovienne seront e :

(HGY1") L'état X,, est stationnaire indépendant@écas standard)

(HG1") L'état obéit a une dynamique linéaire markovienne statdéina par la ré-
currence

Xp = A0p_1) X1 + B(0r_1) W, (3.9)

ouW,, est un bruit blanc vectoriel (suite i.i.d. centrée). Le domaale stabilitéS sera
alors défini a I'aide du rayon spectratle A :

5 =105 p(A(0)) <1}.

Comme en (3.6), on associera a la récurrence (3.9) I'équaléo”|'état gelé" &
constant
X, (6) = A(6)X—1(8) + B(O)W, (3.10)

et on raisonnera par rapport a la solution stationnairet @oloi est la probabilité
invarianteP, de la chaine de Markov.
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Le champ moyen
Le champ moyen est défini par :

h(0) = E(H (0, Xn)),

I'espérance étant prise par rapport a la loi stationnairariante de I'étatX,,. L'hy-
pothese de régularité portera sur ce champ moyen.

(HG2) La fonctionh () existe et est suffisamment réguliére (Lipschitzienne).

Le champ moyerh (9) indique la maniére dont I'erreur d’estimation est prise en
compte (en moyenne).

3.2.2. Algorithme déterministe et méthode de 'ODE

On associe a I'algorithme adaptatif (3.8), I'algorithmeym@oné ou déterministe
Zn = Zp—1+ /th(znfl) (311)

Cet algorithme nous donnera les attracteurs possibles.8gdBune mesure par sa
vitesse de convergence de la durée du transitoire en aiflagtdbnction du choix
de la suite de pag,, de calcul. Ainsi, dans le cas d’'un algorithme du gradient sto
chastique, la version moyennée n’est autre que I'algoetdmgradient déterministe
initial : I'opération de moyennage pour I'étude de conveigepeut étre vue comme
I'inverse de I'opération d’approximation stochastiquevaat a construire ces algo-
rithmes adaptatifs.

L'heuristique permettant de comprendre la convergencdrdgsctoires de (3.8)
vers celles de (3.11) lorsque le pas de calcul fixe- 0, est motivée par :

1) le fait qued,, est lentement variable par rapporka (i < 1) et du fait queH
est réguliére.

2) la loi des grands nombres qui permet d'écrire :

N—-1
Ontn = On+u Z H (Opti, Xntit1)
=0
1 N—-1
~ — H Xpti
N an n+z+1)
=0
S 0t (N R (6))

On se reportera au Chapitre 1, section (1.4.1), pour |'étieda vitesse de conver-
gence du GD permettant de mesurer la durée transitoire lgefitame LMS du cas
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standard (Chapitre 2). De méme, l'algorithme détermin3®LS associé au RLS
est donné en (2.47) et la durée du transitoire de I'algogtlast présentée dans la
figure [Fig.2.5]. Bien s(r, cette interprétation de I'aljome moyenné en termes d’at-
tracteurs potentiels et de vitesse transitoire de I'atbore adaptatif suppose qu’on
établisse la comparaison des trajectoires de ces deuxthlges et leur proximité
lorsque le pas de calcul est suffisamment petit. Cette étueletel sur les algorithmes
itératifs est faite dans [Solo 95]. Commencons par I'exengisique, avant les résul-
tats généraux.

EXEMPLE 2 : ESTIMATEUR DE MOYENNE. Le cas de I'estimation d'une moyenne a été pré-
senté au Chapitre 1, (p. 34). sa version adaptative en e}kas d'école montre comment
I'estimateur empirique de la moyenne peut étre mis sousrtadal’un algorithme récursif. Ce
paralléle incite a transposer au domaine des algorithmegstaiifs deux résultats classiques de
la théorie des probabilités que sont la loi des grands nosrdtie théoréme de la limite centrale.
Ces deux résultats s'interprétent alors en termes de timéadlé convergence presque sdre, pour
ce qui est de la loi des grands nombres, et de théoréme dédrésaiion de la vitesse de conver-
gence asymptotique, en ce qui concerne le théoréme de te kemtrale. La généralisation de
ces deux concepts a une forme treés générale d’'algorithmergexte non stationnaire, conduit
a la méthode de I'équation différentielle moyenne (ODE}idu'a des résultats de normalité
asymptotique.

Ici, la convergence de l'algorithme stochastique repose’sigodisme de la suiteX,,,
c'est-a-dire sur la loi des grands nombres. Le fonctionmerde cet algorithme d’estimation
de moyenne est illustré par la figure 3.2. Sur cette figure,emn yoir plusieurs trajectoires de
I'estimateurd,, (courbes en trait plein). Les deux courbes en pointillésgsgntent I'enveloppe
a plus et moins deux fois I'écart type théorique de I'estenatOn vérifie ainsi expérimenta-
lement la convergence en moyenne quadratique. Les camslitie simulation sont : calcul sur
1000 points, les observations sont une suite de v.a. indépées, centrées et de variance égale
aun.

ALGORITHME A PAS DECROISSANT (pas en 1/k)

05§,

Moyenne estimée
o

0 200 400 600 800 1000
Nbre de points

Figure 3.2. Estimateur empirique de la moyenne.
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Méthode de I'ODE, horizon fini

Le but de cette méthode est d’analyser la convergence enmrmeyte I'algorithme
(3.8). Il s'agit de I'étape la plus simple du point de vue néatiatique mais aussi la
plus essentielle du point de vue de l'utilisateur. Nos higpses permettent d’associer
a un algorithme de la forme (3.8) son équation différergtielbyenne (ODE); elle est
définie a partir du champ moyen par :

o,
—r =0 =h[o@)]. (3.12)

L'algorithme moyen, déterministe (3.11) est interpréténome une discrétisation de
cette équation différentielle déterministe avec I'églémae temps continu-temps dis-
cret

n
th, = Z“’“ avec nlLHOIO t, = +oo.
k=1
Si on construit par interpolation linéaire a partir de lausioin z,, de (3.11), la fonction
continued(t), on a
O(tn) — O(tn-1)

o

donc une convergence vers une trajectoire de 'ODE (3.12).

=h(0p—1) — 0 (t,) Si pp, —0

L'ODE caractérise le comportement statistique moyen digorithme et le lien
entre ses trajectoires et celles de I'algorithme adapatifixé, sur une durég, par
le théoréme suivant qui s’applique a tout type d’algorithavecy = max(uy,, t, <
T). On noted(¢) la trajectoire de 'ODE, de méme condition initiadg que I'algo-
rithme.

THEOREME—Benveniste 87
S'il existe un tube de diamétre non nul entourant la trajeetde 'ODE dans lequel
les hypothéses (HG) précédentes sont vérifiées, alorsepoub, . petit ett < T fini
ona:

P (max||0, — 0 (t,)]]| >¢) < C(u,T)

ouC(u,T) — 0sipy— 0.
Ce résultat garantit que I'algorithme reste proche de I'Offtir i petit. Le
contrble uniforme sur toute la trajectoire (finie) est unegpiété forte.

Horizon infini, convergence p.s. et stabilité

Ayant contrdlé la proximité des trajectoires sur une dundie fi’, la question sui-
vante est celle du devenir des trajectoires lorsfjue co. Notamment quels sont les
liens entre les attracteurs de 'ODE et ceux de I'algoritifuuér la section 3.2.3 pour
la définition des attracteurs, et les outils d’étude de leabibte).
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Dans de nombreux cas, I'ODE possédera un attracteur udigie parameétre
optimal recherché), de domaine d'attractibn : placons-nous dans cette hypothéese
simple.

On aimerait obtenir un résultat de convergence p.s. deofdlgne vers cd..
Nous avons déja vu au Chapitre 2, pour le cas standard, qua’estpossible que
pour des algorithmes a pas décroissant, et nous avons dtesuoce résultat de
convergence p.s.. Ces résultats particuliers au cas sthndas’étendent malheureu-
sement pas directement aux algorithmes étendus, en raésqurablémes posés

— par la non-linéarité eé du champ de vecteut (9, X,,)

— par les risques d'instabilité et d’explosion liés au bagel entre 'étafX,, et le
parameétre.

La question de la stabilité exponentielle des transit@stsraitée, pour les modéles li-
néaires étendus, par [Anderson 82] et surtout par [Sold9Ig] passe par la construc-
tion d'un "systeme d’erreur” : algorithme sur I'écért- 6, dans le cas des modeéles
non-bruités (a I'optimund,., I'erreur d’estimation est nulle), et établit effectivemie
par des techniques de fonctions de Liapounoff des progrifétabilité exponentielle
pour I'algorithme stochastique (3.8), a partir des mémegpniétés pour I'algorithme
moyen (3.11).

Pour la convergence p.s. (dans le cas des algorithmes a gassgant), elle n'est
obtenue par la méthode de I'ODE ([Ljung 83], [Benveniste)&Je sous des hy-
pothéses qu’on ne peut établir a priori sur la sditede I'algorithme : bornitude,
et récurrence-stabilité (retour infiniment souvent dardomaine d’attractiorD, de
I'attracteurd.,).

Les seuls résultats effectifs sont établis par [Kushner Rif] les algorithmes
contraints. On s'y reportera pour des approches détadieesiltiples de cette ques-
tion sur des algorithmes stochastiques trés généraux. diieusns le résultat princi-
pal, lié au modéle d’état markovien que nous avons suppb&&aigorithme contraint
est défini par un domaine born@ inclus dans le domaine de stabilité de I'état
(B C S), etun procédél ; de reprojection suB lorsqu’on en sort. Il s’écrit :

971 = HB[onfl + ,unH(onflanﬂ = onfl + ,unH(onflan) + NnZn (313)

ou Z, désigne la correction de projection éventuelle BurOn lui associe 'ODE
contrainte
¢ =h(0)+z(t) =ze€-C() (3.14)

ou(C(#) estle cone de projection (réduibdi 0 € B). On noteL g 'ensemble limite
de 'ODE dansB (s'il y a un parametre optimal uniqués = {6.}). On introduit la

perturbation totale,, (6, X,,) = io: pr[H (6, Xk (0))—h(0)] initialisée aX,,(0) = X,

dans I'équation de "I'état gelé"n(3.10), les conditions dawergence sont du type
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(C1)sup E(|H (6, Xn)]) < 00
(C2)H(0, X,,) est continu ed
(C3) la perturbation totale est "asymptotiquement néglde’ p.s.

On définit par interpolation de I'algorithme (3.13) la foioct 0°() continue sur
RT, ainsi que ses translaté#s(t) = 0°(t,, + t) avect, = >_ ui. (de méme pour Z).
1
On obtient le théoréme de convergence de Kushner suivant :

THEOREME— Convergence p.fKushner 97]

Sous les conditions (C), pour I'algorithme contraint (3) &3as décroissant,, — 0,

en dehors d’'un ensemble de probabilité nulletoute limite(d(t), Z(¢)) d'une sous-
suite convergente de la suite des translat@®4t), Z™(t)),en est solution de 'ODE
(3.14) La suite de l'algorithme,, converge vers un ensemble invariant de I'ODE
dansB, soit Lg.

Sid, est I'unique attracteur de 'ODE, alors

0n, — 0, p.S.

Signalons un résultat utile de [Fort et Pages, Th. 6] quiipeéque sous certains
conditions techniques d’existence d’une fonction judisiede Liapounoff, si 'ODE
admet un nombre fini de points stationnaires asymptotiquéstables et que chaque
solution de I'ODE (3.12) converge vers un de ces points (saufun ensemble de
conditions initiales de mesure nulle), aldks donné par I'algorithme d’approxima-
tion stochastique (3.8) converge presque slrement vers wes points. C'est en
particulier le cas ol le champ moyé¥) dérive d’un potentiel h(d) = —3V.J(6)
ou J(0) est une fonction positive admettant un nombre fini de minmeaux.

Enfin le résultat suivant [Benveniste 87, Th. 7 p. 50] justiéude des points
stationnaires stables de 'ODE pour la convergence desitilges d’approximations
stochastiques a pas décroissants : s'il existe un poite queP(6,, — 6.) > 0 alors
nécessairemenit, est un point stationnaire au moins localement stable deEOD

3.2.3. Stabilité de I'ODE et fonction de Liapounoff

Le comportement asymptotique de I'algorithme stochasti@u — oo) va étre
étroitement relié au comportement asymtotique des t@jestde 'ODE associée :
c’est donc la question de la stabilité de cette ODE et de $exctgurs qui doit étre
étudiée.

Les concepts et outils fondamentaux ont été introduitslpappunoff 1907], et se
retrouvent dans [La Salle 61]. Considérons une ODE défimiasouvert) c R? :

0’ = h(9) avech fonction continue
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Un ensembled C 2 est ditlocalement stabl¢au sens de Liapounoff) si pour tout

0 > 0, il existed; > 0 tel que toute trajectoire partant d’un voisindgéA, 6,) reste
dans le voisinagd (4, ¢). Si toutes les trajectoires partant U¢ A, §,) convergent
dansA, on parle d'un ensemblasymptotiquement stab{@u sens de Liapounoff),

ou attracteur local On parle aussi @nsemble invarianpar le flot associé a 'ODE.
Enfin, si cette convergence vefsa lieu pour toute condition initialé, € 2, on parle
d’'un attracteur globalde 'ODE. La plupart du temps, on s'intéressera a un ensemble
A réduit & un point stationnaire@, vérifiant (6.) = 0 ou a I'ensemble fini ou
dénombrable de ces points stationnaires.

Stabilité par linéarisation

Dans le cas d’'une ODE linéaité(t) = Af(¢) pour une matrice fixéd réguliére,
le seul point stationnaire egtComme la solution de I'ODE s’écritidi(t) = et46(0),
le point d’équilibre est attracteur (global) ssi RéA)] < 0 (valeurs propres dd a
partie réelle strictement négative).

Pour un point stationnai®. d’'une ODE non linéairé’ = h(6), on étudie I'équa-
tion linéarisée
0 = Dy(0.)(0 — 0.) Dy, Matrice différentielle déh.
La condition suffisante de stabilité asymptotique (locd&,. pour 'ODE est alors

Condition de stabilité RE\(Dr(6))] <0

Evidemment, ceci donne une condition d’attraction loc&ene permet pas de
conclure sur I'attraction globale. S'il existe au moins wadeur propre deDy, (6..)

a partie réelle strictement positive, est un équilibre instable de I'ODE. Dans les
autres cas, on ne peutrien dire Sy’ partir du seul systéeme linéarisé.

Stabilité par fonction de Liapounoff

Cette méthode a I'avantage de s'appliquer directement ®4s non linéaires,
et de permettre une preuve de stabilité globale et non pluiersent locale. On se
ramene par translation au cas d’'une ODE

o' (t) = h(6(t)) (3.15)

possédant le point d’équilibe(cadh(0) = 0). Notonsh, (t) la trajectoire partant du
pointa at = 0.

Une fonction de Liapounoftera une fonctio’ : Q@ — R*, de classe’!, telle
que

(L1) V() = 0 et ¥0£0, V(§) >0

(L2)  —V(0(t) = VV(O1) hO(t) = —k(0(1) <0,
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doncV (6(t)) est décroissante le long des trajectoires de I'ODE. Si ufeeftenction
existe, alors le poin est unattracteur localde 'ODE. Le cas le plus intéressant est
celui ou cette fonction vérifie en plus la conditionaEercivité

(L3) V(0) — +oo lorsqued — 02
On a alors le théoréme suivant :

THEOREME— Stabilité globale de 'ODHLiapounoff]

Sous les conditionéL1), (L2), (L3), 'ensembleK, = {6 : V(0) < «} estun
compact de). Toute trajectoiref(¢t) de 'ODE (3.15) converge pour — oo vers
I'attracteur global

D,={0e€ K, :k(9) =0} avec a = V(6(0)).

La preuve en est simple : par décroissance, ot a> 0,6(t) € K,. De
plus sur 'ensemble compad{,, la fonction f(¢t) = V(0(t)) est positive, décrois-
sante, de dérivég’(t) < 0. Il existe donc des limites = inf(f(¢),t > 0) et
b = inf(—f'(t),t > 0). Si on avaith > 0, cela entraineraif(t) < C — bt — —oo,
impossible. Dond = 0 et tgr& k(0(t)) = 0, ce qui entraine par continuité dela

convergence dé(t) versD.,.

Par exemple, si le champ de vecteur de 'ODE dérive d’un pgieguositif :
1
h(8) = f§VJ(9),

on prend comme fonction de Liapoundff(f) = J(6) — Jmin , ON @£V (6(t)) =
—||h(8(t))||? qui tend vers0. Il en résulte ici que, si la fonctioo (9) vérifie la
condition de coercivit§ L3), 'ODE posséde comme attracteur global 'ensemble
D, = {6, : VJ(6.) = 0} despoints stationnairesle la fonctionJ.

3.2.4. Exemples : ODE, convergence, condition SPR

EXEMPLE 3 : ODEDE L'ESTIMATEUR DE MOYENNE. Ces résultats permettent en particulier
de retrouver la convergence de I'estimateur de la moyenrmarigme. Pour cet exemple, nous
avons :h(#) = 6. — 6 (on observe une suite de v.a. i.i.d. de varianép L'algorithme moyen
associé a (2.2) est donc la récurrence linéaire

dans le cas du pas fixg, = v, il est stable sd) < u < 2. [l donne 'ODE :

a9

E_G*_G
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et
0« — 0:, = (0 — 04) exp (—np) .
Ainsi, I'erreur d’estimation décroit exponentiellemerts zéro, et ce d'autant plus rapidement

qguep est grand. Il faut néanmoins prendre garde au fait que lectigije de 'ODE n’est réel-
lement proche de celle I'algorithme que sous la conditior 0.

EXEMPLE 4 : ODE bu LMS-RII. Puisqu’on a ici un algorithme de gradient stocipst,
I'ODE dérive ici du potentiel/ (6) :

0" = E(en(8)tn(0)) = —%VJ(O)

et les trajectoires de 'ODE sont les lignes de plus grandéepde la surface de codi(). lly a
"bonne modélisation”, dorn. est I'unique point stationnaire et minimum global f@), c’est
donc aussi I'attracteur global unique de I'ODE sur le doraala stabilité S. Par application des
théorémes précédents, on conclut que, si l'algorithmephdse pas, il convergera p.s. véks
On ne peut garantir ceci qu'en appliquant I'algorithme caint (3.13) avec projection sur un
domaine borné3 C S.

EXEmMPLE 5 : ODEDE ELS ET cONDITION SPR. Dans I'exemple de l'identification RIl ci-
dessus, I'algorithme ELS a été obtenu en supprimant leddtdu vecteur d’état. Il s’agit donc
d’'un algorithme de "pseudo-gradient”, et le champ moyenénivel plus d'un potentiel, 'ODE
doit donc étre étudiée spécifiquement. L'algorithme et IEXé»nt les suivants :

ELS
1 1
en = 97171 + ,Ulan EnPn avec MUn = —
n
R, = Ru1+ Nn(‘pn‘ﬂ: - Rn—l)
ODE de ELS
0 =R 'h®) R +R=1%(0)
avec ici

ab? n abl
a?2—1 1-aa’

h(0) = E(en(0)¢n(0)) = [ oy

b2
B=b" %(0) = E(pnpn) = ( o Y )
On vérifie & nouveau qué. = (o, 3)7 est I'unique équilibre de 'ODE. L'étude du caractére
attracteur de cet équilibre est fait dans [Benveniste 83ih¢din contexte dual de modélisation
ARMA), et utilise pour construire une fonction de Liapouin@ssurant I'attraction globale sur
le domaine de stabilité), une condition 8tricte Positivité Réelleommunément appelée SPR,
suffisante mais non nécessaire pour la stabilité de I'dayaiti

.. 1 1
PR Ré¢——)—=
Condition S e{ 1 ) 5 > 0Vv

62'L7r7/)
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Figure 3.3. ELS : contrexemple, cycle limite (planset 3)

Cette condition est donc importante pour garantir la cayeseee vers I'optimum de ELS. Un
contrexemple est donné par [Ljung 75] dans le cas de la nsadiéln ARMA : il s'agit du
modéle ARMA(2-2) donné pax = (—0.9,0.95) et 3 = (1.5,0.75). Ce modéle met en défaut
la condition SPR, et il montre qu&. n'est pas attracteur, donc qu’aucun point ne peut I'étre.
On a dans ce cas un cycle limite-attracteur de 'ODE (voir.By®t I'algorithme ELS oscille
autour de 'optimum.

Convergence p.s. de ELS2 : un résultat de [Solo 79]

Cet article démontre pour la variante de ELS "a erreur a poste & pas décroissant, pour
I'identification RIl ou la modélisation ARMA, que la conditi SPR entraine la convergence
p.s.0, — 0..

EXEMPLE 6 : NEURONE DOJA. L'ODE associée au neurone d'Oja (3.4) est

C;—t: = R,w — ww” Ryw.
Elle admet comme points stationnaires, les solution®ge = (wTsz)w, soit tout vecteur
propre normalisétv; de R.. Pour étudier la stabilité de ces points stationnairessidénons
les valeurs propres de la dérivée du champ mayew) = R, — (w” Ryw) I, — 2ww” Ry
aux pointstv;, SOit Dy (w) =4, = Ra — Ailm — 2)\v;vf . Puisque ses valeurs propres sont
—2X\; et (\; — X\i);=, ces valeurs propres sont ici réelles et sont toutes strarénégatives
gue sii = 1. Par suitetv; sont les seuls points localement asymptotiquement stdblEGDE
associée.

Si nous considérons I'estimation adaptative conjointe;det A1, nous remarquons que les
algorithmes adaptatifs imbriqués (3.4) et (3.5) peuvemhstire sous la forme générale (3.8) a
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I'aide du paramétre étendy, = (wl, a,)” et du champ moyen étendu

~ Row — ww? Ryw
h(0) = ( wT Ryw — )

dont les points stationnaires saht= (+v!, \;)7. Puisque

- o Dh(w) 0
Dy, (0+) = ( 2wTR, —1 )w_ﬂ_a_X

a pour valeurs propres2X\;, (A; — Ai);j=: et —1, (w1, A1) sont les seuls points localement
asymptotiquement stables de 'ODE associée.

3.3. Algorithmes a pas constant : fluctuation stationnaire

Pour les algorithmes a pas constant= p, les seuls utilisés pour étre vraiment
adaptatifs et actifs en continu sur un flux de données, il néypavoir de convergence
vers I'optimumé,. Aprés la phase transitoire ou I'algorithme se rapprocheaisi-
nage de), en suivant de plus ou moins pres les trajectoires de I'ODEerdre dans
une phase de fluctuation asymptotique. L'analyse du seaoind va permettre de pré-
ciser la démarche de 'ODE, en estimant la variance de fltiotuaOn dispose dans
ce but de deux types d’approches : les méthodes asymptstigue— 0), prolon-
geant la méthode de 'ODE, et des méthodes non asymptotioasses sur I'équation
récurrente de la fluctuation et de sa variance.

EXEMPLE 7 : ANALYSE DIRECTE DE L ESTIMATEUR DE MOYENNE. La version a pas fixg
de I'algorithme de gradient stochastique (2.2) est

On = On_1 + (X0 — On_1) (3.16)

avec0 < p < 2 etfy = 0. Dans cet algorithmey est un petit parameétre scalaire qui fixe la
longueur de la fenétre de pondération. La faculté qu'a cevelalgorithme d'oublier le passé
lui permet de poursuivre les variations BéX, ). En contrepartie, dans le cas ol la moyenne a
estimer est une constantg((X,,) = E(X)), la variance de I'écarfd,, — E(X)) ne tend plus
vers zéro. En effet, on peut écrire :

E(0n) = (1 = p)E(0n-1) + pBE(Xy)
Ceci montre que la suitB(,,) converge bien ver8, = E(X). Par contre, on a aussi :
var(0,) = (1 — p)? var(0n_1) + p’o®

La variance asymptotique de cet estimateur est donc noe.mlilis précisément, cette récur-
2 .
rence donnevar(6,) = £ (1 — (1 - ©)>™), soit :

2

lim var(6,) = 3 = NU— >0 pour u < 1 fixé.
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Pour ce type d’algorithme (gain constant), la convergence ég versé. n'est plus qu'une
convergence en moyenne. Les algorithmes a gain constanhheas destinés a identifier des
paramétres invariants.

Le fonctionnement de I'algorithme (3.16) d’estimation dey@nne est illustré par la figure
[Fig.3.4]. Sur cette figure, on peut observer les trajeetite I'estimateud,, pour différentes
valeurs du pas d’adaptatign On vérifie ainsi expérimentalement la convergence en nr@yen
vers la valeur zéro. Lorsquye augmente, on vérifie également 'augmentation des fluctsiti
ainsi que la diminution de la durée de la convergence. Leditions de la simulation sont :
calcul sur 1 000 points, les observations sont une suiteade.ivd. centrées de variance égale
a un, valeur initiale de I'estimateur égale a quatre, lefeidihtes valeurs dg utilisées sont
notées sur la figure.

Pas d adaptation = 0.001 Pas d adaptation = 0.01
w4 o4
‘0 )
£ £
82 32
[} (]
c c
(= =
(3] [
30 30
= =
0 500 1000 0 500 1000
Pas d adaptation = 0.1 Pas d adaptation = 1
o4 o4
© ©
£ £
32 3
] [}
o c
o c
$olw Y
B0 o
= =
0 500 1000 0 500 1000
Nbre de points Nbre de points

Figure 3.4. Estimateur adaptatif de la moyenne en stationnaire.

Convergence en loi des processus aléatoires

Dans le cas de I'algorithme estimateur de moyenne a pasideanty,, = % :
1
971 - onfl + _(Xn - onfl) 90 = 07
n

qui n’est autre que I'estimation classigéie = % Zszl X}, un résultat classique ca-
ractérise alors son comportementasymptotique. En effe¢taéme de limite centrale
(TLC) affirme quey/n(6,, — E(X)) converge en loi vers une v.a. gaussienne centrée
de méme variance quE caractérisant la vitesse de convergence asymptotique en in
diguant que la variance de I'écdft, — E(X))) décroit enl /n.
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Mais dans le cas de I'algorithme a pas fixe, la solution de ¢arénce (3.16)
s'écrit
n—1
On = Z(l =)' Xn—i

i=0

et un simple calcul de la fonction caractéristiquefge— E(X) montre que méme
dans cet exemple simple, on ne peut conclure a des convesgendoi que dans des
cas trés particuliers. Ainsi pourfixé et X,, non gaussiens,, — E(X) ne converge

pas en loi vers une v.a. gaussienne de varigﬁepourn — 00. De méme nous ne
pouvons pas conclure que I’éca\%(@n — E(X)) converge asymptotiquement en oi
guandn — oo et — 0 indépendamment. Par contre, cet écart converge en loi vers
une v.a. gaussienne de variar%Qesi de plusnu tend vers+oco. D'un point de vue
pratique nous dirons que pours 1, u < 1 etny > 3, I’écart\/iﬁ(en — E(X)) suit

approximativement une loi gaussienne centrée de var@ndées ordres de grandeur
seront étendus aux algorithmes d’approximations stoiciuest plus généraux (3.8)
grace a I'exploitation pratique de I'équation de Liapodr(8f19). Cet exemple sera
poursuivi d’'une fagon plus formelle dans I'exemple (8, p2g2).

La généralisation de I'étude théorique du comportemenoiedd la suite (3.16),
qu’on noteraf”, pour la double asymptotiqugs — oo, p — 0) est donc plus
complexe et reléve des méthodes de convergence en loi desspus aléatoires et des
théoremes de limite centrale fonctionnéls consistent a plonger le processus discret
dans un espack de processus a temps continu a trajectoires continuesirifizley
68], ou [Kushner 97, p. 228]). On étudie alors la convergdaitde de la famille des
lois de probabilité suF’ des processuk’(t) lorsqueu — 0.

Le paragraphe suivant présente un outil général d’étudidsations d’un algo-
rithme adaptatif du type (3.8) autour de sa trajectoire maggsolution de 'ODE),
basée sur cette approche fonctionnelle de la convergerioedes processus.

3.3.1. Fluctuation : Approximation-Diffusion gaussienne et EDS

La convergence du transitoire étant assurée, il est algini® de s'intéresser
au comportement d’'un point de vue asymptotique. Le pointatwergence est tou-
jours supposeé fixe. La question est de quantifier la variaeckedtimation fournie
par 'algorithme. Les résultats mathématiques utilisés semblables au théoreme
de la limite centrale. On montre que les fluctuations de ddthme stochastique au-
tour de sa trajectoire moyenne (celle que donne 'ODE) petus/approcher a l'aide
d’'une diffusion gaussienne. Nous nous intéressons seuteang algorithmes a gain
constant.
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3.3.1.0.1.Notations

— Dy (8) = dph ladérivée du champ moyen

—G(0) = " covg [H (0, X,,) , H (9, Xo)] la covariance (par rapporté) cu-
mulée du champ aléatoiré.

— la fluctuation normalisée de I'algorithme est

0y = ﬁ [0, — 0 (tn)] (3.17)
et représente I'écart entre I'algorithme stochastiquert@DE vu au travers d’'une
loupe de grossissemeit /.. Ce terme de normalisation est équivalent au facteur
v/n du théoréme central limite (pour un algorithme a pas désaoig:, = 1/n,
1/\/lim = /).

— dW; désigne 'accroissement d’'un processus de Wiener-Léwviprietde cova-
riance identité (Mouvement brownien).

Lorsqueu tend vers zéro,l'interpolation linéaire par morce§ﬁ>du processus discret
9} converge en loi vers la solution de I'équation différem¢istochastique (EDS) :

by = Dy[0(t)]0edt + G2 [0(t)] AW

Nous ne faisons que mentionner ce résultat dont la démdabpstdifficile est donnée
dans [Benveniste 87]. En horizon infirfi(t) est proche dé.. etd. converge en loi
vers la solution de I'EDS linéaire homogene :

db; = Dy,(0,)6,dt + G2 (6,) dW; (3.18)

Nous disposons ainsi d’une approximation gaussienrfé.dééquation (3.18) étant
linéaire et son entrée gaussienne, sa sortie est égalemﬂssignne@ est la sortie
d'un filtre linéaire de fonction de transfertl — Dy, (6.)] " G/2(0,) attaqué par un
bruit blanc gaussien de puissance unité. Si toutes lesrgafropres déy sont de
partie réelle négative, ce filtre est stable et sa sortieusigtloi normale centrée de
matrice de covariana€y obtenue par résolution d’une équation de Liapounoff. Résu-
mons cela dans le théoréme suivant.

THEOREME—Pas constant, horizon infini [Benveniste 87]

Sous les hypothéses (HG) d’'un modele d’état markovien expietiement stable, si
I'ODE posséde I'unique attracteur stabfe, la fluctuation normalisée (3.17) de (3.8)
vérifie le théoreme de limite-centrale :

Sip — 0ett — oo, 81 converge en loi vera/ (0, Cy) et la covariance”y est I'unique
solution positive de I'équation de Liapounoff

Dy (0.)Cy + CoDy(0.)T + G (6,) = 0. (3.19)
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En pratique ce théoreme sera appliqué sous la forme suivanie< 1, n > 1 et
nu > 3, la matrice de covariance de, — 6..) est approximativement égale.&’y
3.3.2. Exemples

ExempPLE 8 : Diffusion gaussienne pour I'estimateur de moyenneCe résultat permet en
particulier de retrouver la variance résiduelle @€’ /2 pour I'estimateur de moyenne. Pour

cet exemple, nous avongDy, (0.) = —1 etG(6.) = o2 (on observe une suite de v.a. i.i.d.
de variances?). Ainsi, I'équation de Liapounoff s’écrit +-2Cy + o> = 0 d'oll Cy = 02/2.
Oro; = ﬁ [0, — 0(t,,)], d’ol la valeurus? /2 pour la variance de I'estimateur. Il faut tou-

jours prendre garde au fait que le résultat obtenu en résoléauation de Liapounoff n'est
rigoureusement valide que pour— 0.

EXEMPLE 9 : FLUCTUATION DU LMS STANDARD, CAS D'UNE REGRESSION LINEAIRE
Traitons le cas du LMS (2.3), avec la fonction de colt d’EQM.Y20n se place sur un mo-
déle de régression linéaire, ol le signal de référence estdparz, = UL w. + b, etb, est
un bruit blanc de variance?, indépendant de I'observatian,. On a donce, (w.) = b,. Le
champ moyen estidi(w) = p — Rw = —R(w — w.), donc la dérivée en efd, (w) = —R,
et la covariance totale est

G(w.) = covlbuboUnlo] = o3 R,

I'équation de Liapounoff s'écrit donc
~RCyw — CuR+0;R=0

sa solution positive est évidemmeft, = %a{f[. On obtient donc le résultat de fluctuation
asymptotique
. 2 szn
F(p) = lim E([lwn —w.|") = pTr(Cv) = p——M
résultat qui précise (2.14) et redonne I'estimation de MERQa "petit pas" obtenue par I'étude
directe du LMS en (2.17).

EXEMPLE 10 : FLUCTUATION POUR LE LMS-RII D’ORDRE (1-0). Reprenons I'exemple
(3.1). On a déja vu que(d) = —V.J(0), doncDy(0) = —1V?2J(6). Par ailleurs, comme
dans I'exemple précédent, on a pour la covariance totale

G(9) = Z cov[bnbothnto] = o3 E(thotdg )

et & I'optimum, d’'aprés (3.7), on obtiedt(d.) = oZR et D,(6.) = —R, I'équation de
Liapounoff s'écrit donc
~RCy— CyR+0;R=0
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sa solution positive est & nouvedly = 107 1. Ceci montre qu'asymptotiquement (pqur—
0), les estimateurs des différents paramétres sont indépende méme varianq:elm;ﬁ. Dans
cet exemple, on peut aussi calculer explicitement le charogem et la covariance de I'état
filtré : on obtient
afb ab? 1] b .1
h(6) = [ - ]

(1—aa)? (1—a?)? 1—aa 1—a?

qui s'annule ssik = a etb = .

ExeEmMPLE 11 : NEURONE DOJA. Nous avons vu dans I'exemple 6, page 117 fugv,) =

R, — M1, — 2)\v1v] . Dans le cas d’observations, gaussiennes centrées indépendentes, il
a été démontré dans [Delmas 98-a] qie1) = >.;" , A1 Axvkvj et que par suite la solution
de I'équation de Liapounoff (3.19) est :

R A1k T
Cy, = kZ:Q 20n 7}\}@)%1};@.

Sil'on considére I'algorithme adaptatif (3.5) qui estinomjpintement la valeur propre , alors
0. = (v, \1)7 etla covariance cumulée du champ étendu devient :

G(0.) = ( G(gl) 22% )

qui associée a la valeur d;, (0.) donnée a I'exemple 6, page 117 donne comme solution de
I’équation de Liapounoff (3.19)
([ Cy O
a-(% 0.

Nous retrouvons les propriétés classiques de I'estimdt@oh des structures propres : les es-
timéesw,, eta, dewv; et A\; sont asymptotiguement non corrélées bien que les algaghm
adaptatifs soient imbriqués et de plus le conditionnemenadecherche de la valeur propre ne
pose pas de problémes contrairement a celui du vecteurgpaspocié (cas ok, est proche de
A1).

Des expressions analytiques des matrices de covar@nomt été données dans [Delmas
98-a] pour plusieurs algorithmes d’estimations de vestguopres principaux ou minorants.
Il s’est avéré par simulation de Monte-Carlo que le domaieevalidité de I'approximation
cov(0n) ~ uCy s'étend a d'assez grandes valeurs depgs < 0.05 pour Tr(R;) = m pour
n > 1000). La déviation & I'orthonormalité d*(u) = E|WI W, — .||}, a été également
estimée par simulation de Monte-Carlo ol il a été montrédfifg) oc u [resp.oc u] pour
les algorithmes (introduits en section (3.5)) GHA et OFAfreWSA et SGA]. Les vitesses de
convergence des différents algorithmes ont été compax@esdes valeurs de pasajustées
de fagon a avoir des EQM asymptotiques numériqguement glesgti (ces EQM sont choisies
égales ar(Cy) car un raisonnement heuristique nous montre que le biaisgsyique de&,,
varie eny~2). Cela permet des choix optimaux des paraméte®{(3;) de ces algorithmes en
fonction du compromis précision/vitesse de convergenoésich
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3.4. Poursuite de non-stationnarités

CONTENU.— Nous abordons ici la derniére phase générale d'étudeattrsmances
des algorithmes : la capacité de s'adapter efficacement anviroenement non-
stationnaire &ariations lentegpar rapport au temps d’adaptation des algorithmes).
Elle ne concerne que les algorithmes a pas constant, etdapp habituelle consiste
a représenter la non-stationnarité sous forme d’une valgtimale du paramétre va-
riant dans le temp8..(n) gu'il s’agit de poursuivre le mieux possible. Le probleme
est tres différent de ceux étudiés précédemment (vitessemergence initiale en
transitoire, fluctuation résiduelle), et les critéres stiftats de comparaison des algo-
rithmes seront alors différents et liés a la nature de lastatiennarité supposée. Pour
une définition de base de la problématique de poursuite @aosritexte des algo-
rithmes standards (LMS-RLS), on se reportera a [MacchliaBgkr 78]. On présente
ici la méthode générale, selon [Benveniste 87], applicatie la méthode de 'EDS
déja vue pour la fluctuation résiduelle. On présente enfifgges résultats appliqués
au cas des algorithmes standards du Chapitre 2.

3.4.1. Problématique de la poursuite

L'exemple de base, pris en général comme modele pour la piceirest celui
d’'unerégression linéaire variable

ou b, est un bruit blanc de puissaneg, indépendant des vecteurs de régressign
et z,, le vecteur de filtre optimal variable. Le signal d’obseroati,, mis dansp,, est
supposé stationnaire, indépendanbglede matrice de covarianée= E(p,¢L).

Les modeles de variation temporellesgeque I'on se donnera prendront I'une
des formes suivantes :

(HM1) Variation déterministe bornée;, = z,_1 + 4, avec||d, || < d,

(HM2) Dérive constante,, = z,_1 + dz avec||dz|| = d,

(HM3) Marche aléatoire z,, = z,_1 + w, , avecE(z,) = z etw, = bruit blanc
stationnairecov(w, ) = Q etTr(Q) = d2.

Vitesse et degré de non-stationnarité

Pour la poursuite, on utilise obligatoirement un algorighénpas constant, la
seule chose qu’on puisse espérer est doncstalgilisationde I'écart quadratique
moyen

on = E(||605 — Zn||2

lorsquen — oo. On pourra dire que l'algorithme arrive & poursuivre le meds
la limite § = lim §,, existe, et que la poursuite est impossible si au contrat@W
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0, explose quand — oo. Si la poursuite a lieu, cette limitede 'EQM servira de
mesure de performance de I'algorithme adaptatif.

D’un point de vue pratique, il est donc intéressant de pawuntifier la "vitesse
de non-stationnarité" permettant d’espérer une pourstita qualité de cette pour-
suite mesurée asymptotiguement pagalisée par I'algorithme. Nous partons pour
cette problématique du cas particulier simple du gradisrgtsastique LMS suivant
I'approche de [Macchi 87, 89], avant de passer & une étudegitbale des algo-
rithmes. On reviendra ensuite a cet exemple simple pourgpliguer ces résultats
généraux.

Approche directe : cas du LMS

La capacité d’adaptatiodu LMS a pas: (60,, = 6,,_1 + penp,) peut étre grossie-
rement mesurée par la puissance moyenne de l'incrémenhqasxde 'algorithme :
supposant acquis le "vrai filtref;,_1, on aurae,, = b,, et par indépendance aveg
on obtient la puissance d’incrément

A(p) = p?o®Tr(%)

qui sera majorée par la borne supérieure (optimistg) dempatible avec la stabilité
du LMS. Nous avons vu au Chapitre 2 que I'ordre de grandeue ¢i&as maximal était
Lhmax = ﬁ ce qui permet d’estimer la capacité d’adaptation maximaleis pas

duLMS a

0.2

Tr(X)

Intuitivement, il est naturel de penser que cet algorithmizera a poursuivre une
variation du filtreT,, = z, — z,_1 dont le carré moyed? = E(||T,||?) sera in-

férieure a la capacité d'adaptatidn, ., : ceci nous conduit a définir ldegré de

non-stationnaritédu modele (3.20) par

Amax =

d*Ma?

)2 (3.21)

v =
( g
et a considérer que deariations lenteslu modéle par rapport & I'algorithme seront
définies par
Variations lentes v <« 1

Cette condition permettra d’espérer une poursuite camd@etmodeéle, et il nous reste
alors a mesurer la performance selon le pas de calcul

REMARQUE.— Il est important de noter que la vitesse de variation duéfeode se
mesure pas dans I'absolu, mais en relation aveapport signal a bruit de sortie

optimalp = Z—é du filtre. Cela signifie que la poursuite est d’autant plufiailié que
le bruit de sortie est faible.



126 Filtrage adaptatif

3.4.2. Exemple de 'estimateur de moyenne

EXEMPLE 12 : ANALYSE DIRECTE DE L'ESTIMATEUR DE MOYENNE On suppose que la
moyenne évolue, le role de I'algorithme adaptatif est attrpoursuive efficacement ses va-
riations. La mesure de cette efficacité passe nécessair@araime modélisation de I'évolution
du parametre a estimer. Cette évolution est courammentlisédé I'aide d'une approxima-
tion stochastique formellement analogue a l'algorithmeni@me. Cette équation récurrente
s’appelle lhypermodéleUne fois modélisées les variations du vrai systeme, l'afité de la
procédure itérative peut étre mesurée par la distance ajigue £, = E(0,, — z,)> (avec
zn = E(X5)) entre les trajectoires du vrai systemeet celles de I'algorithmé,,. En consi-
dérant, par exemple, que la moyenne évolue selon I'hypethaatéterministe suivant :

zZn = zn—1 + £ avec¢ constante et < o

I'ensemble{systeme, algorithmese modélise par le couple d'équations :

Zn = Zn-1 +€
On On-1 +M(Xn_0n—l)~

Les données\,, indépendantes ayant une variance supposée congigiiie— z,)? = o2, on
désire suivre I'évolution de :
— l'erreur quadratique moyenne (EQM) du paramétre esfimé= E(0,, — z,)?,

— le biais du paramétre estini&, = E(0,) — zn,

il vient :

En = (1—p)?En1—26(1—p)* Baor + €% (1 - p)° 4 p?0?
By = (1-p)Bna+&(p—1).

Soit, sous forme matricielle :
()= (0™ )+ (0 ) ()

2 2
La matrice( (1 0“) 251(1_ MN) ) admetl — z et (1 — p)® pour valeurs propres ; son
rayon spectrab = 1 — p est inférieur & 1. Dans ces conditions, on peut montrer gseite
vectorielle précédente converge et que sa limite vaut :

= (8)-(5)-(5 50 )

0_2 62 5
E= + = (1— . 3.22
MQ_M M2( 1) ( )

Soit :




Algorithmes adaptatifs : méthodes générales 127

Puisque 'EQME, le biaisB et la variance asymptotiqué sont reliées paFl = V + B2, la
variance asymptotique est donnée pae= MQ"TZN. Remarquons que la décomposition asymp-
totique de I'EQM poun: — 0 etn — +oo S'écrit :
2 2
. g
lim E(6, — zn)2 ~ u7 + %

n—0o0

pour u — 0. (3.23)

Les résultats théoriques seront toujours énonceés en régymptotiqugn — oo) sous I'hy-
pothéseu — 0. Ceci signifie simplement que les résultats ne sont rigaement valides que
pour . petit et donc pour des non-stationnarités lentes.

L'analyse de I'estimateur de la moyenne dans le cas ou ceieelue, montre la nécessité
d’'un compromis entre les deux exigences contradictoirsaistes :

— bonne capacité de poursuite des non-stationnarités guaisenque: soit grand,
— faibles fluctuations, ce qui nécessiteupetit.

Un compromis classique entre ces deux exigences consisteiiger 'EQM asymptotique
(3.23). Le pag: qui optimise ce compromis (obtenu par dérivation) s’écrit :

Le fonctionnement de I'algorithme (3.16) en contexte natighnaire est illustré par la figure

Pas d adaptation = 0.01

Moyenne estimée
Nb
o o

o

o

100 200 300 400 500

Pas d adaptation = 0.1

{9}
R
E£40
7]
Q
® 20
c
c
S
20
=
0 100 200 300 400 500
Pas d adaptation = 1
8
£40
@
(9]
o 20
=
c
Y
30
=

o

100 200 300 400 500
Nbre de points

Figure 3.5. Estimateur adaptatif de la moyenne en non stationnaire.
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[Fig.3.5]. Sur cette figure, on peut observer les trajeetite I'estimateud,, pour différentes
valeurs du pas d’adaptatign Les conditions de la simulation sont : calcul sur 500 poilets
observations sont une suite de v.a. indépendantes dec@égale a un dont la moyenne dérive
de¢ = 0.1 d'un point au suivant, la valeur initiale de I'estimateur 25, les différentes valeurs
de u utilisées sont notées sur la figure. Lorsquest trop petit I'estimateur est clairement en
retard sur la rampe ; lorsqueest trop grand les fluctuations sont nettement visibles.udtaur
intermédiaire de: révele I'existence d’'une valeur optimale pqurOn vérifie de cette maniére
I'augmentation des fluctuations ainsi que la diminution @isdorsquex augmente.

Ce compromis biais-variance en contexte non stationnaie §re mis en évidence expé-
rimentalement en calculant la valeur empirique de I'erguuadratique moyenne d’estimation.
Cette EQM est calculée en ne retenant que les valeurs pasé&sgimateur une fois la période
de convergence initiale terminée. La figure 3.6 représéB@M asymptotique théorique don-
née par la formule (3.23) (tirets), 'TEQM asymptotique tfigoe donnée par la formule (3.22)
(pointillés) et 'TEQM calculée expérimentalement (traitip). Pour la courbe expérimentale,
les conditions de la simulation sont celles de la figure 3.E(EQM est calculée sur les 500
derniers points d’un calcul mené sur 1000 points. On coms$ttcellent accord entre les ré-
sultats théoriques et expérimentaux. Notons dés mainteuoana formule (3.23) est celle que
donnent les outils théoriques présentés maintenant. Geciobérent puisque ces outils sont
fondés sur I'hypothese que le pas d’adaptation tend veos zér

EQM ASYMPTOTIQUE THEORIQUE ET EXPERIMENTALE

4.5¢

EQM asymptotique
= N w
aoN O w1 A

=
T

0.5r

Figure 3.6. EQM asymptotique.

3.4.3. Méthode générale : diffusions gaussiennes et ODE

Cette phase : synthése des deux précédentes (ODE et diffymilssienne) permet
I'étude des algorithmes adaptatifs dans le cadre ou ils m@tisément utilisés. Les
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connaissances priori de I'utilisateur quant a I'évolution du systéme a pourseiiyy
sont prises en compte grace a I'équation d’évolution :

Zn = Zp—1+ K (Zn—h Cn)

dans laquelle I'étaf,, est markovien. Cet hypermodeéle est naturellement indégend
de I'algorithme. Finalement, I'ensemb{systéme, algorithmeest associé au couple
d’équations suivant :

Zn = Zp-1-t K (anla Cn) (324)
0, O+ TH (0p_1, 201 Xn) (3.25)

ou selon [Benveniste 87], I'algorithme est défini pargain matricielconstant”. On
pourra ainsi chercher a optimiser soit le pas scalajrsoit la direction de déplace-
mentI’ elle-méme, et comparer ainsi les performances en poursestenéthodes de
gradient et des méthodes newtoniennes.

REMARQUE.— Pour associer des ODE, il faut définir I'échelle de tempsetealgo-
rithmes, et on sera amené a préciser deux échellesiavecy K’ etl” = ulI, avecy
échelle de temps de variation du paramétreg, @ helle de temps de variation de I'al-
gorithme de poursuite. La notion de variation lente, petaméia poursuite, est donc
liée & un rapport entre ces deux échelles, et celui-ci dégetal nature du modéle de
non-stationnarité. Dans les résultats énoncés ci-desisgus donc lieu de renorma-
liser éventuellement selon I'échellede I'algorithme, incluse implicitement dans le
gain matriciell".

Notations

— Py, . loi asymptotique pour laquell&,, (chaine contrblée pdt, ) est station-
naire,

— P, loi asymptotique pour laquellg, (chaine contrblée paf) est stationnaire,

—k(2) =lim,— E.K(z,(,) ouE, désigne I'espérance relative a la distribution
PZ!

—h(0,z) = lim, . Eo.H (0,2, X,) ou Eg ., désigne I'espérance relative a
P0721

-G (0,2) =32 covy. [H(0,2,X,), H (0,2 X)) 0Ucovy , est la covariance
relative &Py,

-Q(2) = S % cov, [K (6,¢n) , K (8,(0)] ol cov, est la covariance relative &
P..

Les hypothéses générales sont les suivantes
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— Létat(,, est areprésentation markovienné®gt est maintenant a représentation
markovienne contrdlée péret z,

— Les champs moyeriset k£ sont suffisamment réguliers (Lipschitziens),
— Le vrai systéme est identifiable par I'algorithme héf, z) = 0 < 0 = z,

— Pour tout: utile au fonctionnement de I'algorithme, 'ensemble deésgadmis-
sibles, i.e. tels que toutes les valeurs propreEidgsoient de partie réelle négative,
est non vide.

Etant donné un modéle d’évolution du parameétre a estiindes résultats qui
suivent permettent d’en déduire les parametres optimauggmondants pour I'algo-
rithme. Le critére de distance systéeme-algorithme utiéisécelui de 'EQM : mini-
mum deE ||6,, — z,||°. L'obtention de ces résultats (cf. [Benveniste 87]) résadle
I'application directe a I'hnypermodéle des méthodes ODEpgrraximation-diffusion
gaussienne étudiées précédemment. On ne fait ici que dsngsultats utilisables.

Hypermodéle sans dérive.On qualifie de sans dérive un hypermodeéle dont
moyenne du parameétre a estimer reste constante au coursgs. t€e type d’évo-
lution purement aléatoire comprend en particulier les rfeslde marche aléatoire.
Pour ces modeles, 'TEQM est donnée par :

a

E |6, — zn* = Tr (Co)
ou Cy est solution de I'équation :
(T'Dy(0))Cy + Cy (T Dy (0) + TGTT + Q = 0. (3.26)

Les valeurs optimale§, du gainI' et Cy, de la covariance du paramétre estimé
satisfont :
CG*A_lcQ* = Q

et
F* —_ 700*Dh(9)TG_1 _ Q1/2G_1/2

OUA = Dh(e)*lGDh(H)*T.
Hypermodeéle avec dérive.lls correspondent aux situations dans lesquelles la

moyenne de;,, change au cours du temps. L'exemple type est celui de laalguike-
ment déterministe. LEQM admet la décomposition :

2
B0 — zal* = |[(CDa(0)) 7 K|+ T (Co)
ou Cy est solution de :

(T'Dy(8)) Cy + Cy (TDR(0))" +TGTT =0
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Critere de qualitéA.

La quantitéA définie précédemment a été introduite par A. Benveniste, Bti-M
vier et P. Priouret dans [Benveniste 87]. Elle chiffre laaeif® de poursuite d’un filtre
adaptatif grace au résultat suivant.

Sous la contraint& Dy, (6) = —TI'y, ouTy est un gain fixé et asymptotiguement
stable, 'lEQM admet la décomposition asymptotique suwant

E |6, — Zn||2 = "W (o, A)

aveca = 1 pour les hypermodéles sans dérivecet 2/3 pour les hypermodeéles avec
dérive.y mesure la vitesse d’évolution du vrai systéme. Dans cetieegzion¥ est
une fonctioncroissante deA. PlusA est petit, meilleur est la capacité de poursuite
de I'algorithme. Ce résultat est d’'une grande importanaéquie puisqu'il permet de
classer les algorithmes adaptatifs indépendamment déypermodéle particulier.

ExEMPLE 13 : ODE ET DIFFUSION POUR LESTIMATEUR DE MOYENNE Ces résultats
permettent en particulier de retrouver la décompositiaisbiariance pour I'estimateur de
moyenne. Pour cet exemple, nous avor®.(6.) = —1, G(6.) = o> (on observe une
suite de v.a. blanche de varianed) et k = ¢ (dérive purement déterministejy est solu-
tion de(T'Dy (0)) Co + Co (T Dy (0))" + TGTT = 0 c’est-a-dire :—2uCy + p*o? = 0 d’ou
Co = po?/2. Laformule

E[0n — zal* = ||[(TDr(0)) ™" k||* + Tr (Co)

devient ainsi :

E |60 — 20| = €/p* + po® /2
Il faut toujours prendre garde au fait que le résultat obteest rigoureusement valide que
pour i — 0. Ce point est clair si I'on se rappelle les résultats du dalrect (exemple 12). La
normalité asymptotique de I'estimateur se vérifie expént@mlement en tracant I'histogramme
des valeurs prises par I'erreur d'estimation. La figure 8présente la densité de probabilité
théorique et la densité estimée. Ici encore, I'accord dagreleux est excellent. Les conditions
de la simulation sont : calcul sur 10 000 points (histograncadeulé sur les 9 000 derniers),
les observations sont une suite de v.a. indépendanteséesndle variance égale a un, la valeur
initiale de I'estimateur est 4 et = 0.1

3.4.4. Le cas standard : LMS et RLS, exemples

On applique ici la méthode générale sur le cas d'une régmetiséaire variable,
présenté en (3.20). On se place dans I'hypothése d’'une makéatoire. On compare
dans ce contexte les performances des algorithmes LMS et@®hBrésente ensuite
une méthode a pas adaptatif, permettant de converger aigoeraent vers le pas
optimal pour la poursuite. Dans ce contexte de régressigailie, on a avek =
E(onpn) :

h(f,z) =%(z —0) Dn(0) = —XG(z,2) = 0*%
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ERREUR ASYMPTOTIQUE : LOI EXPERIMENTALE ET LOI THEORIQUE
7

6F

w = (62}
T T T

N
T

Densité de probabilité

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1
Valeurs prises par | erreur

0.3

Figure 3.7. Densité de probabilité de I'erreur.

Comparaison LMS et RLS
Pour le LMS, on d" = u[I et I'équation de Liapounoff (3.26) devient

NCy + CpX = o px + % (3.27)

On en déduit 'TEQMJiys = cov(p? (6, — z,)). En admettant en régime stationnaire
une indépendance enffg — z,, ety,, ona

Jims = B(0LCopn) = TrE(Cy* 0L 0,Ch%) = Tr(C)*5Ch%) = Tr(CyY)

et par utilisation de (3.27)

o? 1
Jims = ;L?Tr(E) + ZTY(Q)

L'optimisation du pas donne, en fonction du degré de notiestaarité (3.21)

v *
Hopt = T‘I‘—(Z) Jlms = dO’uO'\/ M.
Pour le RLS, il correspond a un gain matriciel variahlg fluctuant autour d&—! de
I'ordre de,/z. Multipliée paryp, la fluctuation devient négligeable en asymptotique a
i — 0, on va donc approcher RLS par I'algorithme a gain matricie fi = X! et
pas fixeu = 1 — \. I'équation de Liapounoff (3.26) donne directement la Sotu
Q o? -1
Cop=— —X
"= 9 +u 5
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On en déduit '"EQM
2

o 1
Jrls = ,LL7M + ZTI'(QE)

L'optimisation du pas donne, en fonction gle- Tr(QYX)

2 \ /2
Hopt = (—MO'Q) Js = sovV M.

Exemple: On prendM = 2, % = < i Lll >,Q =& ( 611 g > On aalors le
rapport des EQM optimales
J*
Jii =+/1+aq.
lms
On en déduit que
—siaq > 0, LMS est meilleur que RLS

—siaq < 0, RLS est meilleur que LMS

—siag = 0 (cas ouu,, est blanc, ou fluctuations des coefficients du filtre indépen-
dantes), LMS et RLS ont des performances comparables.

Les résultats simulés du tableau ci- D(n) LMS D(p) RLS
contre confirment la validité de ces esti- |ThéoriqugEstimé ThéoriqueEstimé
mations théoriques. Les paramétres, pour| 0.4449 10.3166 0.1932 |0.1379

le critere d’erreur 0.2308 |0.1736 0.1078 |0.0902
0.1632 |0.1269 0.0843 |0.0765

D(p) = E(||6n — zal?), 0.1322 |0.1083 0.0763 |0.0731
0.1158 |0.1007 0.0745 |0.0738

sont:o® = 0.2;a = 0.8; d* = 0.05; 0.1068 |0.0985 0.0758 |0.0766

g = —096; = = o = 0.75 et 0.1019 (0.0994 0.0789 |0.0806
le rapport estimé sur les données est de| (0.0996 |0.1024 0.0830 |0.0856
0.745.

CoNcCLUSION.— Pour la poursuite d'un filtre variable selon une marchatalée, les
performances optimales a petit pas (sous la condition deédigstationnarité petit)
du RLS peuvent étre meilleures ou moins bonnes que celledfy kelon la statis-
tique des signaux, I'algorithme optimal en poursuite njest forcément donné par le
gain de Newtor~! du RLS. Ce résultat est qualitativement intéressant : il tneon
que dans ce cas de poursuite, le choix d’'un algorithme RL$pmkeriewtonien n’ap-
porte pas forcément de gain de performances en termes dsugieui.a supériorité
des gains de Newton en transitoire n’est plus vraie en pdar€dn trouvera d’autres
exemples détaillés de comparaison d'algorithmes danss#igesituations non station-
naires dans la synthése [Macchi 89], et un traitement du eda goursuite d’'une
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cowrbes d'eqmr Jims

cowrbes d'eqr Jils

J () du LMS. J(u) du RLS.
Figure 3.8. Courbes théorique et pratique EQM ) du LMS et du RLS.

dérive de fréquence (signal "Chirp") dans [Bershad 80, p8hcchi 91], [Michaut
92].

3.5. Application : Méthodes d'approximation de sous-espas

Dans cette section, on reprend et développe les méthodptatidas d’approxi-
mation de sous-espaces, présentées rapidement en s8ctidn.(©On traite d’abord la
construction des algorithmes adaptatifs en se limitantadgarithmes d’approxima-
tions stochastiques de la forme (3.8). Puis on s’attachem@ma@bléme spécifique de
I'étude de la convergence dans le cas ou la convergencenersase particuliere de
I'espace invariant recherché n’est pas assurée.

3.5.1. Construction des algorithmes

Il existe une abondante littérature permettant de répcaakeleux problémes dé-
crits en section (3.1.4) et ces algorithmes adaptatifgimeté souvent une étape de
normalisation ou d’orthonormalisation qui leur donne umecture plus générale que
la forme (3.8). Ces algorithmes sont issus soit de méthodesigse numérique et
principalement de la méthode depaissance itéréédite aussi “simultaneous itera-
tion method” [Rutishauser 69]) soit abtimisation de critéres/(W) sous ou sans
contraintes. Nous allons introduire quelques uns d’enirean se limitant aux algo-
rithmes de la forme (3.8).

Ainsi de nombreuses méthodes de la littérature traitemestghal ou neuronale
sont issues de différentes approximations de la méthodealyse numérique “simul-
taneous iteration method” [Rutishauser 69] suivante :

W), = Wu14+ R,Wyaly (3.28)
W, = W.S;! (3.29)
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ouW, = (wn1,...,wn,) € R™*" est une matrice dont les colonnes sont ortho-
normées et approximent lesvecteurs propres dominants d&.. Dans (3.28), la
matricel’,, est la matricer x r diagonale usuelle de gains. Nous supposons que
'y, = pnI. ou plus généralement, = pu,diag(l,as,...,q,) avecq; > 0. La
matrice R,, de (3.28) est une estimée de la matrice de covaridghgceelle est sou-
vent réduite a I'estimée instantanégz’. Quelquefois, on utilise I'estimée lissée
R, = Ry_1 + app(zn2l — R,_1). Dans (3.29)5, est une matrice dépendant de
W), qui orthonormalise les colonnes &€,. D’'ou W,, a ses colonnes orthonormées
pour toutn. Dépendant du choix de la matriég, différentes versions d’algorithmes
d’approximations stochastiques peuvent étre obtenues.

Ainsi par exemple puisqu#/,,_; a des colonnes orthonormées, alors paurg
1, les colonnes déV; dans (3.28) seront linéairement indépendantes quoique non
orthonormées. AlordV/” W/ sera définie positive é¥,, aura des colonnes orthonor-
mées siS, = (W/TW/)'/2, Lalgorithme d’approximation stochatique app&éb-
space Network Learnin¢SNL) est obtenu en utilisant un développement du premier
ordre deS,; ! et en omettant le tern@(12 ) grace a I'hypothése,, < 1. L'algorithme
s’écrit alors sous la forme suivante :

Wi =Wo1 + pin[L — W AW Jxal W, g, (3.30)

L'étude de cet algorithme a été faite dans [Williams 85] etdgran 94], ou il a été
démontré que les solutions de 'ODE associée (3.12) ne cges@nt que vers une
base orthonormée du sous espace propre dominaft.dees vecteurs pouvant se
déplacer dans cet espace). C'est a direlgque. .. W W; = I, etlim;_ o, W, W} =
i, vvl . Cet algorithme appartient ainsi & la famille (2).

Un autre point de départ pour dériver un algorithme d’apinaxion stochastique
a partir de (3.28) et de (3.29) est de considérer que la reaffiaéalise une ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt des colonnedide L'algorithme appeléStochastic
Gradient Ascen{SGA) est obtenu en faisant un développement au premiee dielr
W,, en supposant,, < 1, en omettant le termé(u:2) dans ce développement, on
obtientpourk =1,...,r:
k—1
W e = W1 g+ [T = W1 w1 =2 wnygwh_y Jana)wn 1 (3.31)
=1
Une extension [Oja 85] de cet algorithme est obtenlig sk u,,diag(aq, as, ..., ;)
aveca; = 1 eta; > 0. Soitpourk =1,...,r:
k—1 o
Wn,J; = wn—17k+akun[Im—wn—l,kwf_l,k—Z(Ha—z)wn—l,iwf_u]wnxfwn—l,k-
=1

Cet algorithme par le choix des valeurs permet d’améliorer le compromis vitesse
de convergence/précision. L'algorithn@eneralized Hebbian AlgorithfGHA) est
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dérivé a partir de I'algorithme (3.30) en remplagant la meatiV,” ,z, 2 W, _; de
I'algorithme SNL par sa diagonale et la partie située auuteds celle-ci :

W, =W,_1+ un[xnzZWn,1 - Wn,lupper(WnT_lxanWn,l)]

dans lequel I'opérateur matriciel “upper” assigne la valew tous les termes si-

tués sous la diagonale principale. Ecrit sous forme colgnoet algorithme est si-

milaire & I'algorithme SGA (3.31), la différence provenaatilement du terme 2 dans
la somme:

k

T T
Wn ke = Wn—1k + fin[Im — an,lyiwn_u]znxnwn,lﬂk pourk =1,...,7.
i=1

Oja et al [Oja 92-a] proposa un algorithme dénoteighted Subspace Algo-
rithm (WSA), qui est similaire & I'algorithme SNL, a part les pagraes scalaires

ﬁlw"aﬁ’r':

,

Bk

Wk = Wn—1,k + Mn[fm — Z fwn71,iwg_17i]$n$£wn71,k pourk =1,...,r,
i=1 "7

avecO < (1 < ... < B,. SiB; = 1 pour touti, cet algorithme se raméne a l'algo-

rithme SNL.

Il a été démontré par Oja que les seuls points asymptotigoowmlement stables
de I'ODE associée aux algorithmes SGA, GHA et WSA étaientéeteurs propres
+wvy,...,tv,.. D'autre part, nous notons que le premier vectéu«(1) estimé par les
algorithmes SGA et GHA et le vecteur £ k& = 1) estimé par les algorithmes SNL
et WSA coincident avec I'algorithm@onstrained Hebbian learning ruleu célebre
neurone de base introduit par [Oja 82]

T T
Wp1 = Wn—1,1 + tn[Im — wn_1,1wn_1,1]$nl’nwn—1,1-

Cet algorithme coincide avec de trés nombreux algorithese®s selon des approches
empiriques différentes. Par exemple il coincide avec diatgme Direct Adaptive
Subspace Estimatpproposé par Rioet al [Riou 96] pourk = 1 qui s'écrit pour
k=1,...,r:

k—1

2 T T T
Wn k = Wn—1,k + ,U/n[lm - (Im - wn—1,iwn_1,i)wn—1,kwn_17k]xnxnwn—l,ka
i=1

dont les points stationnaires de I'ODE associée sont lesnebles der vecteurs
propres normalisés d&,, mais ces points ne sont asymptotiquement localement
stable pour cet ODE que pour= 1. Pour remédier a cette difficulté, les auteurs
proposent de normaliser & chaque étape les vectgurs
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Curieusement des algorithmes de type minorants peuvelerégat étre générés
pas cette méme approche. Par exemple [Xu 92] introduisit@gbrithme Optimal
Fitting Analyzer(OFA) en modifiant I'algorithme SGA. Cet algorithme s’écrit

T T T T
Wnk = Wp-1k+ fn[lm — TnZp + Wno1 kW pTnTp — Wno1 kWy_q
n
T T
- g Wn—1,iWyy_1 ;TnTy [ Wo—1) POUrk=n—7r+1,...,n
i=k+1

[Oja 92-b] démontra que sous la condition que les valeurprpsosoient distinctes
etquer,_,4+1 <10 > % — 1, 'ODE associée admet comme seuls points
localement asymptotiqueme"nt stable les vecteurs proprgs_,.1,..., vy, Il

est a noter que I'idée de base derriére ce passage d'unthigerde composantes
principales a un algorithme de composantes mineures essiglen connait un
majoranta des valeurs propres dB,, lesr vecteurs propres associées auglus
petites valeurs propres dB, sont lesr vecteurs propres associées awplus
grandes valeurs propres d€,, — R,. Cette idée est a la base de la conception de
nombreux algorithmes d’approximations stochastiques @@posantes mineures
déduits d'approximations stochastiques de composantesgales.

A titre d’exemples d’algorithmes d’approximations stostigues issus d’optimi-
sations de critére$(1/) sous ou sans contraintes, citons ceux basés sudgéent de
Rayleighet ceux basés sur le projecteur orthogonal.

A partir de la notion de quotient de Rayleigh, les optimizadi
maxyry—r, i W; Ryw; [resp. minyryw—; >, wl Ryw;] ont pour so-
lution toute base orthonormée de I'espace vectoriel engquatt les vecteurs propres
associés aux plus grandes [resp. petites] valeurs propres déigeCela entraine
I'algorithme du gradient stochastique suivant [Yang 88] :

W! = Wp_1+pyz,2lW,_1  + pour estimer un espace majorant
[resp.— pour estimer un espace minorant

W, = Orthonormalisation des colonnes de W},

dont les points stationnaires globalement asymptotiqméstables sont constitués en
général de I'ensemble de ces bases orthonormées. Notorifmentes approches
peuvent étre utilisées pour réaliser I'étape d’orthondisation : méthodes exactes
(QR, Gram-Schmidt,....) ou approchées et que dans le casstienation d’'un espace
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majorant, cet algorithme peut étre interprété comme unadgplier de I'algorithme
(3.28)(3.29) issu de la puissance itérée.

A partir de la définition du quotient de Rayleigh
V1 = arg mawauzzl wTwa

et
V; = argmaX||y|2=1,wL{ws,...,w;_1} wTRxw pour i =2,...,7,
[resp.v,, = min TR,w etv; = mi TR
P.Um = wl2=1W" figw €LV; = MINy||2=1,w L {wpn,..., w41} W LW
pouri = m — 1,...,m — r + 1], et en remplagant les contraintes par une para-

meétrisation de Givens.

0
0 0 Q.| ¢
: Q2 Q2 0
wy = Q1 0 ,we = Q1 0 yoe s wp = Q1 1
1 1
0 | 0 ]
L 0 -
ou @; sont les matrices orthogonales suivantes d’ordre ¢ + 1 :
Iy 0 0 0
_ _ 0 —sinf;; cosb;; 0
Qi=Ui1...Uj...Umi avec U;; = 0 cosy,  sinb, 0
0 0 0 In_i

etoud;; € — Z,+3%], I'étape d’orthonormalisation de I'algorithme du gradien
stochastique peut étre supprimée. Dans le but de simpldigotithme ainsi obtenu,
une procédure de déflation a été proposée par [Regalia 9pfelaiére maximisation
[resp. minimisation] est réalisée par un algorithme ctasside gradient stochastique
pour le paramétrd; i,...,60: ,,—1, tandis que les maximisations [resp. minimi-
sations] suivantes sont réalisées grace a des algorithegsadiient stochastique
par rapport aux parametrésy, ..., 0; »_; dans lesquels les parameétres précédents
Oiitn —1),...,0m—1(n — 1) pour!l = 1,...,4% — 1 sont injectés a partir des
i — 1 algorithmes précédents. Cette procédure de déflationfeatn couplage
d’'algorithmes de gradients stochastiques. On aboutit gamithme d’approximation
stochastique dont les points globalement asymptotiquestables sont les vec-
teurs propres dominants, . . . , v,., (resp. minorants,,,_,+1, . . . , ;) [Delmas 98-b].

Considérons maintenant le critt/giV) = E(||lx — WWTz||?) ol W est une
matricemn x r. Sachant qué¥ est un point stationnaire d&(1W) si et seulement
siWW = UQ ou les colonnes de la matriee x r U contiennent vecteurs propres
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arbitraires deR,. et ou(Q est une matricen x m orthogonale arbitraire et que tous
ces points stationnaires sont des points selleg (@) sauf les point§¥ = UQ ou

U = [v1,...,v.], pour lequels/ (W) atteint son minimum global, différents algo-
rithmes d’approximations stochastiques ont été propoaéprpng 95] a partir de la
minimisation de ce critére. De maniére tres classique aréfgogé un algorithme du
gradient stochastique

Wy = Wit 4 pn 2202t — el W W =W W 22l |W,_1, (3.32)

dans lequel le terme entre parenthése est la symétrisatiermie associé de I'algo-

rithme SNL (3.30). L'algorithme (3.30) peut d'ailleurs €wbtenu a partir de (3.32)

en y faisant 'approximatiod,”_,W,,_; = I,. D’aprés ce qui précéde, 'ODE asso-
ciée a cet algorithme admet cette fois-ci comme points dgobant asymptotiquement
stables, les pointd” = UQ ouU = [vy,...,v,], contrairement a I'algorithme SNL

pour lequel ces points n'étaient que localement asymptetitgnt stables.

A partir de ce critére/ (W), [Yang 95] introduisit une approche de type RLS dans
laquelleW,, est solution du minimum du critére classigue moyenne p@&elavec
facteur d’oubli :

n
> B | — W W |
=1
dans laquelle le term@/”z; est approximé pay; = W ,z;, donc connu poui =
1,...,n.Ilenrésulte une fonction de colt modifiée qui est maintegaadratique en
W, a chaque instant :

J(Wn) = Zﬂnilez - WnyiH2a
1=1

d’ou le nomprojection approximative subspace tracki(ffAST) attribué a cet algo-
rithme. La minimisation de ce criteére se ramene alors a ubl@noe classique de
moindre carré récursif avec facteur d’oubli vu a la sectich2 Notons qu’avec cette
approximation les colonnes @&, ne sont plus qu’approximativement orthonormées.
Par conception, cet algorithme ne donne acces qu’a uneaggtimtdu sous espace do-
minant. Si I'on désire une estimation des vecteurs propeesdsous espace, on peut
utiliser la variante PASTd de cet algorithme. Elle consistiéiliser une méthode de dé-
flation, c’est a dire & appliquer I'algorithme PAST pou 1 pour généretv,, ; puis

a réutiliser I'algorithme PAST pour = 1 en remplacant,, parx, — wlynw{nzn
pour la génération de, » et ainsi de suite (cak ((z — viv{ z)(z — vivf 2)T) =

R, — Mvol). Pourp = 1, Il a été démontré dans [Yang 96] que les algorithmes
PAST and PASTd prennent la structure générale (3.8) ayee % et que la solu-
tion de 'ODE associée convergeait respectivement versus sspace dominant ou
vers les vecteurs propres de cet espace dominant (sauf simmsemble de conditions
initiales de mesure nulle).
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Signalons qu’une version modifiée de I'algorithme PASTd & @toposée par
[Sakai 98] pour estimer les vecteurs propres d'un espager@minorant. Il s’agit
simplement de changer un signe devant le gain d’adaptatictiefectuer une
orthonormalisation a chaque étape. Et pBut 1, il a été démontré dans [Sakai 98]
que cet algorithme PASTd modifié prend la structure génégaBy avecu,, = % et
que la solution de 'ODE associée convergeait vers les uestigropres de I'espace
minorant (sauf sur un ensemble de conditions initiales deungenulle).

3.5.2. Etude de convergence

On s’intéresse ici au probléme spécifique de 'étude de laargence dans le
cas d’'algorithmes de sous espaces ou I'ensemble des podateinent ou globale-
ment asymptotiquement stable des ODE associés a ces ligesitest constitué de
I'ensemble des bases orthonormées de I'espace dominapt frenorant] de dimen-
sionr de R, qui constitue ainsi ucontinuumd’attracteurs. Les colonnes @&, ne
convergentpas en général vers les vecteurs prepres. , v, [reSpP.vm—r+1, - - -, Um]
et nous n'avons aucune preuve de convergené€deers une base orthonormée par-
ticuliere de I'espace dominant [resp. minorant] associér poe séquence de gain
vérifiant les conditionstf:1 fn = Fo0o etlim, 1. pun = 0. Par suite, considérer
la distribution asymptotique d#/,, est sans fondement et les résultats résumés a la
section 3.2 ne s'appliquent pas. Pour résoudre cette diffiaune solution ([Delmas
98-c]) est d'étudier le comportement de la trajectoire de

I, =W, wr (3.33)

dont la dynamique pour les algorithmes (3.30) et (3.32) @stroandée par une équa-
tion stochastique de la forme :

O, =T, 1 + pn H(, 1, 2pxl) + p2 K (M, 1, 22l (3.34)

obtenue en combinant (3.30) ou (3.32) avec (3.33). Noustatoms que le champ
H et le terme complémentaitk de cet algorithme ne dépendent quelflg ; et
nonde W,,_;. Cette propriété rend possible I'étude de I'évolutionlfie sans tenir
compte de I'évolution de la matrid&,, sous jacente. Les caractéristiquedfesont
en faittrés pertinentes, car elles caractérisent le sqacesnvariant dominant estimé.
Puisque 'ODE associée a I'algorithme d’approximatiorchtstique (3.34) admet un
unique point globalement asymptotiquement stdble= "\, v;0], (résultat en
particulier déduit de [Baldi 89]) concernant les ODE as&esiaux algorithmes (3.30)
et (3.32)), nos algorithmes stochastiques (3.34) conmepresque sirement velrs
siIl, reste infiniment souvent dans un compact (ce que nous admsttt es résultats
généraux d’approximations gaussiennes de [Benvenisth &7 p.104] peuvent alors
s’appliquer, avec cette fois I'algorithme d’approximatstochastique plus général :

on = 97171 + /LnH(enfl;zn) + HiK(anlyxn)
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assortis de la condition supplémentaire H3 (i), ((Bens&n87, p.220]) K (0, x)
doit étre une fonction uniformément bornée pdérz) appartenant & un compact
fixé. Il a été démontré [Delmas 98-c] que cette derniére ¢mmdest bien vérifiée
par ces algorithmes. Cependant, nous remarquons quenesriaileurs propres de la
dérivéeD;,(6.) du champ moyet de nos algorithmes sont réelles positives, ce qui
ne permet pas I'application directe des résultats de [Baste87, th.2, p.104] pour
ces algorithmes. De plus, le paramétre multidimensiofingui dans notre probleme
est constitué par les termes de la matiigest contraint a étre de ramgalors que
I'équation de Liapounoff (3.19) ne tient pas compte de cadtgrainte.

Pour résoudre ces difficultés, une paramétrisation de ldaaatymétrique réelle
IT,, qui s’appuie sur la propriété suivante [Delmas 98-c] pengt édnsidérée :

SiII est une matricen x m symétrique réelle de rang alors

M=1L+ Y 0;,;(I)A; +O(|T - ILJ|J),
(i.5)€Ax

ouA, = {(i,5) |1 <i<j<meti <r}etou(4;;)iz=1,.mj=1,.m estla
base orthonormée suivante (avec le produit scalaires) = Tr(AT B)) de I'espace
vectoriel sur le corpR des matrices symétriques réetlex m :

T .

Ai,j = { ?}Zgéﬁ-vjvf Z J

vz 1< 7.
Comme ily ag(2m —r+1) paires(i, j) dansA,, ce qui est le nombre de paramétres
libres de la variété constituée par les matriees< m symétriques réelles de rang
r (conf. la paramétrisation de leurs SVD), cette propriététmoque I'ensemble de
matrices{4; ;|(i,j) € A} esten fait une base orthonormée du plan tangent a cette
variété au poiniI.. Par suite les composantes dans la base orthonaAngée la
projection orthogonale de la matri€k, sur le plan tangent a cette variété au pdlnt
sont données p&(11,,) = A’ Vec(Il,,—I1.) avecA = [..., Vec(4; ;),.. ], (i,j) €
A..Dou:
Vec(IT,,) = Vec(IL,) + A0(I1,,) + O(||0(IL,,)||?).

Et si P(0) désigne la matricen x m symétrique réelle de rang unique sur un
voisinage def = 0, telle que AT Vec(P(#) — II.) = 6, alors Vec(P(0)) =
Vec(IL,) + A0 + O(||0||?). Par suite a l'aide de la bijectioR(f) « 6, nous pou-
vons considérer I'équation stochastique décrivant I'étioh def,, issue de (3.34)
décrivant I'évolution dd1,, :

Hn = 971—1 + ,U/n(b(en—lz xn) + /%211/](971—1; xn) (335)

aveco(d,x) = AT Vec(H(P(0), zxT)) ety (0, 2) = AT Vec(G(P(0), zzT)). Apres
avoir vérifié la condition ([Benveniste 87, A3(ii), p.226@r et aprés donné des ex-
pressions analytiques de la dérivieg(6.. ) du champ moyen (dont les valeurs propres
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sont maintenant a parties réelles strictement négatives)la covariance du chanap

de l'algorithme (3.35) (pour des observatiansgaussiennes indépendantes centrées),
I'équation de Liapounoff associé@%) peut étre résolue analytiquement. On obtient
pour les algorithmes (3.30) ou (3.32), I'expression cometun

A\
CH - . Z M(vl X Uj —+ Uj [ Ui)(l)i [ Uj + Uj [ Ui)T. (336)
1<i<r<j<m

Cette méthodologie a été étendue dans [Delmas 98c] :
— aux versions “lissées” des algorithmes étudiés a l'aidaaluwveau paramétre

0, = { ggz; ] avecd(R,) = ATVec(R,) oUA = |...,Vec(Aij),...], (i,)) €
{1,...,m}%

— aux signaux complexes en considérant la base orthonouivéate de I'espace
vectoriel des matrices: x m hermitiennes :

viv t=7

H H
ViV +7jjvi . .
Aij = ) t<J
vivf—vjviH . > .
—L— 9 .
iv2 J

ou I'ensembled,. etremplacé par 'ensemhlé, = {(i,5) |1 <i<roul <j <r}
qui contient maintenant2m — r) paires(i, j).

—a des observations, corrélées dérivées du modele de corrélation spécifique
r, = [z(n),z(n—1),...,z(n —m+1)]T avecz(n) processus ARMA stationnaire.

Notons que I'expression de la matrice de covariance (3.B6mue pour les deux
algorithmes adaptatifs considérés est trés voisine de obllenue dans les mémes
conditions par maximum de vraisemblance block issue. .., z,). Ce résultat
provient de la propriété d'invariance de I'estimateur dwmaum de vraisemblance.
Il est démontré dans [Delmas 98d] que I'estimateur du mawirdea vraisemblance de
11, coincide avec la matricH,, = W,,W,I’ ol W,, est solution de la minimisation du
critere de [Yang 95] :

1 n
= ok = WW |
n
k=1
et que la solutiorl¥,, de cette minimisation est solution de>_;_, H'(W,z)) = 0

(ou H' est le champ de I'algorithme de Yang (3.32)) et que par dijtest solution

de % Sor_, HIIL,z,2T) = 0. Enfin, en appliquant des résultats classiques sur les
M-estimateurs [Bickel 93, th.1, p.312], il s’en déduit la e de covarianc€ de

la loi asymptotique déI,,.

i\
Cn= ) ﬁ(“i@MﬂL%@%)(%@w +oj @v;)T.
1<i<r<j<n * " J
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De plus remarquons que par continuité, le comportementidgotte quelle fonction
différentiable dell,, peut étre obtenu. On peut ainsi déduire les lois asymptesiqu
des DOAJ,. estimées par I'algorithme MUSIC standard et comparer |esicea de
covariance de ces lois asymptotiques a celles obtenuegieratsn batch. La aussi
ces expressions sont trés voisines et peuvent étre intéegré\insi par exemple dans
le cas d’une seule source, on obtient [Delmas 98d] resppentnt a partir des estimées
dell,, issues des algorithmes adaptatifs non lissés et du maxinewraisemblance
bloc:

2 1 1 11 1 1
M9 1+ varfy ~ ——(1 4+ ——)—

varfy ~ [ —)—
mp1’ p1 n aj mp1 pP1

20&1
oum, p; eta; désignent respectivement le nombre de capteurs, le rapigodl a
bruit et un facteur géométrique qui ne dépend que de la steidti réseau de capteurs.

2
Ainsi le termes respectif§Z7L et 1 des algorithmes adaptatitifs et batch jouent le
méme réle.

3.6. Conclusion

En résumé, les différents points rencontrés dans I'étudie afgorithme adaptatif
sont :

— I'étude de la convergence,

— I'évaluation de la vitesse asymptotique de convergence,

— la poursuite des non-stationnarités,

— la distinction entre algorithmes a gain décroissantesitd 'identification de

parametres fixes, et algorithmes a gain constant, indigpégsa la poursuite de non-
stationnarités.

Ces différents points se retrouvent dans tous les probldessmation adaptative.
L'étude des estimateurs de moyenne a permis de découvprilegpaux comporte-
ments caractéristiques des algorithmes adaptatifs dtatinire la notion d’hypermo-
déle. Les résultats généraux présentés permettent ld dalsyparameétres optimaux
d’un algorithme adaptatif et de 'EQM asymptotique cor@sgante.

3.7. Bibliographie

ANDERSON et JOHNSON, 1982Exponential convergence of adaptive identifica-
tion and control algorithms"Automatica vol.18.

ASTROM et SODERSTROM, 1974Uniqueness of the maximum likelihood esti-
mates of the parameters of an ARMA modifEE Trans. AC-19 6.

BALDI et HORNIK, 1989, "Neural networks and principal component analysis :



144  Filtrage adaptatif

Learning from examples without local minimaNeural Networks, 1989.
BENVENISTE et al., 1980;Robust identification of a hon-minimum phase system :
blind adjustment of a linear equalizer in data communicasit IEEE Trans. AC-25,
n°3.

BENVENISTE, METIVIER, PRIOURET, 1987, Algorithmes adatifs et Approxi-
mations stochastiques, Masson, Paris.

BERSHAD et al., 1980;Tracking characteristics of the LMS ALE to a linear chirp
signal in noise; IEEE Trans ASSP-28, 1980.

BERSHAD et MACCHI, 1989 Comparison of RLS and LMS for tracking of a chir-
ped signal, Proc. ICASSP Glasgow, 1989.

BICKEL et al., 1993, Efficient and adaptive estimation fomggarametric models,
Johns Hopkins series in Math. Sciences.

BILLINGSLEY, 1968, Convergence of Probability Measures|éy New York.
DELMAS et ALBERGE, 1998-a,'Asymptotic performance analysis of subspace
adaptive algorithms introduced in the neural network keme”, IEEE Trans. on Si-
gnal Processing, vol. 46, 1998.

DELMAS, 1998-b,"Performance analysis of a Givens parameterized adaptive e
genspace algorithm} Signal Processing (Elsevier),vol. 68, 1998.

DELMAS et CARDOSO, 1998-¢Asymptotic distributions associated to Oja’s lear-
ning equation for Neural Networks'lEEE Trans. on Neural Networks, vol. 9, 1998.
DELMAS et CARDOSO, 1998-d,Performance analysis of an adaptive algorithm
for tracking dominant subspacdEEE Trans. on Signal Processing, vol.46, 1998.
DUFLO, 1990, Méthodes récursives aléatoires, Massons Pari

FORT et PAGES, 1996'Convergence of stochastic algorithms : from the Kushner
and Clark theorem to the Lyapunov functional metho&dv. in Applied Proba., no.
28, 1996.

KUSHNER et YIN, 1997, Stochastic Approximation Algorithraad Applications,
Springer.

LA SALLE et LEFSCHETZ, 1961, Stability by Liapunov's diregtethod, Academic
Press, New York.

LIAPOUNOFF, 1907, Probléme général de la stabilité du moesat, réédition Edi-
tions Jacques Gabay, Paris, 1989.

LJUNG, 1975,"Counterexamples to general convergence of a commonlyresed
sive identification methodEEE Trans. AC-20.

LJUNG et SODERSTROM, 1983, Theory and Practice of Recursieatification,
MIT Press, Cambridge.

MACCHI et BELLANGER, 1987,'Le point sur le filtrage adaptatif transverseCol-
loque GRETSI, 1987.

MACCHI et al. , 1989;'Comparaison des algorithmes adaptatifs pour la poursdée
non-stationnarités"Numéro spécial de Traitement du Signal, vol.8,n1989.
MACCHI et BERSHAD, 1991'Adaptive recovery of a Chirped sinusoid in Noise"
IEEE Trans. on Signal Processing, vol.393n

MICHAUT, 1992, Méthodes Adaptatives pour le Signal, Herni&xis.



Algorithmes adaptatifs : méthodes générales 145

0OJA, 1982A simplified neuron model as a principal components analyzé. Math.
Biol., vol. 15, 1982.

OJA 1985,"0On stochastic approximation of the eigenvectors and eigkres o f the
expectation of a random matrixJournal of mathematical analysis and applications,
vol. 106, 1985.

OJA, OGAWA WANGVIWATTANA, 1992-a,Principal component analysis by ho-
mogeneous neural networks, Part | : The weighted subspategion”, IEICE Trans.
Inform. and Syst., vol.E75-D, 1992.

0JA, 1992-b!Principal components, minor components and linear neoedorks’,
Neural Networks, vol. 5, 1992.

REGALIA, 1990, An adaptive unit norm filter with applications to signal apsis
and Karhunen Loéve tranformations1EEE Trans. on Circuits and Systems, vol. 37,
1990.

RIOU, CHONAVEL, COCHET, 1996,Adaptive subspace estimation - Application
to moving sources localization and blind channel identtfma’ , Proc. ICASSP At-
lanta, GA, 1996.

RUTISHAUSER, 1969 Computational aspects of F.L.Bauer’s simultaneous iiera
method”, Numer. Math. vol. 13.

SAKAI et SHIMIZU, 1998,A new adaptive algorithm for minor component analysis”
, Signal Processing (Elsevier),vol. 71, 1998.

SHYNK, 1989,"Adaptive IIR Filtering', IEEE ASSP Magazine, 1989.
SODERSTROM, 1975;0n the uniqueness of maximum likelihood identificatjon"
Automatica vol. 11.

SOLO, 1979, The convergence of AMLIEEE Trans.-AC24 p958.

SOLO et KONG, 1995, Adaptive Signal Processing Algorith8tability and perfor-
mance, Prentice Hall.

WILLIAMS, 1985, "Feature discovery through error-correcting learninghst. Cog-
nitive Sci., Univ. California, San Diego, Tech. Rep. 850984%.

XU, OJA, SUEN, 1992,"Modified Hebbian learning for curve and surface fitting”
Neural Networks, vol. 5, no.3, 1992.

YAN, HELMKE, MOORE 1994,"Global analysis of Oja’s flow for neural networks”
IEEE Trans. on Neural Networks, vol. 5, no. 5, September 1994

YANG, KAVEH, 1988, "Adaptive eigenspace algorithms for direction or frequenc
estimation and tracking”IEEE Trans. on ASSP, vol. 36, no. 2, February 1988.
YANG, 1995,"Projection approximation subspace trackingEEE, Trans. on Signal
Processing, vol. 43, no. 1, Jan. 1995.

YANG, 1996,"Asymptotic convergence analysis of the projection apipration sub-
space tracking algorithms; Signal Processing (Elsevier), vol. 50, 1996.



Chapitre 4

Algorithmes rapides, vitesse et stabilité
numerique

4.1. Introduction et notations

Nous avons vu au chapitre 2 les nombreux avantages de litio@ des Moindres
carrés récursifs RLS pour la réalisation du filtrage optideWiener. Une des diffi-
cultés auxquelles on se heurte pour sa mise en ceuvre surglEaapns temps-réel
est lacomplexité de calcidn O(M?), qui devient insurmontable dés que la taille
des filtres a estimer est élevée. Le but Aégorithmes rapidegst de résoudre cette
difficulté. Notre but est de réaliser le méme travail d’opsation que I'algorithme des
Moindres carrés récursifs RLS, mais en réduisant la contplde calcul par itération
aunO(M) (donc comparable & celle du LMS). La structure & optimisetoegours
ici le filtrage de Wiener optimal (voir Figure 1.4 au Chapitje

L'idée de base est de se débarrasser des opérations de rigendajricielles du
RLS, responsables de la complexité Gjiven exploitant la structure de Toeplitz de
la matrice de covariancRk : elle permet, par I'algorithme de Levinson, de résoudre
les équations normales &n()?) opérations au lieu d&(M3) pour une matrice
guelconque. La difficulté a résoudre vient de ce qu’on tikvii directement sur les
données, et donc sur des matrices de covariance estiag¢esii n’ont pas strictement
la structure Toeplitz d& : elles ont cependant des propriétés d’invariance par déeal
qui en font des matrices "proches de Toeplitz". Trois apipescseront traitées pour
cette inversion rapide : elles différent par le mode de swation du filtre adaptatif
et les jeux de parametres utilisés pour représenter la gaativerse. Equivalentes

Chapitre rédigé par MauriceEBLANGER.
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mathématiquement et en complexité de calcul, ces méthadates comportements
différents par rapport a la stabilité numérique des algorés.

4.2. Filtres transverses rapides

Les techniques de moindres carrés nécessitent I'invedsda matrice d’autocor-
rélation (AC) du signal d’entrée. Cette matrice AC inverseoemplétement détermi-
née par les coefficients de prédiction et la puissance deliede prédiction. Il en
est de méme pour I'estimation en temps réel de la matriceesjudéterminée par les
estimations des coefficients de prédiction avant et argéde I'énergie de I'erreur.
Dans ces conditions, tous les éléments nécessaires aumdgeel de moindres car-
rés récursives sont contenus dans ces parametres, quinpéireecalculés et mis a
jour. Les algorithmes transversaux rapides réaliseng ¢etiction efficacement pour
les filtres RIF (& réponse impulsionnelle finie) en structlirecte.

4.2.1. Equations de récurrence du filtre d’ordrd/

Le filtre adaptatif RIF d’ordré/ est défini par :
en+1)=yn+1)—-0(n)X(n+1) (4.1)

ou les vecteurd(n) des coefficients du filtre eX (n)des données d’entrée les plus
récentes comportedt’ éléments. L'entrée(n), la référence(n)et I'erreur de sortie
e(n)sont des scalaires.

La fonction codt, définie comme I'énergie de I'erreur et décst :

n

En(n) =Y A" [y(p) — 6" (n)X (p))? (4.2)

p=1
conduit, par annulation des dérivées, a la solution suévant
0(n) = Ry} (n)rye(n) (4.3)

avec .
Ryu(n) =Y _N"PX(P)X'p) ;  re) =) NPy@pX(p)  (4.4)

En séparant le dernier terme dans les sommes, on peut faaeadise une relation de
récurrence sur la matrice d’autocorrélation et le vectéuatatcorrélation qui, com-
binées a la relation (4.3) de définition des coefficients drefilonnent la relation de
récurrence suivante sur les coefficients :

O(n+1)=0(n)+ Ry (n+1)X(n+1) [y(n+1) — X' (n+1)0(n)]  (4.5)
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Pour étre complet, il faut noter que I'on peut mettre en éwvigeune autre relation de
récurrence sur les coefficients. En effet, au temps n + 1 flaitién des coefficients
donne:

ARM(n) + X(n+ )X (n+1)]0(n+1) = Arye(n) + y(n+ 1) X (n+1) (4.6)
ce qui, apres quelques manipulations, conduit a :
On+1)=0(n)+ A 'Ry (n)X(n+1) [y(n+1)— 0" (n+1)0(n+1)] (4.7)

Dans ces expressions, la matriBg;' (n + 1)peut étre mise & jour par récurrence
grace au lemme d’inversion, extension matricielle d’'urenttté algébrique classique
[Giordano 89].

Etant donné quatre matrices vérifiant I'équation :
A=B+CDC" (4.8)
Linverse de la matriced s’écrit :
A7l = B'-pTlc[c'BT'C+ D7 !B (4.9)
En fait, la matriced~! peut prendre différentes formes, qui se déduisent de Kiden
[B-UDV|™' = [Iy - B'UDV] B! (4.10)
ou B est une matrice supposée non singuliére, par le développemesérie suivant :

(In — B~'UDV) ™' B~' = [Iyy + B-'UDV + (B"'UDV)? +..] B!
(4.11)
La convergence de cette série est assurée si les valeurepgi B-UDV) sont,
en valeur absolue, inférieures a I'unité. L'équation (4.4t un lemme d’inversion
généralisée [Tylarski 86]. Par exemple, en regroupant sbemmant tous les termes
de la série, sauf le premier, il vient :

(B—UDV) ™' = Iy + B"'U[Iy — DVB~'U|"'DVB~! (4.12)
ce qui est une autre forme de l'inverse.

Ce lemme s’applique au calcul dé;} de telle sorte qu’il n’est plus besoin de
faire d’inversion de matrice, mais juste une division parsagalaire. Considérant la
récurrence :

Ry(n+1) = ARy (n) + X(n+ D)X (n +1) (4.13)

on choisit :
B=MARpy(n); C=X(n+1); D =1
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et 'équation (4.9) donne :

, 1] Ry} (n)X (n+1)Xn+1)R;} (n)
Ryf(n+1) =< |Ry (n) — =4 M 4.14
ar (L) =y B ) = e X s DA ()X (n + 1) (4149
Il est commode de définir le gain d’adaptati@(n) par :
G(n) = Ry} (n)X (n) (4.15)
ce qui, en reportant dans (4.14), et apres simplificationndo
1
Gn+1)= Ry (n)X 1 4.16
Alors, I'expression (4.14) et la récurrence (4.5) se réeéat:
1
Ryf(n+1)= 3 [Ryf(n) — G(n+1)X'(n+ 1)Ry, (n)] (4.17)
et:
O(n+1)=0(n)+Gn+1)[y(n+1)— X"(n+1)0(n)] (4.18)

Les trois équations (4.16), (4.17) et (4.18) constituer @Thnique récursive pour
mettre a jour les coefficients du filtre sans inversion deic®tic’est I'algorithme RLS
aoubli), déjavu et étudié au Chapitre 2 (voir section 2.2.2) . Bidpmaiu, une valeur
initiale non nuIIeR]‘Ml(O) est nécessaire au départ; ce point est repris ultérieutemen

Avec cette technique, le hombre d’opérations arithmésagest proportionnel a
M?, a cause des multiplications de matrice. En fait, on peuébamtasser compléte-
ment des matrices et rendre la complexité proportionnélleseulement, en considé-
rantRs(n) comme I'estimation en temps réel de la matrice AC du sigrethlée et
en exploitant le fait que son inverse peut étre représertéle pparametres de prédic-
tion. Avant d'introduire les algorithmes rapides, il espoptun de mettre en évidence
plusieurs relations fondamentales entre les variableswésdres carrés.

4.2.2. Relations entre les variables des Moindres carrés

Dans la technique des moindres carrés récursifs, I'inearde matrice est évitée
par I'introduction d’un scalaire. Soit(n + 1)la quantité :

A

P(n+1) = )\+Xt(n+1)RJT41(n)X(n+1)

(4.19)

On vérifie directement avec (4.14) que cette quantité $’@assi :

Y(n+1)=1-X'n+ 1Ry (n+1)X(n+1) (4.20)
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Le scalaire qui apparait dans cette expressjom) défini par :
7(n) = X' (n) Ry (n) X (n) (4.21)
a une interprétation particuliere en traitement du sighalécrit
y(n) =bT[A+ bbb avech = X(n)et A= ARy (n—1)
et en réinjectant le Lemme d’inversion matricielle (2.3a)abtient

(m) = bTA~1p
T = T T A1

Il en résulte par positivité de la matrick les bornes de la variablgn) :
0<vy(n) <1 (4.22)

Quand on considere le terme qui figure en exposant dans laté@rinte de I'en-
semble de M variables gaussiennes de moyenne nulle, onqaegue sa forme est
semblable &(n), qui, dans ces conditions, peut étre interprété comme sionat®n

au temps n. D’ou I'appellation de variable de vraisemblata@née & (n) en théorie

de I'estimation [Kalouptsidis 93]. En faity(n) est une mesure de la vraisemblance
pour que les M données d’entrées les plus récentes proviediug processus Gaus-
sien dont la matrice ACR,,(n), a été déterminée en utilisant toutes les observations
passées disponibles. Une valeur faibley@e) indique que les données récentes sont
vraisemblablement des échantillons d’'un signal Gauss@s gu’une valeur proche
de l'unité traduit des observations inattendues ; dansieateas, le vecteuk (n+1)

se trouve en dehors du sous-espace signal estimé, ce quiitpedtl & des variations
dans le temps de la statistique du signal, par exemple. Paéqoenty(n) peut étre
utilisé pour détecter les changements dans la statistigusgaal. A noter que, si le
gain d’adaptatiori=(n) est disponible, on obtient immédiatemeit) par :

y(n) = X*(n)G(n) (4.23)

D’aprés leur définition)(n) ety (n) ont les mémes propriétés. Celles qui sont utiles
pour les moindres carrés sont présentées ci-apres.

En multipliant & droite les deux membres de (4.13) Bg/ (n), il vient :
Ru(n+ 1Ry H(n) = My + X(n+ DX (n+ 1Ry} (n) (4.24)
Avec l'identité :
det [Ty +ViVy] =14 V{Va (4.25)
ouV; etVasont des vecteurs & M éléments, et la définitiory@e), on obtient :

M det RM(TL)

¥(n+1) det Rpr(n+1)

(4.26)
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En raison de la définition d&,,(n) et de sa positivité, et en faisant appel a la récur-
rence (4.13), on vérifie qug(n) est borné par :

0<y(n)<1 (4.27)

ce qui, par une autre voie, confirme I'inégalité (4.22). €lasrésultat fondamental,
qui peut étre exploité pour vérifier que, dans la mise en cedwsealgorithmes, les
conditions des moindres carrés sont bien respectées.

Ensuite, on peut montrer que la variagle:) possede, en réalité, une signification
physique simple.

La technique des moindres carrés récursifs, appliquéeradigtion linéaire avant,
est basée sur la fonction codt :

Ea(n) = A" Pla(p) — A'(n)X (p — 1))? (4.28)

qui est I'énergie de I'erreur de prédiction avant. Le vectirs coefficients est donné
par:

A(n) = Ry (n = 1)rf(n) (4.29)
avec . n
i) =Y N"Pa(p)X(p—1) (4.30)
p=1

Il faut bien noter que l'indice— 1 ci-dessus est caractéristique de la prédiction linéaire
avant. La mise a jour des coefficients se fait par :

An+1) = A(n) + G(n)eq(n+1) (4.31)

ou:
ea(n+1)=z(n+1) — A'(n) X (n) (4.32)

est I'erreur de prédiction avaatpriori.

Ce sont les coefficients mis a jour qui sont utilisés poundald’erreur de prédic-
tion a posteriori :

can+1)=z(n+1)— A'(n+1)X(n) (4.33)
Avec larelation (4.31), il vient :

ean+1) = eq(n+1) [1 - G*(n)X (n)] (4.34)
et de la définition (4.20) il résulte que :

_ga(n+1)
P(n) = 7611(” ) (4.35)
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c’est-a-dire quep(n) est simplement le rapport des erreurs de prédiction avant au
temps suivant.

Un résultat similaire est obtenu avec la prédiction arrieagfonction colt dans ce
cas se définit par :

Ey(n) = >N [a(p = M) = B'(n)X(p)]” (4.36)
p=1
Le vecteur des coefficients de prédiction arriére est doané p
B(n) = Ry (n)riy(n) (4.37)
avec : .
rhe(n) =Y A" Pa(p — M)X(p) (4.38)
p=1
La mise a jour se fait par :
B(n+1)=B(n)+G(n+ ley(n +1) (4.39)
avec :
es(n+1)=z(n+1—-M)—B'(n)X(n+1) (4.40)

L'erreur de prédictiora posterioriarriere est donnée par :
es(n+1)=x(n+1—-M)—B'(n+1)X(n+1) (4.41)
En reportant (4.39) dans (4.41), il vient :

ep(n+1)

LA R ey

(4.42)

ce qui montre que (n) est le rapport des erreurs de prédiction arriere de mémesindi

Plus généralement que la prédiction, le méme résultat preutérifié directement
pour tout filtre adaptatif, basé sur le critere des moindaeses, c’est-a-dire :
e(n+1)

vint1) = e(n+1)

(4.43)

A noter encore que ce résultat peut fournir une autre démaiist de I'inégalité
(4.27).

En effet, I'énergie de I'erreur, donnée par (4.2), s’éanitemps n+1 ;

Ey(n+1) =23 XP [y(p) — 0'(n + DX (p)]  +eX(n+1)  (4.44)
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Soit la fonctionE’; (n + 1)telle que :
Eﬂn+n:Aﬁivﬂﬂmm—ﬂ%mx@ﬂ?+&m+1) (4.45)
p=1
Par définition, on a :
E\(n+1) = Ey(n+1) ; EM(n—l—l)—EQ(n—i—l) > E}w(n—i—l)—eQ(n—l—l) (4.46)

et par conséquent :
e2(n+1) > e%(n+1) (4.47)

Lerreura posterioriest inférieure ou égale a I'erreampriori.

Atitre d'illustration, on peut calculep(n) pour des signaux simples. Par exemple,
si M = 2 et siz(n) est un signal sinusoidal, par application directe de la di&fin on
trouve & I'état stationnaire :

Y(n)=1-21-X)=2x-1 (4.48)

ce résultat se généralise & M quelconque quand la fréquenieesithusoide satisfait
les relationsr/M < w <7 —w/M.

Et pour un bruit blanc :
E[h(n)] ~1—M(1-\) (4.49)

L'énergie d’erreur de prédiction avant se calcule par némge. En reportant (4.29)
dans I'expression d&, (n + 1), il vient :

n+1
Bo(n+1) =Y A"F17Pa(p) — A'(n + 1)rf,(n + 1) (4.50)

p=1

Les relations de récurrence pour A (n+1)&t(n + 1), en liaison avec les définitions
du gain d’adaptation et des coefficients de prédiction, dafrapres simplification :

E,(n+1)=XE,(n) +ea(n+1es(n+1) (4.51)
et, de méme pour la prédiction arriére :
Ey(n+1) = AEp(n) + ep(n+ 1ep(n + 1) (4.52)

Ces calculs apparaissent directement dans les algorittien@®indres carrés rapides
(MCR).
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4.2.3. Algorithme MCR basé sur les erreura priori

Dans la technique des moindres carrés récursifs le gaimptation est mis a jour
avec l'inverse de la matrice AC. On va maintenant utilisedaramétres de prédiction
[Falconer 78].

Soit la matrice AC d’ordre M + 1 au temps n+Ry,11(n + 1). On peut vérifier,

en reprenant la définition, gu’elle peut étre partitionnéeddux maniéres, avec les
équations de prédiction avant et arriere, a savoir :

n+1 :
> AP (p) [y (n+ 1))

Ryvi(n+1)=| ;=
4.53
M+l Raln) (459
et:
Ry(n+1)  ri(n+1)
_ n+1
Ryii(n+1) = [Tﬁj(n + 1)}‘5 3 )\n+1fpx2(P — M) (4.54)
p=1

L'objectif est de trouver le gain au temps n€i(n + 1), connaissant le gain au temps
n. La définition générale du gain donne :

Ruy(n+1)G(n+1)=X(n+1) (4.55)

Comme la matrice ACR,(n), apparait dans la décomposition (4.53), on calcule :

. 0 _ [ [y (n+ 1)) G(n)
Raryi(n+1) [ G(n) ] [ XA&) (4.56)

Avec les définitions du gain et des coefficients de prédiciant, on a :
[r3;(n+1)]" G(n) = A'(n+ 1)X (n) (4.57)
Introduisant I'erreur de prédicticm posteriorj il vient :

Ryrsr(n+1) [ g(n) ] — Xi(n+1)— [ E“(”+ 1) } (4.58)

ou X, (n + 1) est le vecteur des/ +1 données d’entrée les plus récentes. De méme,
le partitionnement (4.54) conduit a :

[ X(n+1)

= [ [ (n+1)] Gn+1) } (4.59)

Ragor(n+1) [ G(n+1) ]

0
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Avec des définitions du gain et des coefficients de prédieticare, il vient :

[P(n+1)] Gn+1) = B'(n+1)X(n+1) (4.60)
et:
Ry (n+1) [ g(n+1) } =Xi(n+1) - { gb(n+1) } (4.61)

Or le gain d’adaptation a I'ordr&/+1, notéG; (n + 1), est défini par :
RM_,_l(n—i—l)Gl(n—i— 1) = Xl(n—l—l) (462)

ce qui fait que I'équation (4.58) se réécrit :

Rare1(n+1) [Gl(n+ 1) — { OG(n) ” — [ ga(”‘L 1) } (4.63)
Quant a I'équation (4.61), elle devient :
Rara(n+1) [Gl(”“) { oG(nH) H = [ gb(n+1) } (4.64)

Ensuite, les équations matricielles de la prédiction stilisées pour calcule; (n +
1) a partir deG(n), puisG(n + 1) a partir deG1(n + 1).

L'équation matricielle de la prédiction avant, qui résulteregroupementde (4.29)
et (4.50), s'écrit :

Rarsi(n +1) { 1_A(n+1) ] _ { f‘l(”“) ] (4 .69)

En égalant les facteurs dans les relations (4.63) et (4do@3)btient :

Gi(n+1) = [ g(n) ] +% [ 1—A(n—|—1) } (4.65)

De méme, avec I'équation de prédiction arriére :

Ryrpr(n+1) [ IB(n+ 1) ] = [ OEb(n+ 3 } (4.66)

et, en égalant les facteurs dans (4.66) et (4.64), on obtient

(4.67)

Gr(n+1) = { G(n+1) } ep(n+1) [ —B(n+1) ]

0 Ey(n+1) [ 1
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En réalité, le facteur scalaire du membre de droite de ceftatéon n'a pas a étre
calculé, car il est déja disponible. Soit la partition dugai’'ordre M+ 1 :

(4.68)

Ci(n+1) = { n]\f((:if)) }

ou le vecteudM (n + 1) possédé\f éléments. Le scalaira(n + 1) intervient dans la
derniere ligne de I'équation (4.67), qui S'écrit :

ep(n+1)
1)=—2"" -7 4.69
min+1) = 2o (4.69)
Le gain d’adaptation &/ éléments est mis a jour par :
Gn+1)=Mn+1)+mn+1)B(n+1) (4.70)

Mais il faut connaitre le gain mis a jour pour calculg(n + 1). En fait, on dispose
de deux équations a deux inconnues et, en reportant I'éjudé mise a jour des
coefficients de prédiction arriére (4.39) dans (4.70), dieable gain en fonction de
guantités disponibles :

1

G(n +1)= I—mn+1)ey(n +1)

[M(n+1)+m(n+1)B(n)] (4.71)
Si, par contre, on reporte I'équation (4.70) dans I'équatie mise a jour des coeffi-
cients et que I'on calcul&(n + 1) en premier, alors on obtient :

1
1—m(n+1ey(n+1)

B(n+1) = [B(n)+ M(n+ Dey(n+1)]  (4.72)

Un nouveau scalaire apparait dans ces équations. Commd tofgours se méfier
des diviseurs dans les algorithmes, il est important desaogignification physique et

d’'évaluer sa gamme d’amplitude. En combinant (4.69) et ksenaijour de I'énergie
(4.52), il vient :

_, e+ De(n+1)  AEy(n)
1-mn+1en+1)=1 IACESY =il (4.73)

c'est-a-dire que ce diviseur est le rapport de deux valeomsécutives de I'énergie
d’erreur de prédiction arriere et il a pour domaine :

0<1—mn+1e(n+1)<1 (4.74)

Bien entendu, au fur et a mesure que le temps passe, il s@ppde I'unité, d’autant
plus que I'erreur de prédiction est faible. Au passage, onh@enarquer que I'équation
(4.73) peut fournir une autre maniere de mettre a jour I'gieete prédiction arriére.
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Egalement, il peut étre intéressant, par exemple pour édaldes algorithmes ap-
prochés mais simplifiés, de faire apparaitre la relatioreashtux valeurs successives
des éléments du vecteur gain :

g1(n+1) 0 B(n+1)
: g91(n)
: = +m(n+1)
g (n+1)
0 gm () - (4.75)
-1
ga(n +
+ E,(n+
An+1)

Globalement, un algorithme rapide a été obtenu et 'eneima@émt des opérations est
donné dans le [Tableau 4. ICR1).

Algorithme MCR1 & oubli A
Mémoire du filtre & I'instant n
Etat du filtre :0(n)
Prédicteurs Avant et ArriereA(n), B(n)
Vecteur d'obervation X (n)
Gain d’adaptation G(n)
Résidu de prédiction avantz, (n)
Nouvelles données a l'instant + 1
Signal d’entréex(n + 1) ; Référence y(n + 1)
Calcul du Gain d’ adaptation

€a(n+ 1) = z(n+1) — A'(n) X(n)
A(n+1) = A(n) + G(n)ea(n + 1)
Ea(n+ ) =a(n+1) - A'(n+1)X(n)
Ea(n+1) = ABa(n) + ea(n + 1)ea(n +1)
0 1 M(n+1)
Gi(n+1) = + 2?(2111)) ] — [
G(n —A(n+1) m(n+1)
es(n+ 1) =xz(n+1-M)—-B'n)X(n+1)

Jr
B(n+1) =B(n)+ G(n+ 1)ep(n+ 1)
Filtre adaptatif
e(n+1)=yn+1) -0 (n)X(n+1)
O(n+1)=0(n)+G(n+1e(n+1)

Tableau 4.1.Algorithme rapide basé sur les erreurs a priori
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L'initialisation conforme aux moindres carrés est obteang@renant A (n) = B(n)
=G(n) =0 et E (0) = K, constante de faible valeur, étudiée par la suite.

Pour le bilan des opérations, la mise a jour du gain d’adaptatécessite 8 M
+ 4 multiplications et deux divisions, sous la forme de cllalinverses; dans la
partie filtrage, il faut 2 M multiplications. Pour stockesleoefficients et les variables
internes, il faut environ 6 M mémoires. A I'évidence, la rétion du volume de calculs
par rapport aux algorithmes de moindres carrés récursifsagsidérable dés que
I'ordre dépasse quelques unités. Cependant, il est enossiyte de gagner un peu.

L'algorithme ci-dessus repose principalement les erraupsiori. Par exemple,
I'erreur arriérea posteriorin’est pas calculée ; en exploitant toutes les erreurs de pré-
diction, un algorithme plus efficace et mieux équilibré dsteau [Carayannis 83,
Cioffi 84].

4.2.4. Algorithme MCR basé sur I'ensemble des erreurs de prédiatio

L'algorithme précédent repose sur la relation de récueéd). On peut élaborer
un algorithme similaire avec la relation de récurrence @yél7) qui conduit a une
autre définition du vecteur gain d’adaptation a M éléments :

Ry(n)G'(n+1)=X(n+1) (4.76)

A cause du term&,,(n) dansG’(n + 1), on peut I'appeler gaia priori, par opposi-
tion au gaire posterioriG(n + 1). De méme a I'ordré// + 1 :

RM+1(n)G’1 (’I’L + 1) =X; (n + 1) (477)

En exploitant les deux partitionnements (4.53) et (4.54)admatrice AC estimée
Rpr+1(n) comme précédemment, il vient :

R]LI+1(TL) [ 0G’(’ﬂ+ 1) ] :Xl(n—i— 1) — |: Sb(n+ 1) :| (478)
et:
Rarqa(n) { OG/(n) } =Xi(n+1) - [ ga(n—i— Y } (4.79)
En reportant dans (4.78) la définition du gain (4.82), il vien
Ry+1(n) [Gll(nJrl) _ [ g”(TL-i-l) }] — |: (e)b(n—f— 1) } (4.80)

Lidentification avec I'équation de la prédiction arrier®.§6) donne une premiere
expression du gain a l'ord/ + 1 :

G'(n+1) } L eln+1) [ ~B(n) }

Gi(n+1)= [
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De méme, avec (4.79) et (4.77) on obtient :

0 a(n+1
Rars1(n) [G’l(nJrl) - [ P H _ [ ¢ (n+1) } (4.82)
Lidentification avec I'’équation de la prédiction avant derune autre expression du
gain :
/ _|0 ca(n +1) [1
Gi(n+1)= { G (n) } + Ealn) _A(n) (4.83)

La technique pour calcule®’(n + 1) consiste alors a calcul&¥; (n + 1) avec les
parameétres de la prédiction avant par (4.83) et, ensuitijseu(4.81).

Une fois le gainG’(n) mis & jour, il peut servir pour calculer les coefficients du
filtre, & I'aide de la relation de mise a jour des coefficiedtg), qui devient :

On+1)=0(n)+A'G'(n+1) [y(n+1) — X' (n+ 1)0(n +1)] (4.84)
Il faut calculer I'erreura posteriori :
en+1)=yn+1)—X"(n+1)0(n+1) (4.85)

avec les éléments disponibles. C’est alors qu’'on peut &ppel a la variable)(n)
définie par (4.19) et qui est le rapport des erreupsiori eta posteriori Il vient :

_ A
Y(n+1)

et c’est la variablex(n + 1) qui est calculée dans I'algorithme.

A+ X' (n+1)G (n+1) = =a(n+1) (4.86)

En reprenant I'équation (4.43), c’est a dire(n + 1) = ¢(n + 1)e(n + 1), les
coefficients sont mis a jour par :

e(n+1)

H(n—i— 1) = 9(71) + m

G'(n+1) (4.87)
A noter que les deux gains d’adaptation sont reliés par lisea(n + 1)et que le
gaina priori peut étre défini par :

G'(n+1)=[A+X'(n+ DRy} (M)X(n+1)]Gn+1)=an+1)G(n+1)
(4.88)
La variablea(n + 1) se calcule par sa définition. Cependant une technique réeurs
peut étre élaborée, comme pour le gain. La variable cornekpud a I'ordre M+1,
ay(n + 1), est définie par :

ar(n+1) = A+ X! (n+1)G(n+1) (4.89)
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Les deux expressions du gain (4.81) et (4.83) donnent :

e2(n+1)
Eq(n)

ep(n+1)

ar(n+1)=aln)+ oAC)

=a(n+1)+ (4.90)

ce qui constitue une relation de récurrence pour + 1) et aussi poutp(n + 1).

Comme la variablex(n + 1) est disponible, on peut I'utiliser pour calculer les
erreursa posteriorie,(n 4+ 1)etey(n + 1) avec une seule multiplication, au lieu de
Met autant d’additions pour les définitions.

L'erreur de prédiction arriéra priori peut étre obtenue directement, par le parti-
tionnement du vecteur gain® + 1 dimension :

, | M(n+1)
Gi(n+1) = { m'(n + 1) (4.91)
La derniere ligne de I'équation matricielle (4.81) donne :
+1)
nt1y= 20+ 4.92
m(n+1) = =5 (4.92)

ce qui fournite,(n + 1)avec une multiplication seulement. Néanmoins, en raison de
problémes d’arrondi, cette simplification est a éviter.

L'algorithme complet est donné & dans le [Tableau 4.2],2.16

L'initialisation des moindres carrés correspond a :

A(0) = B(0) = G'(0) = 05 E(0) = Eo; By(0) = AME,  (4.93)
ou Ey est une constante positive faible. La définition (4.86) doamssin(0) = A.

La mise & jour du gain nécessitéd/ + 9 multiplications et trois divisions, sous
forme de calcul d’inverse. La partie filtrage demagdé + 1 multiplications. Il faut
environ6M + 7 mémoires. Globalement, ce second algorithme peut appanier
réduction de complexité par rapport au précédent appriégialor les grandes valeurs
de M.

4.2.5. Conditions de stabilité et initialisation

Pour un ensemble d’échantillons d’un signal non nul, lesutalde moindres car-
rés fournissent un ensemble unique de coefficients de picdit.es algorithmes ré-
cursifs correspondent a un calcul exact a chaque instapaesuite, leur stabilité est
garantie en théorie, quelque soit le facteur de pondérati@omme les algorithmes
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Algorithme MCR2 a oubli A
Mémoire du filtre & I'instant n
Etat du filtre :0(n)
Prédicteurs Avant et ArriereA(n), B(n) Vecteur d'obervation X (n)
Gain d'adaptation G’ (n)
Résidu de prédiction avant et arriere; (n) , Ep(n)
Nouvelles données a l'instant + 1
Signal d’entréez(n + 1) ; Référence y(n + 1)
Calcul du Gain d’ adaptation
ca(n +1) = z(n+1) — A*(n) X (n)
A(n+1) = A(n) + G'(n)eq(n + 1) /a(n
Eo(n+1)=[Es(n) + ea(n+ 1)eqa(n+1

0 1 M(n+1)
e e (2
G'(n) A m(n+1)

ebn—i—l)—x(n—i—l— —

G'(n+1)= (n+1)+m(n+1B

(o 1) = o) 4 es+ Den(n 1 1/ Ex(r)

an+1)=a1(n+1) —m(n+1ey(n+1)

Epy(n+1)=[Es(n) +es(n+1ey(n+1)/a(n+ 1)].A

B(n+1)=B(n)+ G (n+ 1ep(n+1)/a(n+1)
Filtre adaptatif

e(n+1)=yn+1)—0(n)X(n+1)

On+1)=0(n)+ G (n+ e(n+1)/aln+1)

Tableau 4.2.Algorithme rapide basé sur I'ensemble des erreurs de ptiétic

rapides sont mathématiquement équivalents aux algorghéuairsifs, ils jouissent de
la méme propriété. Leur stabilité est méme garantie pouigmabnul, pourvu que les
énergies d’erreur de prédiction initiales soient stricairpositives.

Cette propriété théorique trés importante et intéressadisfgarait malheureuse-
ment dans les réalisations, a cause de la précision finie dekines [Lin 84, Ljung
85, Cioffi 87].

Les algorithmes rapides tirent leur efficacité d’'une repnéstion des paramétres
de moindres carrés, les estimations de I'inverse de la cea®C du signal d’entrée et
du vecteur d'intercorrélation entrée-référence, qui éduite au nombre minimal de
variables. Avec la précision limitée des opérations arétiques, cette représentation
est forcément approchée. Ainsi, 'estimation de la matiCénverseR, ! (n) apparait
dans les algorithmes MCR, par son produit par le vecteur da&ksX (n), qui donne
le gain d’adaptatiori(n). Comme le vecteur de données est une quantité exacte par
définition, les erreurs d’arrondi engendrées lors du camgnent des écarts de I'es-
timation de la matrice AC inverse par rapport a sa valeurléléan précision infinie.
En fait, les erreurs aléatoires sur les éléments de la read@ ne modifient pas de
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maniére significative les valeurs propres, mais elles obatnigs directions propres.
Par contre, un biais dans I'estimation de la fonction ACVaiier les valeurs propres.

Quand le vecteur de donné&sn) est multiplié par la matrice théorique, ! (n),
le vecteur résultant a une grandeur limitée, X&n) appartient au sous-espace signal
de la matrice. Par contre, si c'est une approximatiorﬂ;[},%(n) qui est utilisée, le
vecteur de données peut avoir une projection importanteebard de I'espace signal
de la matrice; dans ce cas, la grandeur du vecteur résulesttpilus maitrisée, ce
qui peut faire sortir les variables des limites qui leur sorgosées par le principe des
moindres carrés. De plus, les valeurs propres peuvent tlev@gatives, a cause de
I'accumulation a long terme des erreurs d’arrondi.

Plusieurs variables ont un domaine limité dans les algomethh MCR. Une des
opérations est le calcul des errearposteriorj a partir des coefficients mis a jour
a l'aide du gain d’adaptation et des errearpriori. Dans ces conditions, la qualité
de la représentation d&,;' (n) X (n) parG(n) peut étre vérifiée par le rappaji(n)
des erreura priori eta posteriori Dans les réalisations, la variahlén) correspond,
d’'aprés sa définition, a :

¥(n) =1 - X"(n)[Rf;(n)] "' X (n) (4.94)

ou R, (n) est la matrice utilisée a la place de la matrice idéale(n). La variable
1 (n) peut dépasser I'unité si les valeurs propreg{jg(n) deviennent négatives; elle

peut devenir négative si le scalaiké (n) [R%, (n)] " X (n) dépasse I'unité.

L'accumulation des erreurs d’arrondi, quand elle se ptpdemande du temps. La
premiére précaution a prendre dans la mise en ceuvre desdtaiges rapides consiste
a s’assurer que le scalaibé (n) [R?Ll,(n)]*1 X (n) ne dépasse pas 'unité.

Soit, d’abord, un signal d’entrée qui est un bruit blanc garsde moyenne nulle
et de puissance?. On vérifie directement que, pour n suffisamment grand, ittvie

8N

g

RM(H)'&? -

In (4.95)

Au voisinage de l'origine des temps, on peut faire I'hypsth@ue, I'accumulation
n'étant pas encore significative, la matrié&, (n) ne differe deRy;(n) que par I'ad-
dition d’erreurs aléatoires, ce qui a pour effet de décaugbns une certaine mesure,
R}, (n) et X (n). D'ou la justification de I'approximation suivante :

X*(n) (R, ()] X (n) » —=X"(n)X (n) (4.96)

La variableX*(n)X (n) est gaussienne, de moyenh&r2 et de varianc& Mo?. En
prenant un facteur de créte égal a 4, une condition pour gpo$iif le rapport des
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erreurs de prédiction est la suivante :

(1-2) (M +4vV2M) <1 (4.97)

Cette inégalité montre qu’une limite inférieure est impoad\. Par exemple, si
M =10, alors il faut prendre A > 0.95.

Ensuite, pour un signal d’entrée plus général, la situaidréme se produit quand
le vecteur des donnéés§(n) se trouve dans la direction propre associée a la plus pe-
tite valeur propre de la matride}, (n). Toujours sous I'hypothése d’addition d’erreurs
aléatoires de moyenne nulle et en négligeant 'accumuldtitong terme, I'approxi-
mation suivante peut étre faite :

(m~3ﬂ£ (4.98)

M\ A
1-A

min

ouU Apinest la plus petite valeur propre de la matrice AC du signahtiée. En
remplacantX*(n)X (n) par Ma?2, la condition sur)(n) devient :

2
Moz

1-A
( ))\min

<1 (4.99)

Une telle condition peut apparaitre extrémement restecétant donné que le rap-
porto? /Amin PeUt prendre des valeurs trés grandes. Par exemplg; g@st un signal
déterministe dans un bruit additif et que I'ordre du préalictest suffisamment grand,
il s'agit du rapport signal a bruit. Bien entendu, étant dbque les inégalités (4.97) et
(4.99) ont été obtenues en faisant des hypothéses tréistrestrsur les erreurs d'ar-
rondi, il faut les utiliser avec précaution. Néanmoing®linontrent clairement que le
facteur de pondératiome peut pas étres pris arbitrairement petit.

Les réalisations récursives des algorithmes de moindmeéscaondérés néces-
sitent l'initialisation des variables d’état. Si le sign#@ést pas connu avant n = 0,
il est raisonnable de supposer qu'il est nul ainsi que lesficants de prédiction.
Cependant, il faut donner une valeur positi¥®, & I'énergie d’erreur de prédiction
avant. Pour que l'algorithme démarre correctement, il fpugt les conditions initiales
correspondent & une situation de moindres carrés.

Une énergie de prédiction avant positive quand les codfisigont nuls peut étre
interprétée comme correspondant a un signal dont tous leméitons précédents
sont nuls sauf un. Si, de plus, le ga#{0)est nul, alors la séquence d’entrée est la
suivante :

e(—M)=AN"ME)Y? z(n)=0siy+1<n<0 (4.100)
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La valeur correspondante pour I'énergie d’erreur de ptédiarriere esttp (o) =
2?(-M) = \"ME,, d’ou linitialisation (4.93 ). Dans ces conditions, la &at ini-
tiale de I'estimation de la matrice AC s'écrit :

10 - 0
o X!t ... 0
0 0 ... \N"(M-1)

et la matrice réellement utilisée pour estimer la matriced?ghtrée a pour valeur :
R3;(n) = Ry(n) + A" R (0) (4.102)

La plus petite valeur propre de I'espérancefitfg(n), notée\’ ;. (n), est obtenue, en
utilisant (4.4), par :
1-A"
Arnin (n) = ﬁ)\min + )\nEO (4103)
Dans cette expression, le premier terme du membre de droitewec n, alors que le
second décroit. La phase transitoire et I'état statioersont dans la méme situation
guand a la stabilité si une borne inférieure est imposEg.a équation (4.103) peut
se réécrire :
)\min )\min

min() = 7y A" (Eo — 7~

) (4.104)

Alors A% . (n)est au moins égal &,i,/1 — A si Ey est lui-méme supérieur ou égal a

cette quantité. En se reportant a la condition (4.99), ivie

E, > Md? (4.105)

Cette condition, obtenue sous des hypothéses trés restsicist en général beau-
coup trop pessimiste et on peut en pratique prendre desrsgiis petites, pour ne
pas trop ralentir la convergence. La représentation de tdaad,, (n)dans le sys-
teme peut rester treés précise pendant une durée supérikeupbase transitoire, si la
précision de la machine est suffisante. Par exemple, desienpés répétées sur un
microprocesseur a 16 bits et avec une arithmétique a vifgeont montré qu’'une
valeur minimale pout, était environ0.01 o2 [Alcantara 86]. Si le nombre de bits
dans la machine est plus faible, il faut augmerigr.

Finalement, les développements ci-dessus montrent quenbggies des erreurs
initiales ne peuvent pas étre choisies arbitrairementgseti
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4.2.6. Contrble de I'accumulation des erreurs d’arrondi

Les erreurs d’arrondi sont engendrées par les opératiogsaigification qui sont
généralement effectuées apres les multiplications etiVesa@hs. Elles sont considé-
rées comme des sources indépendantes, a spectre plat etatesg’ /12, ¢ dési-
gnant le pas de quantification, li¢ au nombre de bits des dsndéns la machine
utilisée. La particularité des algorithmes MCR introduigss les paragraphes précé-
dents est qu’une accumulation peut se produire [Lin 84, ¢ j8f, Cioffi 87].

Globalement, I'algorithme MCRL1 par exemple, est formé destboucles qui se
recouvrent. La boucle de mise a jour du gain d’adaptatianldaliaison entre les
boucles de mise a jour des coefficients de prédiction avantiéte et les récurrences
correspondantes peuvent produire une accumulation diarcarrondi.

Considérons par exemple, au temps n, I'addition au vecesicdefficients de pré-
diction arriéreB(n), d'un vecteur erreuA B(n). Alors, au temps n+1, en négligeant
le facteur scalaire dans (4.71) et en prenant I'algorithn@R¥ , I'écart s’écrit :

AB(n+1) = [IM [14+mn+ey(n+1)]—Gn+ 1)Xt(n + 1)] AB(n)
— AB(n)[AB(n)]'m(n+1)X(n+1) (4.106)

Si AB(n) est un vecteur aléatoire de moyenne nulle, ce qui est le aad’aorondi,

la moyenne deAB(n + 1) n'est pas nulle en raison de la présence de la matrice
AB(n) [AB(n)]" dans (4.106) et parce que, m(n+1) étant lié au signal d'enites-
pérance du produit:(n + 1) X (n+ 1) est en général non nulle. Le facteur&&(n)
est proche de la matrice unité, il peut méme avoir des vafgopges supérieures a un,
et, donc, I'introduction des vecteurs d’erredd®(n) a chaque instant produit une dé-
rive des coefficients. L'effet est un décalage des coeffisipar rapport a I'optimum,
ce qui dégrade les performances. Cependant, si la valeprepnainimal\; i,de la
matrice AC d’ordreM +1 du signal d’entrée est proche de la puissance du signal
la puissance de I'erreur de prédiction, également proche’dest une fonction des
coefficients variant peu et la dérive peut se poursuivreyasgpoint ol I'écart qui
en résulte sur les valeurs et vecteurs propres de la mdfipe:) fait que la variable

1 (n) dépasse ses bornes (4.27). Alors, I'algorithme n’est pluns dine configuration
de moindres carrés et devient instable.

A noter que I'accumulation a long terme des erreurs d’'arraffdcte les coeffi-
cients de prédiction arriere, mais, sauf a I'ordde= 1, pratiquement pas les coeffi-
cients de la prédiction avant. Ce fait est di au décalageldeseéts du vecteur gain
apporté par I'équation (4.65).

Pour maitriser I'accumulation d’erreurs d’arrondi, unetieéle efficace consiste &
trouver une variable représentative et a I'utiliser pounitier la dérive des coefficients
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[Botto 89],[Slock 91 ]. La variabl€(n) suivante :
&n+1)=[z(n+1-M)—B'(n+1)X(n+1)] —m(n+1)Ey(n+1) (4.107)

est représentative de ce phénomeéne d’accumulation cala'édférence entre deux
guantités mises a jour dans des boucles distinctes, lagti@rdarriere et la prédiction
avant. Le vecteuB(n) figure dans le calcul d&(n + 1) et une technique de moindres
carrés peut étre appliquée pour corriger les coefficienfsélgiction arriére.

Comme le gain d’adaptatiaii(n) est une variable disponible, I'opération consiste
simplement a remplacej(n + 1)par(ey(n + 1) + £(n + 1)] dans I'équation de mise
a jour des coefficients de prédiction arriere [14]. Ainsinsl#ialgorithme MCR-2, la
substitution suivante est faite :

es(n+1)=2[z(n+1—-M)—B'(n)X(n+1)] —m/(n+1)Ey(n) (4.108)

L'algorithme MCR-1 peut étre stabilisé de la méme maniére eket, dans la va-
riableé(n + 1), le second terme peut s’exprimer en fonction de I'énergierdur de
prédiction avant. L'erreur de prédiction arriére s'écrit :

m(n+ 1)Ey(n+ 1)
P(n+1)

Ensuite, par application du calcul matriciel, les équatide la prédiction donnent, en
utilisant la premiére ligne dans la relation (4.64) et lanifene ligne dans la relation
(4.66) :

ep(n+1) = (4.109)

det(Rps(n)) _det(Rp(n+1)) B
det (Ras41(n + 1))Ea(n+ b= det(Rpr41(n + 1))Eb(n th=1 (4119

La relation (4.27) fournit alors le résultat suivant :

Ey(n+1)
)= \M=2— < 4.111
Y(n+1) Eant1) ( )
et, finalement, il vient :

eps(n+1)=X"ME,(n+ 1)m(n+1) (4.112)

Lerreur de prédiction arriére est ainsi obtenue en utiismiquement les variables
de la prédiction avant. Le contr6le d’erreur d’arrondi sedéors en remplagant dans
I'algorithme MCR-1 I'erreur de prédiction arriére par :

es(n+1)=2[z(n+1-M)-B'n)Xn+1)] - A ME,(n+1m(n+1)
(4.113)
Il a été montré expérimentalement que ces techniques pemhee faire fonction-
ner correctement les algorithmes dans certaines applitatCependant, il faut bien
noter que ce contrdle d’erreur d’arrondi ne garantit pasdbikté numérique de l'al-
gorithme, en théorie [Sayed 2003].
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4.2.7. Moindres carrés avec décimation

Dans certaines applications, notamment en transmissiorénque, la fréquence
d’échantillonnage du signal de référence est inférieusdla du signal d’entrée et une
réduction de fréquence d’échantillonnage intervient etiesdu filtre adaptatif. Les
algorithmes de moindres carrés rapides peuvent étre adaptgtte situation [Slock
92]. La présentation est faite dans le cas d’une réductio® ga la fréquence d’échan-
tilonnage.

La séquence d’entrée est décomposés en deux suites edmla@:) etxs(n) et
les vecteurs de données d’entrée sont définis par :

x2(n) z1(n+1)
Xom(n) = :xl(n) s Xiom(n+1) = _xQ(n)
xi(n+1—M) xo(n+1—M)
(4.114)
La fonction co(t s’écrit alors :
J(n) =" A" [y(p) — O2ns (n) Xans (p)] 2 (4.115)

p=1
ou 62y, (n)est le vecteur des coefficients &/2éléments. Le filtrage adaptatif avec
division par 2 de la fréquence d'échantillonnage corred@ux deux équations :

e(n+1) =y(n+1) — 04, Xopr(n +1)

Oonr(n + 1) = Oa07(n) + Gonr(n + L)e(n + 1) (4.116)

Le vecteur gain d’adaptati@#y s (n)est lui-méme défini a partir de la matrice AC :

Ron(n) =Y A"P Xon (p) X5 (p)
p=1
comme suit :
Gan(n) = Rypy(n) Xan(n)
Dans I'algorithme des moindres carrés rapides, le vectair gjadaptation est mis
a jour par prédiction linéaire. Une premiére énergie diarde prédiction est définie
par:

Era(n) =Y A" [21(p) — Ay () Xons(p — 1))

et elle conduit & I'équation matricielle :

Rara(n+1) { *A1,12M(n+ 1) ] B [ El(‘)’(n+ ! }
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ou la matrice §2M + 1) z (2M + 1) éléments s’exprime par :
S z1(p)
_ n+l—p 1 t _
Rosato 1) =3 ey | ) X -]

La procédure consiste a calculer un gain d'adaptation étéfid 1 (n + 1)a partir

de la prédiction linéaire avant et a I'utiliser avec la pofidin linéaire arriere pour
mettre a jour le gairGi 2a(n + 1). Ensuite, la méme démarche est appliquée en
utilisant la donnée suivante,(n + 1), ce qui fournit un autre gain d’adaptation au
tempsn + 1 , Gap(n + 1). Lenchainement des opérations est présenté dans le
[Tableau 4.3] p.170. En fait, I'algorithme & une dimensisheffectué deux fois dans

la partie prédiction.

La technique se généralise a une réduction de fréquencbkatigitonnage d'un
facteur M supérieur a 2. Elle s’applique également au cagydewsx d’entrée multi-
dimensionnels.

4.3. Algorithmes en treillis

Alors que les algorithmes de moindres carrés rapides psustitactures adapta-
tives transversales sont essentiellement basés sur deserzes temporelles, les al-
gorithmes pour les structures en treillis font appel a la &ix récurrences temporelles
et sur l'ordre. Pour un ordre du filtre fix®/, ils demandent davantage d’opérations
gue I'équivalent en transversal. Par contre, ils fourmstaus les filtres adaptatifs in-
termédiaires, ce qui est intéressant notamment dans Ildisagms ou l'ordre n'est
pas connu d’avance ou imposé et ou il faut procéder par essatgssifs.

4.3.1. Récurrences sur I'ordre pour les coefficients de prédiction

Soit Apr(n), Bu(n), Ean(n), Epnr(n) etGa(n) les vecteurs des coefficients
de prédiction du signal d’entrée, les énergies des errélgvecteur gain d’adaptation
respectivement, au temps n pour un filtre d’ordfe

L'équation matricielle de prédiction linéaire avant a loe M — 1 s'écrit :

w0 | gy ] =[] @

De méme pour la prédiction arriére :

[ 7BM,1(TL) | _ 0
Bu(n) | 1= By ) | (4.118)
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Algorithme MCR 2D-1D

Mémoire a l'instant n :
Coefficients du filtre 827 (n)
Coefficients de prédiction avantdi 2ar(n) ; Az,20 (1)
Coefficients de prédiction arriéreBy 2ar(n) ; Ba,2a(n)
Vecteur d'observation Xz, (n)
Gains d'adaptationGaar(n) ; Gi,2m(n)
Résidus de prédiction avanEi,(n) ; Faa(n)
Nouvelles donnée a l'instant, + 1 :
Entrée :z1(n+ 1), z2(n+1) ; référence y(n+1)
Partie prédiction :
era(n +1) = 1(n+ 1) — Af 55 (n) Xan (n)
Aiom(n+1) = A am(n) + Gam(n)era(n + 1)
era(n+1) =z1(n+1) — Al 5y (n + 1) Xonm(n)
Eio(n+1) = AE1a(n) + e1a(n + Deia(n + 1)

0 €1q(n+1) 1 Ml(TL + 1)
G 1) = la =
1em+1(n+1) Ganr (n) + BatmrD) —Ajon(n+1) ma(n+1)
elb(n—f— 1) = ml(n +1-— M) — Bigjw(n)XLQ]u(n + 1)
Giam(n+1) = 1—m1_(n+11)e1b(n+1) [Mi(n+ 1)+ mi(n+ 1)Bi2m(n)]

Bi2m(n+1) = Biam(n) + Gram(n + 1ew(n + 1)
e2a(n+1) =z2(n+1) — AE’QJM(TL + 1) X1 2m(n+1)
Asom(n+1) = Az 2(n) + Gram(n + 1)ezq(n + 1)
€2a (n + 1) = ZEQ(TL —+ 1) - Aé,gM(n —+ 1)X172]V[(TL —+ 1)
Eza(n+1) = X E2q(n) + e2qa(n + 1)e2a(n + 1)

_| 0 epa(n+1) |1 _ | M2(n+1)
Goom+1(n+1) = { Gronr(n+1) + F o [ Ao (n+1) } = { ma(n
€2b(n + 1) = l’z(’n +1-— M) — ngjut(n)XQM(n + 1)
Gom(n+1) = WI)E%M [M2(n + 1) — ma(n + 1) Bz2,2m (n))
Boom(n 4 1) = Bzaa(n) + Gam(n + 1)eap(n + 1)
e(n+1)y(n+1) — 0pr(n) X(n+ 1)
Oans(n 4 1) = 20 (n) + Ganr (n + 1)e(n + 1)

Partie filtrage :

e(n+1y(n+1) = 03 (n) X (n +1)
Ooni(n+1) = 02 (n) + Ganm(n 4+ De(n + 1)

Tableau 4.3.Algorithme MCR 2D/1D pour filtrage adaptatif avec décimatio
par 2.

En reprenant la décomposition &1 (n),il vient :
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ou la variableK »,(n) dans la derniére ligne, a pour expression :

Kar(n) =Y _N""Pa(p)a(p — M) — Al (n)Ray—1(n — 1)By—1(n — 1)

p=1

(4.120)
Dans cette expression, les coefficients de prédiction ataatriere apparaissent de
maniére équilibrée. Il en résulte que la méme varidle(n ) figure aussi dans I'équa-
tion matricielle de la prédiction arriére :

t 0 Ka(n)
Rin) [rfy ()] R |
[ 4 (n) Ry(n—1) } . Bar—1( 1) OEb(Mil(n . (4.121)

comme on le vérifie directement en explicitant la premiggadi En multipliant les
deux membres par le scalaifé; (n) / Epa—1)(n — 1), on obtient :

0 K@(”)
Ey(am—1)(n—1)
Ryr41(n) —By-1(n—1) Ku(n) =10
1 Ey(nm—1y(n—1) KIL[(”)

(4.122)
et il est alors intéressant de soustraire I'équation (4.822 équation (4.119) pour se
ramener & I'équation de la prédiction avant (4.117) d'oddrel’identification four-
nit la relation de récurrence suivante pour les vecteursdeSicients de prédiction
avant :

Ap—1 n) KIL[(”) By_1(n — 1)
Ap(n) = [ 0 ( ] " B y(n=1) [ ) ( ] (4.123)
La premiéere ligne donne une récurrence sur l'ordre pour tesgées d'erreurs de
prédiction avant :

K3 (n)
B Eyp—1y(n —1)

La méme technique s’applique aux équations de la prédiatio@re. L'équation ma-
tricielle (4.119) peut étre réécrite :

EQM(TL) = Ea(Mfl) (n) (4124)

1 Kai(n) Kr(n)
Rari1(n) —Ap—1(n) | Faau—nm | = | 0 . (4.125)
0 Ea(]\j/j— 1H(n)

En soustrayant I'équation (4.125) de I'équation (4.121gretdentifiant a I'équation
de la prédiction arriére (4.118) a I'ordiéd, on obtient les relations de récurrence pour
les vecteurs des coefficients de prédiction arriére :

B (n) = [ OBM_I(H_ 1) } - % [ ;111\4_1(71) } (4.126)
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ainsi que la récurrence sur I'ordre pour I'énergie d’erdeiprédiction arriere :

KIQM(”)

—_— 4,127
Ea(M—l)(n) ( )

Eyp(n) = Eyp—1y(n — 1) —

Les définitions de I'erreur de prédiction avanpriori :
eart(n+1) =z(n+1) — A5, (n) X (n)
et de I'erreur arriére :
eom(n+1) =z(n+1-M)— By (n)X(n+1)

en liaison avec les récurrences (4.123) et (4.126), coaduésla structure de prédic-
teur en treillis, qui relie les erreurs aux ordrgset M — 1

K]u (TL)

. 1) = eqinr_ 1) — =M 4.128
eam(n+1) = eqr—1y(n +1) Eb(Mil)(n_l)eb(M 1(n) ( )
et
Ky(n
€b1\/[(n + 1) = €p(M—-1) (TL) - #(1))(”)611(]\4_1)(71 + 1) (4129)

De méme, avec les errelagosteriori:
cam(n+1)=a(n+1)— A% (n+1)X(n)
et
eem(m+1)=z(n+1—-M)—-Bi(n+1)X(n+1)

les opérations du treillis s’écrivent :
eam(n+1) = eqr—1)(n+ 1) = kpnr (0 + Depar—1y(n) (4.130)

et
Eb[\/j(n + 1) = €b(]\/[_1)(n) — KaM(n + 1)€a(M_1)(TL + 1) (4131)

ou les variableg, ys (n + 1)etkyps (n + 1), données par :

Ky(n+1)

Ky(n+1)
Eym-1y(n+1)

Kar(n+1) = Eyavi—1)(n)

; Kym(n+1) = (4.132)

sont les estimations de corrélation partielle, ou coefiitsiele réflexion.

Des récurrences sur I'ordre semblables peuvent étre okdgurour les coefficients
des filtres adaptatifs, le gain d’adaptation et le rappostatecursa priori eta poste-
riori.
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4.3.2. Relations de récurrence sur 'ordre pour les coefficients €itre
Un filtre adaptatif aV/ coefficients produit le signal d’erreur de sortie :
ev(n+1)=yn+1)—0,n)X(n+1) (4.133)
Le vecteur des coefficients, (n)qui minimisent I'énergie de cette erreur au temps
s'écrit :
Ori(n) = Ry (n)ryenr(n) (4.134)

avec :

n

ryer (n) = Z A" Py(p) X (p)

p=1

Pour un filtre a\/ +1 coefficients, les équations sont :
errs1(n+1) = y(n +1) — 41 () Xarr (n +1)
et

Tyan (1)
N ] (4.135)

Rarg1(n)0aga(n) = [ f; A" Py(p)z(p — M)

p=1

Le vecteur des coefficients, 1 (n)s'obtient a partir dé,,(n)a l'aide de la décom-
position de la matricedC du signal d’entrée. Comme précédemment, on considére
I'équation :

()| 2000 | <[ Bae) o) T

(i (n)]” Ri(n— M) 0
_ Tyan ()
- { [ ()] Oar () } (4.136)
La derniére ligne s’écrit aussi :
[Phe ()] 0 (n) = By () Ras (n)0rr(n) = By (n) ryars(n)  (4.137)
En soustrayant I'équation (4.136) de (4.135), il vient :
Rarsa() [oar( = | [ = S ] @ase

ou

Kpam(n) = A""Py(p) [x(p — M) — Bi(n)X (p)] (4.139)
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Lidentification de (4.138) avec I'équation de la prédict@rriére donne la récurrence
suivante pour les coefficients du filtre :

Onrir (M) = { gM(”) } - % { Baln) } (4.140)

En reportant (4.140) dans la définition de I'erreur, on faiparaitre une récurrence
sur I'ordre pour les erreurs de sortéepriori :

Kynm(n)

6]\/[+1(n+ 1) = eM(n+1) — m

ebM(n + 1) (4141)

L'équation correspondante pour les erreapsosterioris’écrit :

Kyu(n+1)

emtri(n+1)=epy(n+1)— For (11 1)

epm(n+1) (4.142)
L'ensemble des équations (4.128), (4.129) et (4.141) foerfikre adaptatif en treillis
a priori, alors que les équations (4.130), (4.131) et (4.142) ddrlaes@rsiona pos-
teriori de ce filtre.

L'énergie de I'erreur se calcule aussi par récurrence sudie. D’apreés la défini-
tion de I'erreur de sortie du filtre, on a :

By an) =3 NPy (p) — 0y (0)Raga (n)0ar41 () (4.143)
p=1

En reportant dans cette équation la récurrence (4.140) etilsant 'équation de la
prédiction arriére, il vient :

K?]M (n)

En1(n) = Ep(n) — Fonr (1)

(4.144)

Il est évident quéZys4+1(n) < En(n)etl’énergie de I'erreur décroit quand I'ordre du
filtre croft, ce qui est conforme a la logique.

Au paragraphe 4.2.3, il a été montré que le gain d'adaptdiiciiltre transverse
se calcule également par une récurrence sur I'ordre aveati@bles de la prédiction
arriere. La prédiction avant conduit & une récurrence miia fois sur I'ordre et tem-
porelle. Ces expressions peuvent étre utilisées pourlealpar récurrence le rapport
¥ (n)des erreurs priori eta posteriori qui a été défini par :

EM (n)

=1- Xfw(n)RX;(n)XM(n) =1- X4 (n)Gun(n)
enn)

Yu(n) =
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La substitution directe donne :

. 5%(1»1-1)(")
Ym(n) = Yap-1(n) — By 1)) (4.145)
et pour la cellule initialeM =1 :
V1 (n) = o(n) — ;‘270(")) — 2 (4.146)
o) S eenaz(p)
p=1

Donc, pour calculek)y, (n)par récurrence, il suffit de prendig(n) = 1 et d'ité-
rer I'équation (4.145). Dans les algorithmes en treillistte variable a un réle trés
particulier, car elle établit un lien essentiel entre lesuréences dans le temps et sur
I'ordre.

4.3.3. Relations de récurrence temporelle

Pour unfiltre d’ordre fixé\/, la variable du treillisc ;s (n)se calcule par récurrence
dans le temps. En effet, d’aprés la définition (4.120) il vien

Kyii(n+1) )\Z)\" Pr(p)e(p— M — 1) +x(n+ Dz(n — M)

En utilisant les relations de récurrence établies précéummh pour Ay (n +
1), Ry(n)et By (n), on obtient, aprés un certain nombre de manipulations algé-
briques, la mise a jour suivante :

KM+1(n + 1) = )\K]p[+1(n) + eaM(n + 1)51)M(n) (4148)

A noter, que les relations entre les erreaugsiori eta posteriorifournissent la relation
duale:
Kypi(n+1) = XKar1(n) + canr(n + 1)epnr(n)

Il est clair que la variabld{,, 1 (n)représente une estimation de l'intercorrélation
entre les erreurs de prédiction avant et arriere a I'ofdreEvidemment, I'équation
(4.148) est semblable aux relations obtenues pour la mmer ags énergies d’erreur
de prédiction et exploitées dans les algorithmes pour fithresverse. Quant a I'énergie
de I'erreur de sortie du filtrey; (n), elle satisfait bien entendu une relation du méme
type. L'équation (4.143) a I'ordré/et au temps n + 1 correspond & :

n+1
v(n41) Z)\"“ P — 0 (n+ 1) Ry(n+ 10y (n+1) (4.149)
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En reportant I'’équation de mise & jour des coefficients :
Op(n+1)=0p(n)+ Gu(n+ Dey(n+1) (4.150)
dans I'équation (4.149) et en simplifiant, il vient :
Eyn4+1)=XEy(n) +epm(n+ Depy(n+1) (4.151)

De méme, pour la variable de la partie filtrdgey (n + 1), la définition (4.139) peut
étre réécrite :

n+1
Kpu(n+1) =Y X" Py (p)a(p — M)
p=1
— [Bis(n) + Gy (n + Depar(n +1)] ATyans (n) + (4.152)
M M | yin+1)Xpy(n+1) '
ce qui, toutes simplifications faites, donne :
KfM(nﬁLl):)\KfMJrEbM(nﬁLl)eM(nﬁLl) (4.153)

A noter que la variablé s, (n + 1), qui, d’aprés la définition (4.139), représente une
estimation de l'intercorrélation entre le signal de réh@e et I'erreur de prédiction
arriere, peut se calculer comme une estimation de I'inteétation entre I'erreur de
sortie du filtre et I'erreur de prédiction arriére. Cetteiété est une conséquence de
la décorrélation entre les erreurs de prédiction et le vectes données.

Les relations de récurrence ci-dessus peuvent servir arélathes algorithmes de
moindre carrés rapides pour les filtres a structure enigeill

4.3.4. Algorithmes MCR pour les structures en treillis

Les algorithmes combinent les récurrences dans le temps Boire, pour cal-
culer, quand un ensemble de nouvelles valeurs des signanxék et de référence
devient disponible, les coefficients du treillis, les ersede prédiction et de sortie du
filtre, ainsi que leurs énergies et intercorrélation. Daméltre d’ordre M, les opéra-
tions se répartissent en deux ensembles, pour la prédeattierfiltrage.

D’abord, il convient d’examiner l'initialisation. Commeéy a deux types de ré-
currences, il faut distinguer deux types d'initialisasohes initialisations des récur-
rences sur l'ordre sont obtenues d’une maniére directeertesirs de prédiction ont
comme valeur initiale le nouvel échantillon du signal diést les énergies d’erreur
de prédiction, la puissance de ce signal et la varighle) est mise & un. Quant aux
récurrences temporelles, la méthode pour initialiser Esables d’'état du filtre en
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treillis d’'ordre M consiste a généraliser la méthode de I'équation (4.93) idreak
d’entrée poun < 0 est supposé constitué d’'une impulsion unique au temps ce
qui donne :

€aqi 0) = ebi(O) = Eai(O) = Ebi(O) =0 ] 0 < ) < M—-1

E.i(0) = \ME, D 0<i<M—-1

Eyi(0) = A1 B L 0<i<M—1 (4.154)
K;(0)=0 D1 <i<M

ou E, est un scalaire réel positif. On peut vérifier que les récwes sur I'ordre de
la partie prédiction et notamment les relations sur lesgies(4.124) et (4.127) sont
satisfaites pour n = 0. Bien sir, dans ces conditions, I'chgdea choix de la valeuk,
énergie d’erreur initiale, sur les performances du filtretsle méme qu’en structure
transversale et les résultats sont toujours valables.

De nombreux algorithmes plus au moins différents peuveatéaborés a partir
des récurrences de base, suivant le choix des variableaastet selon que la pré-
férence est donnée au calcul d’errearpriori ou a posterioriet aux récurrences
dans le temps ou sur I'ordre. En fait, il existe des regleggadas pour concevoir des
algorithmes robustes et efficaces, les principales s'é@mrtmmme suit :

— limiter au minimum le nombre des variables d’état
— donner la préférence aux récurrences temporelles

— s'assurer que des variables de contréle fiables sont didpenafin d'étre ca-
pable de vérifier en permanence le fonctionnement correfiitau

Ainsi I'algorithme du treillis donné ci-aprés évite de fiappel aux variables
d'intercorrélationk;(n) et il est basé sur la mise a jour directe des coefficients de
réflexion.

En incorporant la récurrence temporelle (4.148) et I'équatle mise a jour de
I'énergie d’erreur dans la définition (4.132), il vient :

[Eai(n+1) = eqi(n + 1)eai(n + 1)] Kqr1y(n) =
Kiv1(n+1) —e4i(n+ 1)epi(n) (4.155)

D’ou, en appliquant encore la définition (4.132) au temps 1 :

€ai(n +1)
Kagen(n+1) = Koan () + 5 70— [€ai(n) = Ka(i41)(n)eai(n + 1)]
(4.156)
Ensuite, la récurrence temporelle (4.129) donne :
€ai(n + D)epgiyry(n +1)
Koy (n+1) = K1) (n) + Sam) (4.157)

Eai(n + 1)
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ce qui correspond a une mise a jour des coefficients de réfleximuement avec les
variables d’erreur. La méme méthode, en faisant appel aunences temporelles
(4.148) et (4.128), aboutit a la mise a jour des autres caaffis de réflexion de la
partie prédiction :

vi(n)eqiv1y(n +1)

Kp(ir1)(n+1) = Kygisny(n) + Fun(n) (4.158)
Quant a la partie filtrage, en posant :
Ky (n)
k n)=———-= 4.159
ram(n) B (0) ( )

la méme méthode, faisant appel a la récurrence temporell@g)iet a la relation de

mise a jour de I'énergie d’erreur, conduita :

Ebi(n + 1)ei+1(n + 1)
Ebi(n + 1)

L'agencement des opérations du filtre adaptatif en trdibisé sur les erreusspriori
est donné dans le Tableau 4.4.

Un algorithme en treillis basé sur les erreansosterioripeut étre obtenu de facon
analogue [Ling 86].

La complexité de I'algorithme ci-dessus s’éléve 46 2 multiplications et 3M
divisions (calculs d’inverse). Il faut enviromd/ mémoires. Dans cet algorithme, la
partie filtrage est parfois, en raison de sa forme, dite erléckt I'ensemble est
appelé filtre adaptatif en structure treillis-échelle.

Les relations qui ont abouti & cet algorithme font interveless élévations au carré
et des multiplications de variables. Il en résulte une eitende la dynamique des
signaux et une complexité accrue des circuits. Le développed’algorithmes basés
sur des variables normalisées permet une réduction de fmgne des signaux [Lee
81].

4.3.5. Algorithmes pour treillis avec normalisation

La variableK;(n) définie par I'équation (4.120) et mise & jour par la récureenc
(4.148) correspond a un calcul d’'intercorrélation. En faivrai coefficient d’'intercor-
rélation,, dont la valeur se trouve dans l'intervalle [-1,&$t obtenu en divisant cette
variable par les énergies des signaux d’'erreur, ce qui dbada variable normalisée
k;(n) définie par :

_ Kit1(n)

\/Eai (n)Ebz (n - 1)

kit1(n) (4.162)
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ALGORITHME M.C.R.T.
Conditions initiales

ebi(o) = kai(o) = kbi(o) = k:fi(o) =0 3 0 < 7,< M-—-1 (4 161)
Pi(0) =15 Eai(0) =AM Ey ; En(0)=AM""E,; 0<i<M-1 :
DISPONIBLE AU TEMPS n :
Vecteurs des coefficients de réflexioR s (n), K»(n)
Vecteur des coefficients du filtre<s (n)
Vecteur des erreurs de prédiction arriefe,(n)|
Vecteurs des énergies d’erreurs de prédictidtiu(n)| , | Es(n)]
Facteur de pondération\:
NOUVELLES DONNEES AU TEMPS n :
Signal d’entrée z(n + 1) ; Référencey(n + 1)
INITIALISATIONS :

eao(P+1)=ero(n+1)=z(n+1) ; es(n+1)=yn+1)
Yo(n4+1) =1 ; Eao(n+1) = Epo(n+1) = AEso(n) + 2%(n + 1)

0<i<M—1
PARTIE PREDICTION :

ea(it1) (M + 1) = eai(n + 1) — kyy1y(n)eni(n)

eb(l+1)( n+ 1) = ebi(n) - ka(i+l)( )61“(n + 1)

ka(iv1y(n+ 1) = kagiv1)(n) + €ai(n + D)i(n)epir1y(n + 1)/ Eai(n + 1)
o1y (n+1) = kpr1y(n) + €a<z+1)(n + Dewi(n)vi(n)/Evi(n)
Ea+ny(n+1) =X Eqgiyny(n ) + ea(z+l)(n + Dviya(n)

Yiri(n+1) =Yi(n+1) — o (n + Degi(n+1)/Epi(n + 1)

Ep(is1)(n+ 1) = A Eypir1)(n) + €51y (n+ Dpiga (n + 1)
PARTIE FILTRE :

eiri(n+1) =ei(n+1) —kfi(n) epi(n + 1)
kri(n+1) = kpi(n) + epi(n + 1)eit1(n + Di(n + 1) /Epi(n + 1)

Tableau 4.4.Les opérations d'un filtre adaptatif en treillis

Une relation de récurrence dans le temps est obtenue, a gatt relation (4.148)
par :

_1
2

(4.163)

kis1(n +1) = [Bai(n + 1] 72 VK1 (n) + eas(n + Depi(n)] [Epi(n)]
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Pour faire apparaitre 1 (n) dans cette expression, il faut faire appel aux rapports des
énergies d’'erreurs. Les équations de mise a jour se réatrive

Eii(n) . egi(nt+1)
Fo(nt1) ot 1)1/)1(71) (4.164)
" (-1 _ &)
Epi(n—1 gpi(n 1
A =1 4.165
Eyi(n) Eyi(n) vi(n) ( )
En définissant I'erreur de prédiction avant normalisée par :
enai(n+1) =eqi(n+1) _ v _ = can+ D[Yi(n)Ey(n+1)]7! (4.166)
natv ar Em(n + 1) ar K3 ar

et I'erreur de prédiction arriére normalisée par :

eni(n) = Enpi(1) [1hi (1) Byi(n)] 2 (4.167)

la récurrence (4.163) devient :

1
kip1(n+1) = kis1(n) [(1 = ehgi(n + 1)) (1 = €5 (n)]* + enai(n + 1) enpi(n)
(4.168)
Il est clair, avec les définitions, que les variables d’ermearmalisées sont intermé-
diaire entre les erreusspriori eta posteriori Pour faire un algorithme, il faut établir
des récurrences sur les erreurs de prédiction normaliséagcurrence sur l'ordre
(4.130) pour les erreurs avartposteriorise réécrit :

Kin(n+1) .
Ebz(n) Ebl( )

En reportant les erreurs normalisées dans cette équdtideni :

EmH+U}%[%m)
Eoirny(n+1) | |[¢iy1(n

VYir1(n) eqgipry(n + 1) = ¥i(n) eqi(n + 1) — (4.169)

)} ’ enai(n+1)—kit1(n+1)ensi(n)

(4.170)
Les variables normalisées peuvent étre introduites danséleurrences sur l'ordre
(4.124) et (4.145) ce qui donne :

Eyisny(n+1) = Egi(n+1) [1— ki (n+1)] (4.171)

ena(iJrl) (n+1) = |:

et:

big1(n) = ¢i(n) [1 = ey, (n)] (4.172)
En reportant dans I'équation (4.170), on obtient la formalérles relations de récur-
rence dans le temps pour les erreurs de prédiction avaniatieéas :

ena(i+1)(n +1) = €nai(n +1) — kip1(n + 1)enpi(n)
VI R D] 1= ey (o)

(4.173)
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La méme méthode s’applique aux erreurs de prédiction arrléa récurrence sur
I'ordre (4.129) s’exprime en fonction des variables noiisgas par :

enpi+1)(n + 1) =

{ Eyi(n) H Yi(n)

} " Jemss(n) — Kiga(n+ Depai(n + 1)]

Eyirry (n+1)]  [Yiy1(n+1)
(4.174)
et I'équation (11) pour I'énergie par :
Eyiy1y(n+1) = Epi(ni) [1— k4 (n+1)] (4.175)

Une équation reliang; 1 (n + 1) ett;(n) peut étre obtenue a I'aide de la récurrence
sur le gain d'adaptation des algorithmes en structureteasse, ce qui donne :

eai(n+1)

— 7Eai(n ) (4.176)

Yir1(n+ 1) = ¢i(n)
et donc
Yip1(n+1) = ¢i(n) [1 - epq(n+1)] (4.177)

D’ou la forme finale de la récurrence temporelle pour I'errée prédiction arriére
normalisée :

enbi(n) — kiz1(n + 1)enai(n +1)
\/[1 — k2 + )] [1—eli(n+1)]

Finalement, les équations (4.168), (4.173) et (4.178)tdtarst un algorithme pour
prédicteur adaptatif en treillis normalisé.

Les variables normalisées s'introduisent aussi dans lsditrage. Les erreurs
de sortie du filtre normalisées sont définies par :

enit) = il) | P13 | i) B Y @)

Alors la récurrence sur 'ordre (4.141) donne :

Ei(n) r {wxn))r le"i(n) Kn(n) _ enln)

en(i+1)(n) = [

Eia(n)]  [Yin(n  VEm$(n) Euin)
(4.180)
En définissant les coefficients normalisés par :
i1 () (4.181)

ELn)E;(n)
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la récurrence sur l'ordre (4.144) pour les énergies d'esrea réécrit :

En reportant les relations (4.172) et (4.182) dans I'équaf#.180), on obtient la
récurrence sur I'ordre pour les erreurs de sortie du filtre :

=

enir)(n) = [1—k3;(n)] E [1—enpi(n)] 7 [eni(n) — kpi(n)eni(n)]  (4.183)

Ensuite, il faut calculer les coefficients normalisés ewdams. En introduisant les
variables normalisées dans les récurrences temporellés3{4il vient :

Eyi(n) ]% {Emn)

hriln+1) = |:Ebi(n+1> i(n+1)

] Akpi(n) + enpi(n 4+ Depi(n + 1)
(4.184)
La récurrence temporelle pour les énergies d’'erreurs die shr filtre se réécrit :
Ei(n) e2(n+ 1);(n+1) 5
-1 = =1 ) 1 4.185

En reportant les relations (4.165) et (4.185), on abouétraé¢urrence temporelle pour
les coefficients normalisés :

1 1
kgi(n+1) = kypi(n) [1 — e%bi(n + 1)} 2 [1 — eii(n + 1)} 2 +enpi(n+1)eni(n+1)
(4.186)
gui compléte I'algorithme pour le filtre en treillis normsdi. Les initialisations se font
selon la définition des variables normalisées, ce qui impligour la prédiction :

_zln4l)

enao(n 1) = =7 (n+1)
a0

=enppo(n+1) (4.187)

et pour la partie filtrage :

y(n+1) _
VEpm+1)

Pour les autres variables, on utilise les initialisatiohd §1) avec I'équation supplé-
mentaire :

eno(n+1) = Eso(n+1) = XEs(n) +y*(n+1) (4.188)

E(0) = Ey

L'agencement des calculs du filtre adaptatif en treillismalisé est donné dans le
[Tableau 4.5] p.183.

Bien gu'il se présente sous une forme trés concise, cetidigw nécessite davan-
tage de calculs que la version non normalisée. Il faut, dapartie prédiction 0 M +2
multiplications,2M + 1 divisions et3M + 1 racines carrées, et dans la partie filtrage,
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ALGORITHME M.C.R.T.N.
DISPONIBLE AU TEMPS n :
Vecteur des coefficients de réflexio(n)
Vecteur des coefficients du filtrei{ ¢ (n)
Vecteur des erreurs de prédiction arriefe,(n)]
Energies des signauxa., , Efo
NOUVELLES DONNEES AU TEMPS n :
Signal d’entrée z(n + 1) ; Référence y(n + 1)
INITIALISATION :

Eowo(n +1) = AEq(n) 4+ 2*(n+1)
enao(n+1) =enpo(n+1) =x(n+1)/ [Fao(n + 1)]
Efo(n+1) =X Ego(n) +y*(n +1)

eno(n+1) = y(n+1)/ [Efn+1)]

1/2

0<:i<M-1
PARTIE PREDICTION :

kiva(n+1) = ml([n) (1 - e2,(n+1)(1 f]eibxn))] 2 ¢ enai(n + Densi(n)
__|enai(nt)—kip1(ntDenpi(n)

6na(i+l)(7’l + 1) - (l{kﬂal(n+1))1/2(1,eibi(n))1/2]
_ enbi () —kit1(nt+1)ena; (nt+1)

emn (1) = o A G, ) 72

nat

PARTIE FILTRE :

kpi(n+1) = kri(n)(1 = expi(n + 1))2(1 = e2s(n + 1)"2 + enpi(n + ens(n + 1)
__leni(nt)=ksi(ntDenpi(n+1)]
€n(i+1) (TL + 1) = (l—k?i(n+1))1/2(1—e2 (n+1))1/2

nbi

Tableau 4.5.Les opérations d’un filtre adaptatif en treillis normalisé

6M + 2 multiplicationsM + 1 divisions et2M + 1 racines carrées. Au total donc,

la quantité de calculs de I'algorithme normalisé s’éléviisd/ + 4 multiplications,

3M + 2divisions ets M + 2 racines carrées. Evidemment, la présence de racines car-
rées est un aspect important pour la réalisation en raisda demplexité de cette
opération. La quantité de mémoires est d’envi3ai .

L'algorithme normalisé peut étre intéressant pour traésrsignaux non station-
naires en arithmétique a virgule fixe, car il comporte un agdrautomatique de ses
variables. La robustesse aux erreurs d’arrondi qui enteésaltrouve renforcée par le
fait qu’'un seul ensemble de coefficients de prédiction dstii[Samson 83].

Sur le plan général, un avantage essentiel de la structureidis réside dans le
fait qu’elle conduit a mettre en ceuvre un ensemblédéltres adaptatifs, avec tous
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les ordres de 1 &/. Dans ces conditions il est intéressant d’établir desioglatavec
les coefficients et les gains d’adaptation des filtres trarssaux correspondants.
4.3.6. Calcul des coefficients des filtres transversaux

La conversion entre les coefficients de prédiction desdiltrestructures en treillis
et transversale repose sur les relations de récurrencesinel (4.123) :

Ara(n41) = 641'(71+ 1) ] — Kpipy(n+1) [ sz'l(n) 150
Biyi(n+1) = OBl(n) ] = Kogit1y(n+1) { ;1(”4_ 1)

Alors les coefficients des filtres transversaux se calcgantécurrence de I'ordre 2 a
I'ordre M. Cependant, il peut étre commode de rempldggn.) par B;(n + 1)pour
avoir des variables homogénes dans le temps.

En reportant les récurrences temporelles des coefficienfgrédiction avant et
arriere dans I'équation (4.189) et en ajoutant la récuedérmporelle pour le gain
d’adaptation, le systéme d’équations pour la conversioiede:

Aipa(n+1) = _ OAi(nJr D | — k(i (n +1) [ ]_gil("Jrl) ]

+hpiir1)(n+ 1)ewi(n + 1) [ Sﬂ(n +1) ]

0 0
Bi+1(n+1) = I Bl-(nJrl) _ebi(n+1) |: Gi(n+1) :|

1
“ha@n(n+1) [ Ai(n+1)

[ Giln+1) | | ey [ —Bi(n+1)
0 Epi(n+1) | 1

Giqi(n+1) =

Quant aux coefficientg;(n) de la partie filtrage transversal, ils sont obtenus par ré-
currence a partir de I'équation (4.140).

4.4. Algorithmes de décomposition QR

La rotation posséde une propriété treés intéressante ¢anieit numeérique : elle
préserve la norme des vecteurs et des signaux. Par suitdganittane a base de
rotations conserve la dynamique du signal au lieu de la @pebimme les algorithmes
avec calcul de moindres carrés.

De méme que les algorithmes en treillis reposent sur uneguiarisation de la
matrice d’'autocorrélation du signal recu, les algorith@estations reposent sur une
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triangularisation de la matrice des échantillons d’entEgeanalyse numérique, I'opé-
ration est dite décomposition QR. Le probléme des moindrggs est alors résolu en
deux phases. D’abord, une matrice orthogonale est utipsée transformer en une
matrice triangulaire la matrice des échantillons recusuiia, les valeurs optimales
des coefficients du filtre adaptatif sont obtenues en résblua systéme triangulaire
d’équations.

Avant de décrire la décomposition QR, il peut étre utile diespnter I'opération de
rotation.
4.4.1. L'opération de rotation

Soit un vecteur X de données réelles a 3 éléments et deuoratatéfinies par
deux matrices :

To 1 0 0 cosfy 0 —sinb;
X=1| x ; Ry = | 0 cosfy —sinb, i Ro=10 1 0
To 0 sinf; cos6, sinf; 0 cosf;
(4.190)

Les matricesk; et R, sont choisies pour annuler les 2 éléments supérieurs dewect
X. Il faut alors que :

cosfl; —sinf, T . 0
sinf; cos6; } [mo} o { sl} (4.191)

ou la variable;l = /2?2 + x% e§t la norme du vecteur de données qui est invariante
dans 'opération. Par suite, il vient :

cosf; = o ; sin 0 = il (4.192)
S1 S1
La méme procédure s'applique a I'élément avec I'angleds :

{00592 — sinf } {1’2 ] — { 0 ] (4.193)

sinfy  cosfy S1 S2

S1 . x2
sy =1/22 +52 ; cosly=—; sinfy = —
52 52

La nouvelle variable, est la norme du vecteur X et I'opération globale est décste p
I'équation matricielle

avec

0 T2
0 = RQ Rl 1 (4 194)
S92 i)

Ainsi la norme d’un vecteur peut se calculer par itératiorecales rotations, définie
par les éléments du vecteur. Dans ces rotations le cosihlesrapport des normes et
le sinus introduit la nouvelle donnée .
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4.4.2. La décomposition QR

En filtrage adaptatif transverse par moindres carrés, veoefficients, la fonc-
tion codt a été définie par :

J(n) = SN [y(p) - X (p) H(n)]" = 3 A PeX(p) (4.195)
p=0 p=0

Dans le calcul de 'ensemble des valeu(s), qui forment un vecteur donf(n)est
le carré de la norme, cette fonction co(t fait intervenir latmice de 'ensemble des
donnéesX ,(n)définie par :

1757/12) x(n ;/21) z(n +11/27 M)
Xas(r) = A | (x—1) :)\ 17(7172) M 2x(n — M) (4.196)

A22(0) 0 0

C’est une matrice &z + 1) x M éléments. Les données d’entrée sont supposées
nulles poum < 0.

La premiére phase de la décompositipR consiste & multiplier cette matrice par
une matrice de rotatior) s (n), pour réduire les éléments non nuls & une matrice
triangulaire. Deux approches sont possibles pour atteioelr objectif, correspondant
a la prédiction linéaire avant et arriére [Cioffi 90, Proud®]. Avec la prédiction
avant, on obtient :

0 - .. 0
QM(n) X]u(n) = 0 o0 e 0 (4197)
Snr(n)
...... 0
et avec la prédiction arriére :
0 ce 0
oumxum=| . " (4.198)
Mmn XM n)= . .
. TM(n)
0 e oee

Les matricesSys(n) etThs(n) sont des matrices triangulairedA x M éléments. La
matrice@ s (n)se construit par itérations a partir des données, comme\@ria par
la suite.
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Une fois obtenues les équations de triangularisation, llutde la solution des
moindres carrés s'effectue directement. En effet, la foncto(t.J(n)est égale au
carré de la norme du vecteur d’erreur suivant

en(n) | y(n)
AV2e, 1(n) A2 y(n —1)
= : — Xar(n) H(n) (4.199)
[ APeo(n) L A2 y(0) i

Ensuite, les deux membres sont multipliés par la matriceotigion @, (n). Consi-
dérons alors I'équations (4.198) de la prédiction arrieesvecteur optimal des coef-
ficients minimise la norme du vecteur des erreurs et c’est detui qui annule led/
derniers termes du vecteur obtenu aprés rotation :

en(n) i [ egn(n)
A2e, 1(n) egn—1(n)
Qur(n) : = eq.M(n) (4.200)
: 0
A 2e4(n) | i O |

Puisque les rotations conservent les normes, la fonctithsiécrit aussi :

J(n) =Y el (n) (4.201)

P=M
Finalement, les éléments d’erreur de la fonction co(t ahbétenus par rotation du
vecteur de référence, par la matr@e; (n).

Ensuite, la matrice triangulaifg,;(n) est utilisée pour obtenir un algorithme ra-
pide. Cependant, il est utile de clarifier d’abord la sigaificn de ses éléments.

4.4.3. Rotations en prédiction linéaire arriere

L'énergie d’erreur de prédiction arriére au tempsjui s’écrit :

Byr(n) = > X" [a(p — M) — X' (p) Bar(n)]

? (4.202)
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est aussi la norme du vecteur d’erreur suivant :

e;m(n) 1 [ x(n - M) ]
A ey 1) () N2a(n —1 - M)

: = : — Xm(n)Bu(n)  (4.203)
Nepn) N R (—M) ]

ou By (n) est le vecteur des coefficients de prédiction arriére. Ertiptiaht par
la matrice de rotatior) s (n), on obtient, comme précédemment, a I'optimum des
coefficients du prédiction arriére :

epn(n) -

1 Cbgn (n) ]
A R2eyi_1y(n) €hg(n—1)(n)
Qur(n) : - ; (4.204)
. equ (n)
0
1 :
L A 2 ebo (1) ] L 0 §

Les(n + 1 — M) valeurs supérieures du vecteur ainsi obtenu résultent iedtion
des erreurs de prédiction arriére et I'énergie est donnee pa

Eypv(n) = Z €hgp(M) (4.205)
p=M

Les coefficients de prédiction sont calculés en annuladtleerniers termes. Compte
tenu de la relation (4.198), ils sont tels que :

ou le vecteur @/ élémentsXy, s (n) représente led/ derniers termes du vecteur
obtenu par rotation du vecteur des données dans 'équatin@g).

Les valeurs des éléments de la matrice triangulBjsén) se déterminent par ité-
ration sur l'ordre.
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Soit X yr4+1(n) la matrice des donnéesM + 1 colonnes. Elle contient la matrice
X (n)et larotation@ s (n) donne :

x(n—M)
AN 22(n —1— M)

QM (n) X]w (n) . =

)\"/Qz(—M)

(4.207)
0 e 0 €pgn (1)
Tn(n) Xogri(n)

Pour obtenir la matrice triangulaire & I'ordié + 1, il faut compléter la matrice de
rotation@; (n)par une matrice de rotation qui accumule les erreurs degiiédisur
le dernier terme dans la derniére colonne, d’ou la récuerenc

© 0 Bl
Tarpa(n) = | (4.208)
Ty (n) Xognr (n)

et, par suite, en considérant les ordre successifs :

0 0 Eyjf (n)
Trt1(n) = : 1/:2 (4.209)
0 E{"(n) -+ Xpau(n)

1/2
By (n)  Xop(n)
Ainsi la matriceT);11(n) est constituée, sur sa diagonale, des racines des énergies
d’erreur de prédiction arriere et, en dehors de la diagouale vecteurs de données
d’entrée, apres rotation, de I'ordre 1 a I'ordve.

La matrice de rotatiod),(n) se calcule par récurrence dans le temps. Si la ma-
trice Qar(n — 1), telle que :

Onm(n—1)Xnn—1)= | : (4.210)
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est connue, on peut calcul@n, (n) en remarquant que la matrice des données satisfait
la récurrence :

Xai(n) = [ T g A (4.211)
En effet, on peut écrire :
z(n) e z(n+1— M)
0 eeeee 0
(1) Q(J)u(n—l) ] Kar(n) = C .
A2 Tor(n —1)
(4.212)

et annuler la premiére ligne par un ensemble de rotationsanduisent a la matrice
Ty (n). La premiére de ces rotations s’écrit :

cosbt; O...coeeeeennn. 0 — sin 6,
0 | 0 0
Ry = : (4.213)
0 O, 1 0
sin @7 O.eeeeeeennnn.l. 0 cos 01
Elle annulex(n) et I'angled; est tel que :
A2E P —1
cos 0 = % ; sinfy = % (4.214)
Eyy"(n) By~ (n)

A noter queE,, (n) est I'énergie du signal d’entrée. L'élément suivant, qaitét(n —
1) a été modifié par la premiére rotation. En le désignantp#a seconde rotation,
définie par :

cosbly 0., —sinfy 0
0 | 0 0
Ry = : : : (4.215)
sinfly O..covvvvnviinnnnn. cosfy 0
0 (S 0 1

correspond a I'anglé, tel que :

w sin 0y + N2EY?(n = 1) cosy = E*(n)

c'est a dire:
A2 (n —1
cosfy = # ; sinfy = 1/+ (4.216)
Eyi7(n) bl
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Pour clarifier la signification de cette variahlgil faut considérer la récurrence dans
le temps de I'énergie de prédiction :

Epn(n) =X Epi(n—1) + epy,(n) (4.217)

gui montre que la variable est, en fait, I'erreur de prédiction linéaire arriére aprés
rotationey4(n). En itérant la procédure, il vient :

Q]u(n) = RM .......... R2 R1 0 QM(R - 1) (4218)
les angles étant tels que :
N2 EY2 (1 ;
cos Oir1 = % L sin Oy = — /‘12(”) (4.219)
E,;"(n) E,;"(n)

Il faut souligner que cette factorisation n’est possible garce que la matricg,, (n—
1) est triangulaire.
4.4.4. Rotation en prédiction linéaire avant

Comme pour la structure transversale, les algorithmesdeagiombinent les pré-
dictions avant et arriére et la récurrence effite.; (n) etT)s (n)s’obtient aussi pour
la prédiction avant :

L'énergie d’erreur de prédiction avaht, s (n), donnée par :

Ean(n) = Z AP [z(p) — X(p — 1)An(n)] 2 (4.220)
p=0
est le carré de la norme du vecteur d’erreurs :
ean(n) EC(TL)
A2e,00_1y(n) A 2z(n —1) S
: =y = : _ | Xul=1) Anm(n)
)\n/Qeao(n) \"/2 z(0) Oceeennns 0
(4.221)

La matrice des données qui intervient est la matice(n — 1) complétée par une
ligne de zéros, pour rendre compte du décalage temporelgtédéction avant. Pour
faire apparaitre les erreurs de prédiction avant apresonta faut considérer le pro-
duit :

] e
QM(()H -1) X 0 : _ e,llq(MH)(n) (4.222)
: Xagm (n)

N/2 2(0) X2 (0)
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Comme précédemment, le vecteur des coefficients de p@datiant4,,(n) est la
solution du systeme :
XaqM(n) = T]u(n - 1) AM(n) (4223)

ou le vecteutX 47 (n) représente le résultat de la rotation des données d’entrée.
Comme pour les algorithmes en structure transversale, émarence entre les

matricesI a1 (n) etTI(wn — 1)est obtenue d’abord, & partir de la matrice des données
augmentée ;1 (n). Soit le produit :

eagn(n) 0 0
Qum(n—1 0 : : :
(() ) 1 XM+1(n) = eaq(M+1)(n) 0 e, 0
XaqM(TL> TM(n - 1)
w™? 2(0) 0 e 0

(4.224)
La triangularisation est obtenue en deux étapes. D’abidaditiaccumuler les erreurs
de prédiction apreés rotation sur le dernier élémeht> 2(0) , qui se trouve remplacé
par la racine carrée de I'énergie d’erreur de prédictiomava

Ensuite, il faut accumuler le vectel¥, s (n)sur le dernier élément, ce qui est
obtenu par la matric€,,(n) telle que :

Xm0
Qa (TL) Tos (n o 1) = TM+1(n) (4225)
EM2n) 0 s 0
Cette matrice est le produit d¢ rotationsR,,; avec :
1o COS Qjuvennnnn. —sin
Rai=| Oeceere, Lo, 0 (4.226)
O, SIN Qjeeeennnnns COS (v;

Les anglesy;(1 < ¢ < M)se déterminent en utilisant la définition des termes dia-
gonaux des matrice8y, 1 (n)et Tas(n — 1). Comme la matricdy,;(n — 1) a été
complétée par une ligne inférieure de zéros, il vient :
1/2 1/2
Eylf 1) () = cos aip By/*(n 1) (4.227)
Si I'on rapproche ce résultat de la récurrence sur I'ordreespondante pour I'algo-
rithme du treillis normalisé :

Eylf,m) =1k )] B (n—1) (4.228)
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il apparait que les angles sont liés aux coefficients duisrgir :
sin a; =ki(n) ; 1<i<M (4.229)

La procédure de calcul des angles se définit par la relatiopliiée.

0
Xagm (1)
: = Qa(n) (4.230)
Eb({ (n)

A noter la relation obtenue en inversant cette équation

M
[Teosoi =Ein) / Ey?(n) (4.231)

=1
De méme, les valeurs des angles sont données par :

sin oy = Tagari (1) = k;(n) (4.232)

M
Ean(n) + 21 22 (1)
=

Les récurrences ayant été explicitées, I'algorithme mapieut étre défini.

4.4.5. L'algorithme QR rapide

L'algorithme doit effectuer le calcul des angles en fonttite la nouvelle donnée
au tempse, z(n). Deux types d’angles sont a considérer, ceux qui sont li@sreatrice
Q@ (n)et ceux de la matric€ ,,.Le calcul des angles de la matri€g,est défini par
la relation (4.230), quand les éléments de la prédictiontas@ant disponibles. Il faut
donc d’'abord obtenir ces éléments.

Compte tenu de la relation de récurrence (4.218) pour ldcedpn, (n), les angles
0; peuvent étre représenté au temjpsr les variables,; (n) etG s (n) définies par :

Ym (1)

1
0 0

Qum) | . | = : (4.233)
' 0
! Gua(n)

En effet, il vient pouryys (n) :
M
yar(n) = [ ] cos 6; (4.234)
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L'interprétation physique de ce parameétre est obtenue ti parla relation (4.203)
qui, combinée a la relation (4.233), donne :

en(n) = [egn(n)........ eqr (1) 0.....0] Qar(n) .| = vm(n) egn(n)  (4.235)
0
Ainsi le scalairey,(n)est le rapport de I'errew posterioria I'erreur apres rotation.
C'est la racine carrée du rappgrt; (n) des erreurs priori eta posteriori
Quant aux éléments du vecteur, (n) ils sont obtenus en appliquant les défi-
nitions des rotation®; .... Ry, , ce qui conduit a :
. 1/2
gl(n) =sin 6, = xz(n) / E,}"(n)
92(n) = sinfy cos By = ep;(n) / E;{Q(n)

(4.236)

ou la variables,; (n)est I'erreur de prédiction arriére posteriorid’ordre 7, liée a
I'erreur apres rotation par :

evi(n) = 7i(n) evig(n) (4.237)

Ce vecteurG,(n) fait la liaison entre la prédiction arriére et la prédictiavant,
comme le gain d’adaptation pour la structure transverfabdéit & une équation de
récurrence qui est obtenue en reprenant le calcul de lagiigiavant. En effet, le
calcul qui aboutit a la matrice triangulaifé, 1 (n)revient a représenter la matrice de
rotation@s+1(n) par trois facteurs :

Qu41(n) = { éM_MQS(m ] Qea(n) [ QMO(n - 1)1 ! (4.238)

La matriceQ..(n) représente les rotations qui accumulent les erreurs déctioéd
arriere pour fournir I'énergi&, »s (n). En multipliant les deux membres par le vecteur
nul sauf le premier élément égal & I'unité, il vient :

Ym+1(n) _ 7M(On -1
0 Loy O :
: = 2ul) Qea(n) 0 (4.239)
0 0 alnl
Grry1(n) GMén -1




Algorithmes rapides, vitesse et stabilité numériqgue 195

La matriceQ..(n)intervient simplement pour projeter le premier élémegn{n —1)a
la derniere position et fourniyy;+1(n). En se limitant auxd/ + 1derniers éléments,
il vient :

Gum(n—1) ]
Yar(n = 1) €agn(n) / Eahz(n)

Un algorithme est alors obtenu en combinant les relatior4(), (4.233), (4.230)
et (4.218). Dans les vecteursiaéléments, seuls le premier et 18§ derniers sont
concernés par ces opérations et il est possible de simglifiemitant la représentation
a des vecteurs &/ + 1 éléments et des matricésd/ + 1) x (M + 1). Ainsi dans
I'algorithme du Tableau 4.6, le produi .... Ry est représenté par la matri€e (n).

Qa(n) = [ gm+1(n) } (4.240)

Gu(n)

Les calculs numériques a effectuer sont de 2 types : lesansakt les calculs
d’angle. Une rotation est comparable a une multiplicatmmplexe, un calcul d'angle
peut se faire avec une table.

L'algorithme présenté dans le [Tableau 4.6] p.196 est niqguément stable [Rega-
lia 93]. En fait, on peut montrer qu'il incorpore un mécanésde contrdle des erreurs
d’arrondi. La précision des calculs peut étre visualiséeggemple en utilisant la va-
riableg; (n + 1) qui est obtenue avec la derniére des rotations de la mérie¢ peut
étre aussi calculée directement a partir des données ééepérr la relation (4.236).

L'approche par décomposition QR peut étre étendue auxsgg@nplexes [Terré
99]. Elle se généralise également aux signaux multidinoangils [Bellanger 91]
4.4.6. Equivalence avec le treillis

L'algorithme présenté ci-dessus peut étre rendu plusigrgadr une normalisation
du signal d’entrée, correspondant a la rotation .

{ 0 }[COS\II(n—i—l) —sinq/(n+1)] {m(n—i—l) ]

E;({Q(n +1) sin¥(n+ 1) cos ¥(n 4+ 1) )\1/2E;O/2(n)
(4.241)
avec .
1 >\1/2E1/2
sin ¥(n+1)= ‘f/(?i—’—) ; cosU(n+1)= 1/27”0(71)
By (n+1) E,/*(n+1)

Dans l'algorithmey(n + 1)est alors remplacé pam ¥(n + 1) et \!/? est remplacé
parcos ¥(n + 1). Alors, le premier calcul d’angle devient :

[ ! ] = Qaln+1) [ 55(3/(3(:31) } (4.242)
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ALGORITHME MCR-QR
Disponible au temps :

Vecteur de données d’entrée apres rotatiaf (n)
Vecteur de référence & éléments apres rotatioryy (n)
Vecteur unité aprés rotatiorG s (n)

Energie d’'erreur de prédiction avank, (n)
Rapport des erreurs de prédictiofy (n)
Facteur de pondération\:

Nouvelles données au temps
Signal d'entrée z(n + 1) ; Référence y(n + 1)

Prédiction :
eag(n+1) _ z(n+1)
X;(n—l— 1) ‘ = Qa(n) A2 X q(n) ’
Eo(n+1) =X Ea(n) +e2,(n+1)
0 _ Xqn+1)
P R ey

1/2

w=ar(n)eaq(n +1) /| EY3(n +1)

gui(n+1) | Gum(n)
Garn+1) ‘* @aln+1) ’ u ‘
ym(n+ 1) _ 1
N RSN B
Filtre
eq(n+1) _ y(n+1)
‘ Yy(n+1) ’ = Qa(n+1) ’ A2V, (n) ’

en+1) = yuln+1) eg(n+1)

Tableau 4.6.Algorithme de moindres carrés avec rotation

équation semblable au calcul @ (n+1).0On peut méme pousser encore la similitude
en inversant la relation (4.242) et en permutant les vagpour obtenir :

Ey?(n+1) 1 1
a = Jy 1) J 4.243
{Xq(n—kl) M Qo (n+1)Ju | ( )
Un algorithme basé sur les récurrences sur l'ordre peutodtrenu, qui est en fait
un algorithme du treillis normalisé. Les deux approchesllis et Q R, utilisent les
mémes variables normalisées.
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4.5. Conclusion

A partir de la méme fonction colt quadratiqliér)pour un filtre d’ordrel/, trois
familles d’algorithmes rapides ont été développées :

1) les algorithmes de moindres carrés récursifs en streigtansverse directe, qui
sont obtenus en éliminant la matrice d’autocorrélatié@’) par combinaison des pré-
dictions avant et arriere. lls fournissent les coefficiehtdiltre adaptatif et les coef-
ficients de prédiction et leur complexité arithmétique est'ordre del0M. lls sont
numeériqguement instables, cependant, les erreurs d'apensent étre contrblées.

2) les algorithmes en treillis qui correspondent a une fizton en 2 matrices
triangulaires de la matricdC' et qui conduisent a une structure en treillis-échelle. lls
sont basés sur une combinaison de récurrences sur |'ordie récurrences tempo-
relles. lls fournissent les coefficients de réflexion powsttes filtres d’ordre inter-
médiaire, avec une complexité numérique de I'ordré@é/. Bien que leur stabilité
numeérique ne soit pas prouvée, I'expérience montre qudilé peu sensibles aux er-
reurs d'arrondi.

3) Les algorithmes a rotation, basés sur une décomposiiule la matrice des
données. lls peuvent éviter toute élévation au carré désbles et, par suite, opérer
avec la dynamique des données. Les opérations a mettre ea seavt des rotations,
comparables a des multiplications complexes et des cattalgyle. Les variables
internes sont liées a celles de I'algorithme en treillisnmalisé. Ces algorithmes sont
numeériguement stables.

Finalement, ces trois familles d’algorithmes donnent ancepteur de filtres adap-
tatifs les moyens de mettre en ceuvre les techniques de rasiodrrés avec différents
niveaux de complexité et de robustesse, lui permettantatapter au mieux a ses
objectifs et a ses contraintes.
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Chapitre 5

Filtrage RIlI Adaptatif

5.1. Introduction

Le développement des filtres adaptatifs & réponse impulsitninfinie (RII) re-
monte a quelques décennies déja, motivé par des applisatiofémploi d’un filtre a
réponse impulsionnelle finie (RIF) nécessiterait un trémdmombre de coefficients.
Le filtres RII, ayant comme fonctions de transfert des fraddirationnelles, semblent
offrir des capacités de modélisation plus souples, suttwsgue I'on cherche & mo-
déliser des réponses impulsionnelles longues et/ou detrapavec des pics pronon-
cés. Leurs propriétés de convergence, en revanche, sons roigin maitrisées que
celles applicables aux filtres RIF adaptatifs qui présdrden criteres quadratiques
a optimiser. Les critéres applicables aux filtres RIl sont goadratiques en général,
et peuvent présenter des minima locaux ou d’autres irrégggaPar conséquent, le
temps de convergence peut étre, dans certains cas, adsez len

Nous présentons dans ce chapitre les algorithmes princgrafiltrage RIl adap-
tatif (dont certains ont été présentés rapidement dansigitte 3, comme illustration
des méthodes générales). Aprés un rappel des principesntifidation du systeme,
nous examinons les méthodes en erreur d’équation et lepasités de modélisation.
Nous passons ensuite aux algorithmes pilotés par une eteesortie, comprenant
la méthode de gradient, la méthode de Steiglitz-McBriddegtlgorithmes a base
d’hyperstabilité. Le chapitre se termine en présentanlieles avec le probléme d’ap-
proximation rationnelle, qui intervient lorsqu’on cheechqualifier 'adéquation entre
le filtre optimal et I'environnement signal.

Chapitre rédigé par Phillip RGALIA .
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5.2. Principes d’ldentification du Systéme

Le cadre traditionnel pour étudier les filtres RIl adapsadi$t celui d'identification
du systéme, ou I'on suppose que les signaux d’entrée et éienéfe sont liés par un
systeme dynamique inconnu; le filtre adaptatif tente dfifienle systéme.

Pour commencer, supposons que les entfé¢s)} et les sortiedy(n)} du sys-

téeme a identifier vérifient une équation aux différences

y(n) +ary(n—1) +---+any(n-M)
= bou(n)+biun—1)+---+ by u(n—M) (5.1)

pour un certain jeu de parametres, } 1., et{b;}+L ,. Par la transformée en cette
équation aux différences donne un fraction rationnelleroerfonction de transfert :

_ b0+b12_1+"'+bMZ_M _
;yuf)z B e Ty %u(k)z 62
N———’ N————
Y(2) H(z) = ﬁE; U(2)

Notons que les deux polyndmdsz) et B(z) sont écrits avec le méme degYg; ceci
est sans pertes de généralités, car le ca® ol z) # d° B(z) s'obtient en permettant
que certains coefficients s’annulent. Si, par exemple,

A(z) =1+412271 408272 = d°A(»)

2
B(z) =04+ 0.62"" =  d°Bz)=1

on peut réécrird3(z) sous la forme
B(z) =04+0.62"' 4+ 0272
pour retrouver un polynéme de degré 2, dont par chance uroééfogents s’annule :
by = 0.
5.3. Méthode d’erreur d’équation
Considérons maintenant le probléme de déterminer les cieeff${a; } et {b;}

a partir des observatiods(n)} et{y(n)}, sous I'nypothése que les coefficients vé-
rifient I'équation (5.1). Pour ceci, introduisons des eéts des parametres, notées
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{ax} et{bx}, qui seront choisis de fagon & minimiser un certain signaireur, ap-
pelé traditionnellement “erreur d’équation”, sous la ferm

M M
e(n) =y(n) + Z ary(n—k) — Z b u(n—k)
k=0

k=1

estimée de-y(n)

Nous constatons que les cha@ix = ay, et br = by, conduisent &(n) = 0 en vue de
(5.1).

Or, le signal d’erreur peut étre écrit en format vectorieladmaniére suivante :

1
em) = [yn) yn-1) - yo—d)] |
y'(n) anr
bo
~[u(m) - un—d)] |
iy Lol
b

Ainsi, pour un jeu de paramétres fixes, on peut choisir conumetion de coly (a, B)
la variancel[e? (n)] de I'erreur, qui s'écrit

J@b)=El*(n)] = [a (-b)] E{ [Y("ﬂ [y*(n) ut(n)]} [ é}

Ry, = Ely(n)
Ru. = E[u(n) u’ (n)]
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u(n) o

Figure 5.1. Schéma pour la génération de I'erreur d’équatiefn).

Pour caractériser le minimum, notons daje?(n)] est une fonction quadratique
des coefficients du vectet. Le minimum par rapport & (et poura fixe) s’obtient

en annulant les dérivées, ce qui méne a
oJ(@, b R _
% =0 & 2Ryua—-Ryb)=0

ou encoré = R, !R,,a, sous I'hypothése raisonnable que I'inveRsg! existel La

substitution de cette expression poubleptimum (en fonction d&) permet d’écrire

J(@) = J(a,b)|;_;  sous une forme qui ne dépend queade
=bop

J(@) =a' Ry, — RyuR,'R,, )3, sib=R;!R,,a.

A
=Ry

Nous introduisons la notatioR,, /, pour la matrice extraite comme indiquée de la
matrice de covarianc%gw gy“} qui figure dans I'équation (5.3); la fornie,,
wy Ruu

s’appelle lecomplément de Sch{par rapport &R.,,,) de cette derniére.

La formulation jusqu’ici suppose que la sortie du systémétardhiner est obser-
vée sans bruit. Si I'on y ajoute du bruit, comme suggéré dafiglire 5.1, la sortie
observable, notégi(n)}, devient

d(n) = y(n) + v(n), v(n) = bruit de sortie

1. Cette hypothése est vérifiée dés lors que le signéh)} vérifie la propriétéd’excitation
persistantde degréM +1, c'est a dire que sa description ne se résume pas en une soemme d
M+1 cisoides ou moins.
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La variance de I'erreur d’équation se développe d’'une mara@alogue a celle ci-
dessus, en remplacantn) pard(n). Avec I'hypothése que(n) etu(m) sont décor-
rélés pour tout, etm, I'expression (5.3) pour la variance d’erreur d’équatiemidnt

cone (]« 3

s w

- [ét (_B)t} |:Rud Ruu _B

=~
™
@
I
=
=
[ )
2
I
£

avec les correspondances

Rga = E[d(n) dt(n)] =Ryy + Ruo
Ra, = E[d(n)u’(n)] =Ry,

Loptimisation deb par rapport & méne b = R;!R,sa = R;!R,,a, ce qui
donne la méme formule que précédemment.

Concernant le complément de Schur, notons que

R/ 2 Ruyu— RauR Rug
= Ry, + Ry, - RyuRJi Ry
= Ry/u + Ry

Ainsi, I'expression pour la variance réduite se simplifie en

J@) = a'Ry.a
= a'R,,a+a'R,a. (5.4)

Le premier terme du membre a droite est la contribution iredpa@r I'entrée{wu(n)},
tandis que le deuxieme est la contribution induite par lét Hr(n)}.
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La minimisation par rapporta, sous la contraint que son premier élément bpit
se caractérise par I'équation suivante :

Rgpa=| . (5.5)
0
ce qui montre qué est orthogonale a toutes les lignesRig,,, sauf la premiere; la

valeurs? restante est reconnue comme la variance d’erreur d’équaiisi minimi-
sée.

La solution optimale varie, en général, avec le rapportaigrbruit en sortie, car
selon (5.4) lea optimal est contraint de trouver un compromis entre une gardtion
qui minimise le contribution induite par le signal d’entfégn)} et celle induite par
le bruit {v(n)}. Ceci confirme que la présence de bruit risque de biaiserllgico
minimum, sauf si la minimisation du terme induit par le bdohne la méme solution
qu la minimisation du terme induit par le signal.

Considérons le cas ou le bruit de sortie est blanc. Dans ¢&Rgas= 021 ol o2
désigne la variance du bruit. La fonction de co(t reduitesd&m) devient

J(@) =a'R,,a+o0)(af +ai + - +aj,)

Nous avons retenu la contraimig = 1 jusqu’ici (appelé contraintenoniqué pour
éviter la solution trivialea = 0. Cette derniere forme, toutefois, suggéere qu’'une
contrainte mieux appropriée seraft+ af +- - -+ a3, = 1, c’est-a-dire une contrainte

a norme unitécar la contribution induite par le bruit se réduirait a unestanter2,

ce qui ne change pas le point minimum de la fonction de coltiteédLa solution
optimum avec cette nouvelle constrainte se caractériserpaéquation propre :

Rd/ua = )\mina (56)

oU Ain €st la valeur propre minimum de;/,, ; la valeur de la fonction de colt ainsi
minimisée devient,i, = a'Rg/,8 = Amin.

5.3.1. Développement Algorithmique

La minimisation deJ(a, B) peut se faire en estimant les différentes matrices de
covariance du paragraphe précédent, suivi de la résoldlionsystéme d’équations
linéaires en (5.5) (avec la contrainte monique) ot d’'uneéqo propre en (5.6) (avec
la contrainte & norme unité). On peut aussi envisager uierelte par gradient sto-
chastique donnant lieu a un filtre adaptatif, comme nouslgspivons a présent.



Filtrage RIlI Adaptatif 205

Considérons d’abord la contrainte moniqug & 1). Un algorithme de recherche
par gradient est obtenue en ajustant les coefficients datielzgtion négative du gra-
dient:

ar(n+1) = ag(n) , k=1,2,..., M;
2 day ar = ax(n)
OEle?
bet1) = byn) & ZECL) C k=01,...M
k b =bi(n)

Puisquee(n) = a'(n)d(n) — b*(n)u(n), lalgorithme s’exprime en fonction des
signaux filtrés par

ar(n+1) = ax(n) — pEle(n)d(n—k)], k=1,2,...,M;
br(n+1) br(n) + u Ele(n) u(n—k)], k=0,1,..., M.

Les intercorrélation&[e(n) d(n—k)] et E[e(n) u(n—k)] n’étant pas disponibles en
pratiques, elles sont remplacées par leurs estiméestasées, ce qui donne un algo-
rithme de gradient stochastique :

ap(n+l) = ar(n) —
br(n+1) = br(n)+

L'algorithme peut étre vu comme un filtre adaptatif RIF & dearaux (voir fig. 5.1),
et une étude de convergence est trés proche de celle derithige LMS (voir cha-
pitres 2 pour LMS et 3 pour LMS-RII). Pour I'algorithme & nagmnité, la modifica-
tion de l'algorithme devient

ag(n+l) =

ar(n+1) =

br(n+1) = br(n)+ p Ele(n)u(n—=kK)], kE=0,1,..., M.



206 Filtrage adaptatif

qui nécessite une étape de normalisation pour imposer Eraime a norme unité a
chaque pas. En remplacant encore les intercorrélationepar estimées instantan-
tées, on arrive a un algorithme de gradient stochastique :

ar(n+l) = ap(n) — pe(n)[dn—k) — ar(n)]
M

ar(n+1) = ap(n+1) > e?(n+1),  k=0,1,...,M;
1=0

b(n+1) = br(n)+ pe(n)un—=k), k=0,1,..., M.

5.3.2. Propriétés de Modélisation

Le développement jusqu’ici a été motivé par le cas ou le systi@connuH (z) a
une fonction de transfert sous forme rationnelle, et deélegnnu. Dans ce cas précis,
le deux versions de I'algorithme (avec contrainte moniqueantrainte & norme uni-
taire) identifient correctement les parametres du systénepruit{v(n)} s’annule :
la fonction de transfert

~ bo4+biz t 4L by M
H(z) = o+ 0127+ F+bpy2 _

ag+arz7l+---+apyz”

coincide avec la fonctioH (z) rencontrée précédément dans I'équation (5.2), a condi-
tion que I'entrég{u(n)} soit a excitation persistante de degré + 1 ou supérieu?.

En pratique, pourtant, une description exacte d’'un sysi@omnu n'admet que
trés rarement une fonction de transfert rationnelle d’'ugréeonvenable, en raison
par exemple de la présence des effets de paramétres distablou des non linéarités
mémes subtiles. Dans ces cas, il n'est pas justifié de pafideutification” de sys-
téme, car aucun réglage des coefficidfits} et {b;} ne permet d'éliminer I'erreur de
modélisation.

Il est important, alors, de vérifier si le moddiz) obtenu en un point minimum
pourrait néanmoins prétendre a une forme d’approximatits dous élaborons dans

2. Pour étre sr, les correspondances entre les coefficiamtts s

a = &k/do, k:l,Q,“A,M;
b, = bglao, k=0,1,...,M;

pour I'algorithme a contrainte a norme unité. Avec la cantemonique, on a déjag, = 1.
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ce paragraphe certains résultats inattendus dans ce seqedde vrai systeme est li-
néaire et invariant dans le temps [admettant donc un fomdidransfert notég (z)],
mais de degreé strictement supérieur au dédréhoisi pour le modélé?(z) ; on parle
alors du casous modélisé

Le premiére question a examiner porte sur la stabilité deetion ﬁ(z) =
B(z)/A(z) obtenu en un point minimum, ce qui revient & examiner si soxiEna-
teur R

Az)=ag + a1z -+ ayz M

est a minimum de phase, c’est-a-dire, ayant toutes ceseimaitiintérieur du disque
unité du plan complexe. Quelques exemples soumis dans [3P&n8permis d’ap-
précier que parfois la réponse est non dans le cas sous s@dedi qui donne une
conclusion trés défavorable dans la mesure ou un modé#biestst sans utilité.

Heureusement, en limitant I'entrée(n)} & une classe restreinte des signaux, la
stabilité deﬁ(z) au point minimum peut étre théoriquement démontrée [MUL, 76]
[REG 94], [LOP 99]. Plus précisamment, nous rappelons gptogessugu(n)} est
autoregressif de degré, s'il existe des coefficients, ...,y tel qu’'un signal residu
e(n) formé selon

e(n) =un) +mnun-1)+ - +yvu(n—N)

soit blanc :E[e(n) e(m)] = 0 pour toutn # m, et E[¢2(n)] > 0. Notons qu’un
processus autoregressif de defyré 1 est inclus dans cette définition comme cas par-
ticulier (obtenue avegy = 0), et ainsi de suite pour tous les degrés inférieul, a
jusqu'a degré (y; = --- = yn = 0) obtenue lorsque la séquenfe(n)} est déja
blanche.

Le resultat suivant a été démontré dans [MUL 76] pour uneerittanche, et puis
étendu aux processus autoregressifs dans [REG 94] et [LDP 99

Résultat 1 Soit M le degré choisi pour le modeld (z). Si I'entrée{u(n)} est un
processus autogressif de dedrB+1 (ou inférieur), le polynﬁmﬁ(z) obtenu au point
minimum est & minimum de phase (d(ﬁ‘\@) sera stable), qu’on utilise la contrainte
monique ou la contrainte & norme unité.

Nous examinons par la suite certaines caractérisationa delltion en termes
de la réponse impulsionnelle et la fonction d’autocoriétabssociées &/(z). Par
souci de simplicité, nous nous limitons au cas ou I'enfré@:)} est un bruit blanc;
des généralisations au cas ou I'entrée est autoregresstiosdefois disponibles dans
[REG 94].



208 Filtrage adaptatif

Ecrivons le vrai systemé/ (z) et son modéld?(z) en termes de leurs réponses
impulsionnelles respectives :

H(z)= Z hy 2z~ F et H(z)= Z hy 27"
k=0

k=0

Mullis et Roberts [MUL 76] ont montré que les débuts de cesmisages coincident
toujours :

he=hi, k=0,1,...,M, (5.7)

ou l'on rappelle quelM est le dege choisi pour notre modélﬁ(z). Introduisons
maintenant les fonctions d’autocorrélation pour les destesnes :

o0 oo
re=Y hihise et = hihigy
=0 =0

En utilisant la contrainte & norme unité, les débuts de caz déquences sont liées
par une formule simple [REG 94] :

E[v(n)v(n+k)], k=1,2,..., M;
m_m:{[<><+n .

)\min(Rd/u)a k:O

Si le bruit de sortie est blanc, aloFjv(n) v(n+k)] = 0 pourk # 0, ce qui donne la
coincidence entre les termes d’indices 1 jusqu&ans les fonctions d’autocorréla-
tion.

En utilisant la contrainte monique, I'expression devienlusp compli-
quée [MUL 76]:
2 ™ Jkw
re—ie =2 [ S gu, k=0,1,..., M. (5.9)
27 ) |A(e) 2

Notons que les écarts entre les termes des fonctions d@uédetion dépendent de la
solutionA(z) recherchée, ce qui rend cette formule moins explicite uéval

Nous notons enfin que ces équations caractérisent lesswugcherchées : Une
fraction rationnelled (z) = B(z)/A(z) vérifie les deux propriétés d'interpolation
(5.7) et (5.8) (respectivement, (5.7) et (5.9)) si et seelatrsi elle est obtenue en mi-
nimisant la variance de I'erreur d’équation avec une camtigaa norme unité (resp.,
contrainte monique), lorsque I'entrée est blanche. Cettaatérisation se généralise
aux entrées autoregressifs [REG 94], bien que certainesufes paraissent légere-
ment plus compliquées.
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u(n) HO y(n) v(n)
d(n)

y(n) N o)

H(z)

Figure 5.2. Configuration en erreur de sortie.

5.4. Méthode de minimisation de I'erreur de sortie

Bien que I'algorithme de minimisation de I'erreur d’équatisoit simple, la sta-
bilit¢é du modéleH (z) au point minimum n’est garantie que si I'entrée(n)} est
autoregressive d'un degré convenable. Sinon, le moﬁéke) obtenu n’a pas de rai-
son fondamentale d’étre une bonne approximation du sysigeoenu H (z). Nous
examinons donc une autre critére qui consiste a minimisec@iment la variance de
I'erreur de sortie :

e(n) = d(n) — g(n),
dont un schéma est donné dans la Figure 5.2. Cette miniorisast intimement liée

a une méthode d’identification basée sur le principe de maxirde vraisemblance
[SOD 75], [SOD 82].

La fonction de colt associee est la variance de I'erreur deesobtenue lorsque
les coefficientqay } et {bx} sont fixes :

J(@,b) = E{[d(n) — §(n)]*}.
Si le bruit de sortigv(n)} est décorrélé de tous les échantillons d’entrée :
E[v(n) u(m)] = 0, pour toutm, n ;

alors il est décorrélé des sortigg:) etg(n) aussi, car

Ep(n)y(n)] = E (vm) > hw(n—kz))

= Z hi Elv(n) u(n—m)] =0,
k=0 0

avec une vérification analogue pour montrer §{g(n) 4(n)] = 0. Ainsi, la présence
d’un bruit de sortie ne modifie la fonction de colt que pardiidn d’une constante
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=

)

o
I

E{[d(n) — §(n)]*}
E{y(n) —5(n) + v(n)]*}
E{ly(n) — g(n)]*} + 2E{[y(n) — §(n)] v(n)} +E[v*(n)]

Minimiser J (@, b) revient alors a minimise{[y(n) — §(n)]2} qui, & son tour, s’ex-
prime dans le domaine fréquentiel comme une nofmeondérée de la différence
entre la fonction inconnié/ (z) et son modeldi (z) :

~ 1 " W iw 77 iw
By~ 50} = 5 [ Suale®) [H(e) ~ ()P
La fonction de pondératioS,,, (¢™) est la densité spectrale de puissance du signal
d’'entrée :

Sun(e®) =" Efu(n)u(n—Fk)] e**

k=—o0

Si I'on arrive & trouver le minimum du critére, on est assuné tp fonctionH (z)
résultante sera une meilleure approximation de la fond¢g) originelle.

L'inconvénient principal de cette approche concerne Esioe de I'unicité du mi-
nimum dans le cas géneral. En effet, la fonction de colt ipastquadratique vis a
vis des coefficientdar} du denominateur du modé(z), et des minima locaux
peuvent paraitre dans bien de cas. Certaines conditionseassoutefois I'unicite :
si le degré ded(z) est connu, et si I'on choisit ce méme degré pél(z), la fonc-
tion de codt aura un minimum unique [caractérisé ﬁalz) = H(z)] dés lors que
I'entrée{u(n)} est un bruit blanc ou un processus autoregressif de degreéG B%].
En admettant que ces conditions sont un peu spéciales,b&pre de minima locaux
dans le cas général demeure. Toutefois, la pertinence daleagultant au minimim
global justifie I'intérét de la méthode.

Le calcul des gradients est parfois plus facile a mener éisartt les fonctions
de transfert dans le domaine fréquentiel, bien que le dppelment des algorithmes
adaptatifs passe plus directement dans le domaine tempares utilisons dans la
suite alors une notation mixte, qui se comprend sans diffi@n interprétantz—!”
comme un opérateur de retare=u(n) = u(n—1). Ainsi, SiH(z) = >, hy 2%, le
produit H(z) u(n) s'interpréte comme une somme de convolution, car

H(z)u(n) = Z hi 2 Fu(n) = Z hi u(n—k)
k=0 k=0
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ce qui donne la sortig(n) d’un filtre attaqué pat:(n) et ayant comme fonction de
transfertH (z).
Avec cette notation mixte, on peut écrire, pour I'erreur detis
e(n) =y(n) —g§(n) + v(n) = [H(z) — H(z)]u(n) + v(n).

En paramétranl/ (z) comme une fraction rationnelle :

A) B(z) bo+biz7l 4 by ™
Z) = =< = - - y
A(z) l1H+azt+-+apuz=M

il reste & développer un algorithme de réactualisation defficients, en suivant le
gradient négatif de la fonction de coflit= E[e?(n)] :

1) = ) =5 |
br(n+1) = Ek(n)—g %;:n)] o
br=br(n
Pour le calcul de gradient, notons que
OE[e*(n)] _ 9y(n)
e = 2e(amF)
OE[m)] o o (o 2 _ (o 20
Ol 2E<()aék> 2E<(>aék)

ce qui fait apparaitre les signaux de sensibligén)/da;. etdg(n)/dby. Par un calcul
direct, ceux-ci deviennent

oy(n) OH(z) wln) = 2" B uln
oir. — oa, M= 0 H(z)u(n)
y(n)  9H(2) 7k o
by by (n) = A(z) ()

La génération des signaux de sensibilité est illustrée Refigure 5.3, et I'algorithme
de gradient se résume alors comme suit :
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u(n)_ y(n) v(n)

H() i}e
————————————————————————————————————————— - d(l‘l)

ay(n) i

Figure 5.3. Génération des signaux de sensibilité pour la configuraéon
erreur de sortie.

e Disponible a l'instant :

signaux d'étadj(n—1)/0by etdj(n—1)/dax, k=0,1,...

e Récurrence d'état :
d9(n) _ 9j(n—1)

~ ~ = 1) 2? . 7M ?
Oby, Obp_1
99(n) <N dg(n)

— = - -1
S = U Z ar(n—1)=3-

e Sortie dufiltre :
i 94 (n

. _ 1
i) = 3 beln=1) T

e(n) = d(n) - §(n)
e Post filtre :

~—
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== k=1,2,...,M;:
G, Oag—1
9j(n) dj(n)
= 7 —_— a _1
AR k; ax(n=1) =
e Réactualisation des coefficientsa .
dk(n—i—l):dk(n)—i—ue(n)ﬁ, k=1,2,...,M;
8ak
br(n+1) = bi(n) + pe(n) 8gén) , k=0,1,...,M;
k

En pratique, I'algorithme devrait étre accompagné d'urt_tés stabilité, qui
consiste & examiner périodiquement si le polynébme “geld% n) = 1 +
>4 ar(n) z=* est a minimum de phase.

Linconvénient principal de la méthode de gradient en ardeusortie est la pos-
sibilité que I'algorithme se piége dans un minimum localtt€eonsidération nous
motive pour examiner d’autres algorithmes qui sont pilpisl’erreur de sortie, sans
toutefois suivre le gradient de sa variance. Ainsi, un minimocal dans la variance
de sortie n'a aucune raison de paraitre comme un point egtnad’'un algorithme qui
ne suit pas ce gradient. Par ce méme raisonnement, on @qgtle minimum global
n'aura pas de raison non plus de paraitre comme un pointiziinaa cette différence
prés que, au moins dans le cas de modélisation exactepifeleesortie s’annule iden-
titiquement au minimum global si le bruit de sortie est absdous présentons deux
approches alternatives dans les paragraphes suivantgsqnot @ éliminer I'erreur de
sortie : la méthode de Steiglitz-McBride, et les algoritlsrfanctionnant selon le prin-
cipe d’hyperstabilité.

5.5. Méthode de Steiglitz et McBride

Cette méthode a été proposée d’abord comme une méthodw@¢&I E 65] qui
fonctionne en temps différé, puis réinterprétée comme gordlhme en filtrage adap-
tatif [STO 81], [FAN 86], capable de fonctionner en tempsl.ré®us développons
d’abord la version en temps différé, et puis nous expliquamsment I'algorithme en
temps réel en résulte.

Revenons a la minimisation d’'une erreur d’'équation, quisetinon pas les sé-
guences d’entrée et de référence directement, mais plesdtatsions pré-filtrées de

3. A parler proprement, ce test de stabilité n’est pas valdales le cas non stationnaire général
(voir, par exemple, [REG 95, exemple 6.3 et probleme 6.98isms’avére utilisable si les co-
efficients varient suffisamment lentement, condition olelorsque le pas d’adaptatipnest
choisi suffisamment petit.
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ces dernieres. Plus précisement, goitn indice d'itération, et supposons qu’il nous
reste un préfiltrd / A1 (z) depuis I'itération précédente :
I 1
Ap_i(z) 1+ag—127 - Famp-127M

Nous appliquons ce préfiltre aux séquences d'enfide)} et de référencéd(n)}
afin de générer des signaux préfiltrés, ndigsn)} et{d’'(n)} [voir figure 5.4(a)]. A
partir de ces séquences préfiltrées, nous cherchons demnoputs, notés

Ak(z) = 1+ai P S an,k M

Bi(z) = bop+bipz - bz ™

gui minimisent la variance d’une erreur d’équation :

e(n) Ai(2)d'(n) — Bi(2) W/ (n)

M M
d(n)+ Y ajed(n—k) =Y bjxu'(n—k)

i=1 j=0

Le polyndmeAy(z) obtenu au point minimum est inversé &pAy(z), ce dernier
remplacant le préfiltre pour la prochaine itération. La phae continue jusqu'a ce
qu’un point stationnaire s’obtienne, caractérisé pafz) = Ax_1(z); comme nous
voyons dans la figure 5.4(b), a un point stationnaire, ladirara droite se simplifie en
un chemin directe, tandis que la branche a gauche rend lelenadidnnel H (z) =
Bi(2)/Ag(z). Ainsi, & un point stationnaire, 'erreur d’équation aveéfiitrage se
transforme en une erreur de sortie.

5.5.1. Developpement Algorithmique

Considérons d'abord le cas ou le préfiliré4,_,(z) est fixe. La minimisation
de I'erreur d’équation peut faire appel a un algorithme dedgmnt, adapté directe-
ment depuis le paragraphe 5.3.1. D’'abord, les signaux fpésfisont générés par les
récurrences autoregressives ustilisant les valeurs $igi@ditérationk — 1 :

d'(n) = d(n)- Z ajk—1d (n—j)

y'(n) = yn)— > ajr1u'(n—y) (5.10)

j=1
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u(n) e |2, gk u(n) e |2, gk
d(n) I d(n)
1 1 [ 1 i 1
A1 (2) Pfé‘?tfes A1 (2) A ! A)
— g P : A (2)
%u (n) Erteur %d (n) | EJ
Bi(z) | d'équation | 7 () | B |: A2)
[ o ] 1 e ]
-7 Sm 7 d(n)
e(n) e(n)
(a) (b)

Figure 5.4. (a) Méthode en erreur d’équation appliquée aux signaux
pré-filtrés ; (b) systéme en erreur de sortie obtenu en untmbationnaire.

L'algorithme de gradient s’écrit alors

M M
e(n) = d'(n)+ Z ajr(n)d(n—j) — Z bjk(n)u'(n—j) (5.11)

j=1 7=0
ajp(n+l) = ajr(n) —pe(n)d(n—j), j=12,....M; (5.12)
I;j7k(n+1) = Ej,k(n)+ue(n)u'(n—j), j=0,1,..., M. (5.13)

Comme écrit, il nous faut trois indices pour chaque coefiicig est I'indice de co-
efficient dans le polyndmé; indique I'itération en cours, et désigne I'échantillon
temporel pendant la-ieme itération. En principe, on peut fixeet laissem augmen-
ter jusqu’a ce que I'algorithme converge, apres quoi leilfres seront reactualisés
enl/Ax(z), le compteum remis &0, et lek + 1-ieme itération pourra commencer.
Cette approche donne ainsi une séquence des problémesidressavec le résultat
d’'un probléme fournissant le préfiltre pour le probléme aoty

Une méthode pour accélérer la procédure est de réactuabgaefiltres en méme
temps que les coefficients, ce qui est obtenu en rempldagant; dans le préfiltre
par;(n) fourni par l'algorithme d’adaptation; I'indicé (d'itération) devient alors
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superflu. Ainsi, les séquence préfiltrées de (5.10) devigtrdes récurrences non sta-
tionnaires (car a coefficients variables) :

d'(n) = d(n)f_z&j(n)d’(nfj) (5.14)
M
y'(n) = y(n)—_ a;(n)u'(n—yj) (5.15)

La premiére ligne permet d’exprimé(n) sous la forme

M
d(n) =d'(n) + Y _ a;(n)d (n—j),

j=1

qui est reconnue comme le premier terme du membre a droite 1) dans le calcul
de I'erreur d’équation (aprés avoir enlevé l'indiesuperflu). Ainsi, on constate que
I'erreur d’équation avec préfiltrage se transforme en ureuede sortie :

e(n) =d'(n)+ Y a;(n)d' (n—j) = Y bj(n)u'(n—j)
j=0

j=1

d(n) y(n)

En retenant la réactualisation des coefficients de (5.125.&8), et la réactualisa-
tion des signaux pré-filtrés de (5.14) et (5.15), nous avaihgorithme de Steiglitz-
McBride en forme de filtre RIl adaptatif. L'algorithme essuné ainsi :

Disponible & l'itérationn :
Coefficients du filtre
ar(n), k=1,2,...,M;
b(n), k=0,1,...,M;
Etats des préfiltres
u'(n—k)etd (n—k), k=1,2,...,M;
Nouvelles donnéegchantillon d’entrée(n) ; échantillon de référencén).
Calcul d’erreur de sorti(]aw

u'(n) =u(n) = Y ar(n)u'(n—k)

k=1
g(n) = 3 bu(n) u'(n—k)
k=0
e(n) = d(n) - §(n)
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Réactualisation des coefficients
ar(n+l) = ar(n) —pe(n)y'(n—k), k=1,2,...,M;
br(n+1) = bg(n) + pe(n) v/ (n—k), k=0,1,...,M
Préfiltre de sortie

5.6. Algorithmes a Base d’Hyperstabilité

Les algorithmes dans cette classe remontent aux travaux.deibAau [LAN 76]
qui a reconnu l'intérét d’appliquer la théorie de stabitiigs systémes non linéaires
pour établir la convergence d’'un systeme adaptatif.

Considérons la configuration illustrée dans la figure 5.\martant un systeme
linéaire et invariant dans le temps, caractérisé par uraifonde transferf (z), bou-
clé par une loi de contreréaction qui est, en général, n@aiia et non stationnaire.
Le théoreme d’hyperstabilité [POP 63], [AND 68] affirme geeslystéme bouclé est
asymptotiquement stable, en ce sensque “— 0 pour toute condition initiale, si
les deux conditions suivantes sont réunies :

1) La fonction de transfert de la partie linéaire et invateéeshans le temps est stric-
tement réelle positive (SPR) Ceci veut dire que la partiberéle sa réponse fréquen-
tielle est strictement positive :

Re F(e™) > 0, pour toutw.

Cette contrainte équivaut a dire que la valeur absolue dedaepdeF (¢“) est stric-
tement inférieur & /2 radians pour tout.

2) La loi de contreréaction vérifie I'inégalité de Popov :
n
Z e(n) s(n) > =2, pour toutn,
k=0

pour une certaine constantequi peut dépendre de la condition initiale. L'inégalité
indique que I'excursion négative de la somme est bornégguiesion positive peut,
en revanche, étre non bornée.

Différentes démonstrations sont disponibles [POP 63], [¥98], [REG 95]; nous
nous contentons ici de montrer comment le probléme d’ifleation peut étre refor-
mulé afin de tirer profit de ce résultat.

Pour commencer, faisons I'hypothése que le systéme incesnuéritablement
une fraction rationnelle d’'un degré connu, disdiis et supposons dans un premier
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e(n)

0 F(2)

s(n)

non linéaire
non stationnaire

A

Figure 5.5. Systéme linéaire et invariant dans le tendfp&) bouclé par une
loi de contreréaction non linéaire et non stationnaire.

temps que la bruit de sortie)(n)} est absent. Dans ce cas, on retrode) = y(n),
ouy(n) vérifie

Ou encore

En écrivant explicitement les deux polynémes

A(z) = l4+a1z t+agz24+ - Fayz M

Sy
P
w
LY
I

bo4+ b1z b dboz 24 by M

et en se rappelant que ! désigne l'opérateur de retard, le comportement entrée—
sortie prend la forme d’'une équation aux différences :

M M
y(n) = — Z ax y(n—=k) + Z b u(n—k).
k=1 k=0

Mettons maintenant en paralléle un modéle ajustable :

M

M
gy == 3 ax(n)gin—k) + 3 biln) u(n—k),

k=1 k=0
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1 e(n)
A(2)

s(n)

algorithme
d’adaptation

Figure 5.6. Premiére tentative d’écrire I'erreur de sortie dans la farde la
figure 5.5, la fonctionl /A(z) n’est pas toujours strictement réelle positive.

algorithme
d’adaptation

Figure 5.7. Version corrigée en ajoutant un filtre de compensatitz),
choisi pour queC(z)/A(z) soit strictement réelle positive.

oul les cofficients{a(n)} et {bx(n)} restent & déterminer. L'erreur de sortig:) =
y(n) — g(n) vérifie ainsi une équation aux différences

Ceci admet une représentation schématique illustrée dafigure 5.6. Le schéma
commence a ressembler a celui de la figure 5.5, a une faute fEé®nction de
transfertl /A(z) n’est pas garantie d'étre strictement réelle positive (SPR

Puisque le signal d'errew(n) est directement disponible, on peut envisager
d’ajouter un filtre de compensatiéi(z) = 1+c;z71 + - - -+ cpr2 =™ qui donne une
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erreur filtrée, selon
e(n) =C(z)e(n) =e(n)+cre(n=1)+ -+ cpre(n—M),

comme illustré dans la figure 5.7. La partie linéaire et irarge dans le temps de-
vient ainsiC(z)/A(z), et en choisissant correctement les coefficidnis, on peut
s'assurer que la fonctiofi'(z)/A(z) devient strictement réelle positive. Pour s’en
convaincre, notons qu’'avec le choiX(z) = A(z), on retrouveC(z)/A(z) = 1,
qui est certainement strictement réelle positive. D’uneigr& plus générale, tant que
les coefficientq i } sont choisis dans un voisinage adéquat des coefficlents la
phase d&’(e™“)/A(e') a de bonnes chances de rester inférienf&radians, ce qui
assure la réalité positive stricte.

Il reste maintenant a concevoir un algorithme d’adaptatignimpose la satisfac-
tion de I'inégalité de Popov. Ceci a été achevé d'abord padha [LAN 76], qui
a développé un algorithme dont la complexité de calcul é&id()M?) opérations
par itération. Un algorithme simplifié a été proposé par $ohflJOH 79], algorithme
qui s'avere étre un cas limite de I'algorithme de Landau sndiaint la complexité se
ramene & (M) opérations par itération. L'algorithme a été baptisé HARH{per-
stable Adaptive Recursive Filter), et a la particularitthdeessiter la propagation des
erreurs a priori (c’est-a-dire, ce qui résulte avant dettgdiser les coefficients) et a
posteriori (apres réactualisation les coefficients) ; ilésime ainsi :

Algorithme HARF

Disponible a I'itérationn :

— Coefficients du filtre adaptatif :
ag(n), k=12,...,M;
br(n), k=0,1,...,M.

— Etats du filtre adaptatif :

u(n—k) et x(n—k), k=1,2,...,M;
— Coefficients et états du filtre de compensation :
c, et e(n—k), k=1,2,..., M.

Nouvelles donnéestchantillon d’eriteew(n) ; échantillon de référencén).
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Calcul d’erreur a priori :

gn) = = ar(n)z(n—k)+ Y br(n) u(n—k)
k=1 k=0
e(n) = d(n)—g(n)

Réactualisation des coefficients :

W= u/(l +p Yy P n—k)+p Yy u2(n—k)>
k=0

k=1
ap(n+1) = ar(n) —p e(n)z(n—k), k=1,2,...,M;
br(n+1) = bp(n)+ p e(n)u(n—k),  k=0,1,..., M.

Erreur a posteriori

M M R

z(n) = =Y arm+)a(n—k)+ Y be(nt+1)u(n—Fk)
k=1 k=0

n)—x

en) = d( (n)

Si le systéme inconnu est une fraction rationnelle de d&grét si le bruit de sortie
{v(n)} est absent, on montre [JOH 79] que cet algorithme conveamtgment pour
tout © > 0 & condition, bien entendu, de choisir les coefficiehts} du filtre de
compensation de telle fagon que la foncti@fx) /A(z) soit strictement réelle positive.
En présence d’un bruit de sortie, on montre [FAN 88] que leppétés moyennes de
convergence restent intactes; en particulier, la préséurebruit de sortie ne peut
pas biaiser le(s) point(s) de convergence.
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5.7. Algorithme Hyperstable Simplifié

L'algorithme que nous venons de présenter nécessite lalads erreurs a priori
et a posteriori, ainsi que des divisions. Nous montronsefois, que lorsque est suf-
fisamment petit, certaines approximations permettentidé&ra un algorithme encore
simplifié.

Pour commencer, notons que I'algorithme HARF utilise ungiadaptation nor-
malisé, sous la forme

M M
p= u/(l Yy k) +p Yy uQ(ﬂ’f))-
k=0

k=1

Poury petit, le denominateur est presque constant, car

M M
1+ Z 2 (n—k) 4+ p Z u?(n—k) =~ 1, pour . petit,
k=1 k=0

ce qui donng/’ = u.

Notons ensuite qu'une valeur faible pourimplique que les coefficients ne
changent que lentement :

ar(n+1) ~ ar(n) et by(n+1) ~ by(n)
Ainsi, la sortie a posteriori(n) est proche de la sortie a priafin) :

M

x(n) = -— Z ar(n+1) z(n—k) + Z b (n+1) u(n—k)
k=1 k=0

Q

M M R

= > an(n)x(n—k) + Y bp(n)u(n—Fk)
k=1 k=0

= 9(n)

A lieu de stocker donc les anciennes valefirsn—k) 12, dans le filtre récursif, on
peut stocker leurs valeurs approchéeé—k)} |, sans trop changer le comporte-
ment du filtre adaptatif. De la méme maniére, les anciennesirsrde sortie a pos-
teriori {e(n—k)}., cédent leur place aux erreurs a prife(n—k) L, . Avec ces
modifications, on arrive au filtre hyperstable simplifié, tip SHARF (= Simplified
Hyperstable Adaptive Recursive Filter) [LAR 80] :
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Algorithme SHARF

Disponible & l'itérationn :
— Coefficients du filtre adaptatif :
ak(n), k=1,2,...,M;

br(n), k=0,1,..., M.
— Etats du filtre adaptatif :

u(n—k) et y(n—=k), k=1,2,..., M;
— Coefficients et états du filtre de compensation :

¢, et e(n—k), k=1,2,...,M.

Nouvelles donnéegtchantillon d’erfteew(n) ; échantillon de référenaén).

Calcul d’erreur de sortie :

g(n) = =Y a(n)gn—k) + Y bu(n) u(n—k)
e(n) = d(n)—4(n)

M
e(n) = e(n)+ Z cre(n—k)

k=1

Réactualisation des coefficients :

ar(n+1) = ag(n) — pen)yg(n—=k), k=1,2,...,M;
bk(nJrl) = bk(n)Jru

5.8. Convergence des Algorithmes en Erreur de Sortie

A la différence de la méthode en erreur d’équation, dont tection de codt est
guadratique, les méthodes en erreur de sortie soit prégemte fonction de codt non



224  Filtrage adaptatif

quadratique (méthode de gradient en erreur de sortie)y'salitnettent pas d'interpré-
tation en termes de recherche d’un point minimum (méthodeStdiglitz-McBride
et d’hyperstabilité). Leurs propriétés de convergencé donc moins immédiates a
déduire, et ne sont que partiellement maitrisées dans Bocssmodélisé [REG 95].

Toutefois, certaines propriétés de convergence peuverdémontrées dans le cas
de modélisation suffisante, grace a la technique qui asaaafealgorithme adaptatif
une équation différentielle ordinaire. (voir Chapitre Npus résumons dans ce para-
graphe la stabilité des équations différentielles asss@éix algorithmes en erreur de
sortie, et présentons certains résultats applicablessasates-modélisé lors du para-
graphe 5.9.

Commencons par ranger les coefficiefiis} et {b;,} dans un vecteuw :

ai

Les algorithmes présentés jusqu’ici prennent tous la forme
w(n+1) = w(n) + pe(n)p(n) (5.16)

avecy le pas d’adaptatior(n) un signal d’erreur, ef(n) un vecteur de regresseurs
filtrés, dont la forme exacte varie en fonction de I'algamth L'approche a base d’une
équation différentielle associée s’applique lorsque I gradaptatioru est choisi
suffisament petit et d’autres conditions de régularité s@énifiées; voir [BEN 87],
[KUS 84], [FAN 88] pour des énoncés plus précis. Cette agmqermet de faire un
lien probabiliste entre I'algorithme de réactualisatibri) d’'une part, et une équation
différentielle d’autre part sous la forme

T — Ble(m) vmw] 2 f(w) 617)

ou I'espérance du membre a droite est évaluée pour des ceefidixes dansv, le
résultat variant en fonction de, ce qui donne le term¢(w) qui pilote la dérivé
temporelledw /dt du membre a gauche. Pgupetit, on montre [BEN 87], [KUS 84]
gu’un point stationnaire, noté,., sera un point attracteur de I'équation différentielle
[5.17] si et seulement si ce méme point est un point attracteléquation de réac-
tualisation [5.16], en ce sens “probabiliste” que

P(|w(n) —w.| < C) >1-4, pourn grand
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ou les constantes et ¢ diminuent aveg:. D’une maniére informelle, la convergence
en probabilité se traduit par les estimées des coefficietg s’approchant d’un voi-
sinage d’'un point attractew, et y restant par la suite, tout comme des mouches
autour d’'une ampoule électrique.

Nous examinons donc les équations différentielles quss@snt aux algorithmes
d’adaptations obtenus jusqu’ici.

5.8.1. Méthode de Gradient

Le vecteur regresseur de la méthode de gradient est chaisneda dérivé nega-

tive de I'erreur de sortie : 1 de(n)
en
w(n) = - 2 dw

Le terme qui pilote la dérivée devient alors

f(w)

Ele(n) ¢(n)[w]
1 de(n)
Y b (e(n) dw >

_dE[e*(n)]
dw

et I'équation différentielle associée prend la forme

dw  dE[e*(n)]
% — 7T . (5.18)

Le comportement de cette équation différentielle se déalsément en considérant
une fonction dite de Lyapunov, ici sous la forme :

L(w) = E[¢*(n)|w].

En tenant compte de I'équation différentielle (5.18), ladtion L(w) est contrainte
de décroitre avec le temps :

dr_[dL]dw
dt dw | dt
_ H dE[e?(n)] > (<0, dE[e*|/dw #0;
dw =0, dE[e*/dw =0;
ou nous notons quéL/dw = —dw/dt dans la derniere ligne. Ceci montre que la

fonction L(w), qui n’est autre que la variance de I'erreur de sortie entfonaes
coefficients du filtre, diminue jusqu’a ce qu’ un point minimsoit atteint. Ce com-
portement est, bien entendu, conforme a I'objectif de Bathme de gradient.
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5.8.2. Algorithme de Steiglitz-McBride

En raison de la réactualisation en permanence des préfilmes la méthode de
Steiglitz-McBride, I'algorithme ne suit pas le gradienudé fonction de codt. Ainsi,
I'analogie de la recherche d’un point minimum ne s’appliguas & cet algorithme.
Toutefois, I'équation différentielle associée est cogeaite, au moins dans le cas ou
I'ordre M choisi pour le filtre adaptatif coincide avec le degré duésyst a identifier
[STO 81], [FAN 88].

Le vecteur regresseur dans I'algorithme Steiglitz-McBrdralt comme
[ —d'(n—1) ]

Y(n) = 7d;L(/T(L;)M)

(M) |

ou les séquenceB(n) etw’(n) sont les sorties des filtres tout-pdle appliquéa)
etau(n):
1 1

d(n) = m d(n) u'(n) = m u(n).

L'équation différentielle associée prend alors la forme

[ —d'(n—1)
dw —d’(r;fM)
- E qe(n) ' (n) )
| u’(n—M) ]

qui, en soi, s’avere difficile a analyser.

Pour rendre cette équation plus maniable, séparons lesasamies signaj(n)
et bruitv(n) dans la sortie observ&n), et examinons l'influence de chacune apres
préfiltrage :

d'(n)=y'(n) +v'(n), avec y'(n)=
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On montre [STO 81], [REG 95] que lorsque le brjitn)} est blanc, il ne fait aucune
contribution a I'équation différentielle associée. Ceeirpet d'étudier I'équation dif-
férentielle comme si le bruit de sortie était absent; dartaseelle vient

[ —y/(n—1) ]

iw —y(n—M)
- = E<e(n) W' (n) (5.19)

u’(n—M) ]

Or, I'erreur de sortie(n) coincide avec une erreur d’équation avec préfiltrage :

e(n) = A(2)y'(n) - B(z)u(n)

' M
"(n) + Z ary' (n—k) + Z by, v/ (n—k) (5.20)
k=0

Si le systéme a identifier a une fonction de transfert rattierde degré/, on a

ce quidonned(z) y'(n) — B(z)v'(n) = 0, car

! — Z’U/n = z 1 n)— z 1 uln
A 0) = B W) = A3 = BE) g ()
- %5 (A() 29 >) (n) =0

En développanti(z) y'(n) — B(z)v/(n) = 0, nous avons

M M
=y'(n)+ Y axy/(n—k) = Y _ bpu'(n—k),
k=0 k=0

et en soustrayant cette équation de (5.20), nous obtenons

M

e(n):Z(d—ak Zbk—bk (n—k).
k=0

k=1
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Cette derniére forme poutn) permet de réécrire I'équation différentielle [5.19] sous
la forme

- —y/(n—l) -
d -/ T;* ’ ’ ’ ’
d_‘;v - vy (n)M Ny —y/(n—M) u'(n) o (n—M)]
L u’(n;M) ]
R(w)
ay — dl
an — ap
“ | by — b
Lbar — bar |
—_———
Wi — W
soit J
W
i R(w) (w. — w).

Notons queR.(w) est une matrice de covariance qui dépenavdenais elle est symé-
trique et définie positive pour tost pour lequel le polyndmeé (=) est a minimum de
phase. Si nous choissisons maintenant comme fonction gribpa

L(w) = 5 |w — w.|?
sa dérivée temporelle devient

dL_ [dL)'dw
dt dw | dt

C (we W) R(W) (ws — W) {< 0, wW#w,;

=0, w=w,;
carR(w) est définie positive. Ceci montre quet) tend globalementvens.. lorsque
t — oo, et donc que I'équation différentielle associée est gleimaint convergente.

Notons qu’'a la différence de la méthode de gradient, ce tadsig convergence
ne s’'applique que si I'ordré/ du filtre adaptatif coincide avec I'ordre du systéeme a
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identifier. Dans le cas sous-modélisd [< d° H(z)], la convergence de I'équation
différentielle s’avere difficile a établir. L'obstacle pdipal provient du fait que le
terme qui pilote I'équation différentielle, en I'occureri€[y)(n) e(n)], ne s’interpréte
pas comme le vecteur gradient d’une fonction de co(t. Lagialde la recherche d’un
point minimum ne s’applique pas donc a la méthode de SteiflitBride dans le cas
général.

Les expériences de simulation menées dans différentee(edy., [FAN 86],
[FAN 90], [FAN 93], [REG 95]) attestent toutefois d’un cormpement favorable dans
le cas sous-modélisé : I'algorithme observé converge sdwers un voisinage du
minimum global de la variance de I'erreur de sortie, mémesdes cas ou ce critére
présente des minima locaux.

Une question préalable & la convergence dans le cas sousigéarbncerne I'exis-
tence méme des points stationnaires de I'algorithme ; césant obtenus en resolvant
I'équation

qui consiste a trouver les coefficiertsb qui annulent la valeur moyenne du terme
de réactualisation des parametres, si elles existent. Ramesure ou ce systeme
est non linéaire vis-a-vis des coefficieatsdes solutions sous forme analytique sont
difficiles & obtenir. L'article [REG 97] demontre que, au modans le cas d'une entrée
{u(n)} blanche, ce systéme admet toujours une solution pour leqeepolyndme
Az) =1+ Z;I:il ar z~* est @ minimum de phase, correspondant & une fonction de
transfertf (z) = B(z)/A(z) stable.

5.8.3. SHARF

Pour un pas d’adaptatignchoisi suffisamment petit, correspondant a I'adaptation
lente, I'algorithme HARF se simplifie en I'algorithme SHARYoir paragraphe 5.7),
gue nous examinons ici dans le cas ou I'ortlfehoisi pour le filtre adaptatif coincide

avec l'ordre du systeme a identifier.

Le vecteur regresseur parait maintenant comme

[ —§(n—1) |
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et donc I'équation différentielle associée prend la forme

B Bl e(n)
Or, lors du paragraphe 5.6 nous avons é&€rif) sous la forme
C(z)

e(n) = a0 s(n)
ou s(n) s'écrit
M M

s(n) == lax — ar] §(n—k) + > _ [bx — bx] u(n—Fk)

k=1 k=0

si les coefficients sont fixes. Ceci permet d'écrire I'équatiifférentielle sous la
forme

[ —9(n—1) ]
dw | |—gtm-m)| (CC) . . )
i E () . (A(z) [—y(n) —g(n—M) wu(n) u(n—M)])
R(w)
ay — &1
an — G
| by — bo
Lbar — bar |
—_———
W, — W
ou bien p
d—‘;v — R(w) (W, — w).

Notons que la matricR (w) associée a SHARF n’est pas symétrique, en raison de la
présence de la fonction de transféit:) /A(z) appliquée a chaque argument a droite
dans l'opérateur d’espérance. Le lemme suivant montreéfét d'avoirC(z)/A(z)
comme fonction strictement réelle positive :

Lemme 5.1 Supposons qué® ﬁ(z) = M (aucune compensation pdle-zéro). Si la
fonction C(z)/A(z) est strictement réelle positive, la matri®(w) + R’(w) est
définie positive.
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Pour une démonstration, voir [LJU 77], [REG 95, p. 512]. @race lemme, nous
pouvons maintenant choisir comme fonction de Lyapunov

L(w) = Hlw. —wl?

Sa dérivée temporelle devient

dL _ [dL]"dw
dt dw| dt

= —(W. = W)'R(W) (W, — W)
<0, w#w,;

— L. — W) [R(w) + R (w)] (w. — w) {: 0, w=w

On en déduit quev(t) converge globalement vevs, lorsquet — oo. Ce résultat de
convergence ne s’applique que si I'ordre du filtre adapesifchoisi correctement;;
dans le cas sous-modélisé, I'algorithme ne suit pas le gmadiune fonction de codt,
et donc I'analogie de la recherche d’un point minimum neligipie pas en général a
cet algorithme.

L'existence des points stationnaires dans le cas sousim@dénene vers 'étude
des solutions de I'équation

Ele(n) v(n)[a,b] = 0,

qui consiste a chercher des coefficieatsb qui annulent la valeur moyenne du
terme de réactualisation des coefficients. Dans I'artREG 99], nous avons demon-
tré que ce systéme admet toujours une solution pour lagleepelyndémeA(z) =
1+ ch”il ar2~* est a minimum de phase, moyennant une contrainte raisaqabl
la densité spectrale de puissance du signal d’entrée soiéb@t non nulle pour toute
fréquence.

Soit /Al*(z) le polyndme obtenu en un point stationnaire. Selon les étoumées
dans [JOH 81], [AND 82], si le filtre de compensatif(z) est choisi pour assurer que
la fonctionC(z) /A, () soit strictement réelle positive, I'algorithme devraitwerger
vers un voisinage du point stationnaire en question, au smmur I'adaptation lente.

5.9. Approximation dans le Cas Sous-Modélisé

Dans le cas sous-modélisé, I'erreur de sortie résiduetke rsen nulle quel que
soit le réglage des coefficiertis b du filtre H(z) ; la notion d’identification au sens
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littéral est donc inapplicable. Il est Iégitime, toutefaidsexaminer si, a un point de
convergence, le modél# (=) fournit une approximation adéquate du systéme in-
connuH(z). Nous présentons dans ce paragraphe quelques résultatselaens,
applicables lorsque I'entrée est un bruit blanc.

Revenons a la fonction de transfert
o
H(z)= Z hy 27k
k=0

A partir de sa réponse impulsionne{lg; }, on introduit la forme de Hankély, qui
est une matrice infinie et constante le long de chaque aagietiale :

hy hy hs
ho hs hy
'y = hs hyg hs

Notons que cette matrice exclut le termge La norme euclidienne induite

A
Il || = sup |[Tax]|
Il =1

donne, par définition, laorme de Hankelle H(z). On montre [GLO 84], [GEN 81]
que cette norme se situe entre les norigst L, :

o] 1/2
(o) <lmul <sw
k=1 w

ou nous notons que le ternig est toujours exclu. Selon le théoréme de Krone-
cker [ADA 71], la matrice infinie de Hankdly sera de rang fini, disond, si et
seulement s (z) est une fraction rationnelle de degk& Pour les systemes phy-
siques rencontrés dans les applications, on a souvent da deduire un rang fini
pour la matrice de Hankel; voir, pour exemple, [LIA 98] pounreuétude des degrés
des chemins d’écho acoustique.

(5.21)

i hk ejw

k=1

Le modeéle ajustabléf(z) est contraint d’avoir un degr&/, et donc sa forme de
Hankel aura un rang égal :

hi hy hs
o by By
rang \ . hy hy - =M
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Le probléme d’approximation par norme de Hankel consigparér d’'une matrice de
Hankell'y; de rang arbitraire (mais supposé “grand”), a trouver uneicgade Hankel
I';; de rang inférieur qui est la plus proche par norme matrecialiiuite :

i Ty —T;
rangng;n:MH = gl

Sioy > o9 > o3 > --- > 0 désignent les valeurs singuliéres Bg, un résultat
classigue en analyse matricielle [HOR 88] montre guge. ;1 est la distance entigy

et 'ensemble de matrices de rand. En plus, une approximation optimale de rang
M peut étre construite en tronquant la décomposition en xakngulieres dé&'y a
sesM premiers termes. Une telle approximation, toutefois, mmémas une matrice
de Hankel en général, et donc ne donne pas une solution apgrob@me cai’; est
contrainte d’étre elle aussi une matrice de Hankel.

Adamjan, Arov et Krén [ADA 71] ont toutefois démontré un résultat remar-
guable : une matrice de Hankel infinie admet toujours unecgpiation optimale
qui garde sa structure de Hankel. On aura donc :

i Ty — T = :
L T =Tyl = onma

En plus, il existe une matrice de Hankel unidyg, de rang ne dépassant pas qui
atteint la borne.

Par I'inégalité entre la norma, et la norme de Hankel (5.21), on a
o] R 1/2
(o) < It~y
k=1

Puisque le membre a droite adn@gf,; comme valeur minimum, on en déduit une
borne applicable a I'approximation par norihe :

N oo R 1/2
min  ||H(z) - H(z)|]p = min ( > (hi— hk)Q) <oup1 (5.22)
d° H(z)=M d°H(z)=M \ |

(en veillant a choisifiy = ho, bien entendu). On peut aussi montrer une borne appli-
cable a la normé., [GLO 84]:

“min ||H(z)—ﬁ(z)||oo <OoM4+1+O0My2 +0OM43+ -
doH(z)=M

Ces bornes prouvent quesis+; est “petite” alorsH (z) est “proche” d’une fonction
rationnelle de degré/, par norme de Hankel, nornig, ou normel .
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Considérons maintenant I'algorithme de gradient en emdeuwortie. Si les coef-
ficientsa, b sont fixes et I'entrédu(n)} est blanche, la fonction de codt s’exprime
comme

Ele*(n)] = E{[(d(n) —§(n)]*}
= E|(v(n)+ 3 (hi, — ) u(n — k) 2]
= E[(n)] +E[’(n)] Y (h, — h3)?

1H (z) = H(2)l3

+ > (hi — ) E[o(n) u(n—Fk)]
k=0
0
= Ep*(n)] +E[W’(n)] - [|H(z) - H()|3

car le bruit de sorti§wv(n)} est supposé indépendant de I'entfé€n)}. En tenant
compte de la borne (5.22) applicable au minimum global dérmeia norme.,, nous
déduisons qu’au point minimum global,

E[v?(n)]
E[u?(n)] = Efu?(n)]

A

2
+ oMy

Ainsi, si o, 11 est petit, le modélé?(z) fourni par la méthode de gradient au mini-
mum global est garanti d’étre une bonne approximation dtésys inconnu. Notons
toutefois que d’éventuels minima locaux risquent de fautas modeles donnant une
erreur résiduelle importante, ce qui est un inconvénien¢unale la méthode de gra-
dient.

Pour la méthode de Steiglitz-McBride, si I'entrée(n)} est blanche, en chaque
point stationnaire on a la borne suivante [REG 96] :
o , max S, (e/*) — E[v?(n)]
H(z)—H < “
H (Z) (Z)H2 = JM+1 + E[ug(n)]

ou S, (e’*) est la densité spectrale de puissance du bruit de sortie bBilit de sortie
est blanc, on &, (e’“) = E[v?(n)] pour toutw, et la borne se simplifie en

1H (2) = H(z)|l2 < oarsa.
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Ainsi, si o1 €st petit, un point stationnaire de I'algorithme est gdrdatfournir
une bonne approximation du systéme inconnu. Notons que thoaeé de Steiglitz-
McBride peut, dans certains cas, admettre des pointsrstaiies multiples [FAN 90].
La non unicité, pourtant, n’est pas génante, en ce sens cumhe ci-dessus s’ap-
plique a chaque point stationnaire.

Soit maintenanﬁmin(z) la fonction qui minimise globalement la variance de I'er-
reur de sortie, et soi/gy(z) la fonction de transfert obtenue & un point station-

~

naire de l'algorithme de Steiglitz-McBride. PuisqU& (z) — Humin(2)|l2 < orr41

et||H(z) — Hsm(z)|2 < oar41, NOus obtenons, par l'inégalité triangulaire,

[ Hoin(2) — Hsm(2)2 = [[H(2) — Hsm(2)] + [H(2) — Hunin(2)]l2
< |H(z) = Hsm(2)|2 + [ H(2) = Huin(2)]2
< 20pm41-

Cette inégalité prouve que, lorsqug,.1 est petit, un point stationnaire de l'algo-
rithme de Steiglitz-McBride sera proche du minimum glob&lalvariance de I'erreur
de sortie.

5.10. Conclusions

Nous avons présenté les algorithmes principaux pour ladigtiRIl adaptatif, ainsi
gue divers résultats concernant les propriétés de conveege de modélisation. Par
souci de simplicité, nous avons examiné seulement la eé@lisdu filtre adaptatif en
forme directe. Cette forme de réalisation présente un wé&gent majeur : sa stabilité
dans les environnements non stationnaires est difficilesaras Cette considération
favorise le développement d’algorithmes pour d’autremde réalisation, notam-
ment la forme en treillis qui a le mérite de rester stable pehtadaptation [REG 95].
Le lecteur qui souhaitent étudier en plus de profondeur cées formes d’algo-
rithmes pourrait consulter les références [JOH 84], [SHY BREG 92], [MIA 94],
[REG 95], [LOP 01].
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ALE (Adaptive Line Enhancer), 45
Algorithme adaptatif, 33, 107
Algorithme déterministe moyen, 109
Algorithme projection affine (APA), 73
Algorithme rapide

en treillis (MCRT), 179

en treillis normalisé, 183

MCR 2D-1D, 170

MCR-QR, 196

MCRL1 (transverse), 158

MCR2 (transverse), 162
Annulation d’écho, 65
Approximation

de sous-espaces, 103

gaussienne (diffusion), 121

rationnelle (Hankel), 233
Approximation stochastique, 32, 36, 45,

106
ARMA (modélisation), 101
Attracteur, 112

cycle limite, 117
Birkhoff (Théoréme ergodique), 39
Chaine de Markov, 108
Champ de vecteurs (d’'un algorithme), 37,

108
Champ moyen, 109
Coercivité (condition de), 115
Constante de temps

du Gradient déterministe, 31

du RLS, 66
Contrainte

(Algorithme avec), 112

monique, 204

Norme unité, 204
Contrainte (Algorithme avec), 35
Convergence

de I'APA, 79

en loi des processus aléatoires, 119

en m.g. du NLMS, 56

p.s. (Algos étendus), 113

p.s.de ELS, 117

p.s. du LMS, 47

p.s. du RLS, 64

superlinéaire du RLS, 66
Courbe d’'apprentissage, 31
Cramer-Rao (borne de), 21, 37, 69
Diffusion gaussienne, 120
Echelles de temps (en poursuite), 129
Efficacité (d'un estimateur), 37
Egalisation, 18, 35

aveugle, 101
Egaliseur

Algorithme de Sato, 102
ELS, 107, 116
Equation différentielle

stochastique (EDS), 121
Equations normales, 27, 29

empiriques, 29

pondérées, 63
Ergodique (processus, signal), 39
Ergodisme, 32, 38, 48, 64

de la moyenne, 38

du second ordre, 38
Erreur
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d’'ajustement du LMS, 50
d’'ajustement du NLMS, 56
d’équation, 200, 214
d’équation (stabilité), 207
de sortie (méthode), 209
guadratique du RLS, 67
guadratiqgue moyenne résiduelle
(EQMR), 51
Erreur quadratique moyenne (EQM), 20,
43
Espace
d’'observation, 25, 28
Estimateur, 63
de moyenne, 110
Estimateur (propriétés statistiques), 37
Estimation
bayésienne, 21
d’'une moyenne, 34
enm.g., 23
espérance conditionnelle, 23
linéaire en m.q. (ELMQ), 23, 24
optimale, 20
paramétrique, 21
statistique, 36
Estimation de retards, 103
Etat
a représentation markovienne, 130
Excitation persistante, 48, 202, 206
Facteur d’oubli, 62
Filtrage
de Kalman, 24
de Wiener, 25
de Wiener RIF, 26
de Wiener RIF (transverse), 43
en treillis, 81
RIl, 100
Fletcher-Reeves (Algorithme), 33
Fluctuation
approximation gaussienne, 120
asymptotique, 118
du LMS, 47
résiduelle du LMS, 49
résiduelle du RLS, 66
Forme de Hankel, 232
Gain
matriciel, 132
Gain matriciel, 32, 129

Gradient, 105
Gradient (Algorithme de)
conjugué, 33
stochastique (LMS), 36
déterministe, 29
Erreur de sortie, 212
forme bloc-exacte du LMS, 58
stochastique, 205
stochastique (LMS), 43
stochastique (LMS-RII), 106
stochastique normalisé (NLMS), 54
HARF (Algorithme), 220
Hilbert (espace de ), 22
Hypermodéle, 129
Dérive déterministe, 130
Marche aléatoire, 130
Hyperstabilité, 217
Théoreme de Popov, 217
|dentification, 19, 200
Indépendance asymptotique, 40
Information de Fisher (matrice), 69
Kushner
Théoreme de convergence p.s., 113
Lemme d’inversion matricielle, 61, 149
Liapounoff
Equation de, 121
fonction de, 112, 114, 225, 228, 231
LMS, 45
LMS-RII, 106, 116
Loi des grands nombres, 38
M-indépendance, 40
Mélange (propriété de, ergodisme), 40
Maximum
de vraisemblance, 21
de probabilitéa posteriori(MAP), 21
de vraisemblance, 68, 143, 209
de vraisemblance récursif (RML), 106
Minima locaux, 36, 100, 210
Modélisation RII, 105
Modélisation
ARMA, 100
Moindres carrés, 27
étendus (ELS), 107
lien avec I'APA, 76
récursifs, 60
Mouvement brownien, 121
Newton (Algorithme de), 31, 32



Index 241

NLMS, 54
Non linéaire (estimation), 20
Non-stationnarité

Degré de, 125

Norme

de Hankel, 232
ODE, 107

Méthode de I, 111, 224
Poursuite

d’'une régression variable, 124
Préfiltrage, 213
Projection orthogonale, 22
Puissance itérée (méthode de), 134
QR (décomposition), 186
Quasi-Newton

(Algorithme de), 32, 106

stochastique, 61
Quotient de Rayleigh, 137
Régression linéaire, 64, 68
Régularisation, 77
Regression

linéaire variable, 124
Représentation Markovienne, 108
RLS, 61

aoubli), 63

déterministe, 65
RML, 106
Schur

complément de, 202
SHARF (Algorithme), 222
Sous-gaussienne (loi), 102
ISous-modélisation, 207, 229, 231
Soustraction de bruit, 18
SPR (Condition), 115, 116, 217, 230

Stabilité
enm.qg. du LMS, 51
exponentielle du LMS, 49
systeme non linéaire, 217
Stabilité, 108
au sens de Liapounoff, 114
de 'ODE, 113
exponentielle des transitoires, 112
globale d'un attracteur, 115
Steiglitz-McBride
méthode, 213
Algorithme, 216
Convergence, 226
Théoreme
de Gauss-Markov (RLS), 68
de Limite Centrale, 37, 69, 119, 121
de projection, 22
Toeplitz (matrice de), 147
Transitoire
du LMS, 47
du RLS, 65
Treillis, 169
adaptatif d’un filtre de Wiener RIF, 84
gradient et variantes, 83
LMS, 84
Moindres Carrés, 85
Moindres Carrés (Burg), 86
Prédicteur en, 172
prédiction linéaire, 81
Unimodalité, 101
Vecteur d'état, 37, 107
Vraisemblance (variable de), 151
Wiener-Lévy (processus de ), 121
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