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Chapitre 1

Introduction

En communication numériques, ’égalisation désigne les techniques de traitement du signal mises
en oeuvre pour annuler 'effet dispersif du canal. Le plus souvent sous forme d’un filtre linéaire,
I’égaliseur est calculé a la suite d’'une phase dite d’apprentissage au cours de laquelle I’émetteur envoie
une séquence connue a ’avance par le récepteur. En observant la sortie du canal pendant cette phase,
lalgorithme (d’égalisation) en déduit 1'égaliseur optimal qui, & la fin de la phase d’apprentissage,
continue d’opérer sur les observations du canal pour récupérer au mieuz les symboles effectivement
transmis, et ce jusqu’a la disponibilité d’une nouvelle séquence d’apprentissage. L’égalisation ainsi

réalisée est dite supervisée (par la séquence d’apprentissage).

Le probleme essentiel provient de la nécessité de reprendre la phase d’apprentissage chaque fois que
le canal change (significativement!) de réponse. Dans des applications ol le canal est inévitablement
variable dans le temps, notamment les applications de communications avec les mobiles, ceci implique
la réservation dans la trame d’une partie dédiée a la séquence d’apprentissage. La perte de bande est
souvent conséquente?. Dans les communications point & multipoints, lorsque la qualité de transmission
se dégrade sur une liaison, la reprise de 'apprentissage s’impose et monopolise le serveur; et toutes
les autres liaisons se trouvent suspendues durant [GODR 80]. Ces difficultés ont motivé la recherche
de techniques autodidactes dites aussi aveugles. 1l s’agit d’algorithmes d’égalisation qui se passent de

la connaissance du signal émis?.

Les premiers algorithmes d’égalisation aveugle utilisent implicitement [GODR 80] ou explicitement
[SHAL 90] les statistiques d’ordre supérieur (HOS*). Leur efficacité est limitée. D’un coté, une bonne
estimation de ces statistiques nécessite un grand nombre de symboles. Ces algorithmes convergent
typiquement au bout de quelques milliers de symboles ce qui est excessif vu qu’en pratique la réponse
du canal peut changer plus rapidement. D’un autre c6té, ces algorithmes faisant intervenir des criteres

non quadratiques, souffrent de 'existence de minimas locaux.

'En effet, les algorithmes d’égalisation supervisée ont la capacité de poursuivre des variations limitées de la réponse

du canal.
2Pour le standard GSM de communications mobiles, la séquence d’apprentissage est de 26 bits sur les 148 bits de la

trame. Elle est de 41 bits sur 87 pour la trame d’acceés [LEE 95].
31 égalisation aveugle trouve son application aussi en dehors du domaine des communications, tel en restauration

d’images et en géophysique [TONG 98].
“Higher Order Statistics
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Récemment, des techniques spatio-temporelles [NAGB 96] furent introduites. Consistant en 'utilisation
des réseaux d’antennes a la réception (et éventuellement a I’émission), elles permettent d’améliorer
la qualité de la réception supervisée, et par conséquent la capacité des systemes de communications
mobiles. Dans ces conditions de réception, les algorithmes d’égalisation supervisée nécessitent des
séquences d’apprentissage plus longues. Cependant, la réception spatio-temporelle a 'avantage de
faire apparaitre 'information de phase du canal dans ses statistiques du second ordre (SOS®) qui n’en
contiennent pas lorsque la réception s’effectue par le moyen d’un seul capteur. Ainsi, I’égalisation
aveugle est rendu possible au second ordre. Un cadre équivalent® i I'utilisation des réseaux d’antennes
est le sur-échantillonnage de la sortie du canal & un rythme supérieur au rythme symbole, dit aussi

réception fractionnée.

[’emploi de 'une et /ou 'autre de ces techniques est désigné par réception en diversité spatio-temporelle.
1l renvoie & lidentification-égalisation des canaux & une entrée et sorties multiples (SIMO?). Ainsi,
de nombreux algorithmes d’identification aveugle au second ordre ont été proposés dont [TONG 94,
MOUL 95, ABED 97, DINGa97]. Cette these est dédiée a I'étude de ce type d’algorithmes. Elle
se penche sur deux inconvénients majeurs qui pénalisent leur emploi en pratique. Premiérement,
ces algorithmes exigent la connaissance (improbable) de la longueur exacte du canal & identifier.
Deuxiémement, il ne leur suffit pas de disposer de la sortie du canal observée en diversité (spatio-
temporelle) mais il leur faut une diversité suffisamment forte pour que le probleme de I'identification
(en statistiques exactes) soit bien conditionné et assurer ainsi de bonnes performances lorsque le canal

est observé pendant une durée (forcement) finie (statistiques estimées).
Le rapport aborde ces questions en respectant le plan suivant.

Apres avoir précisé les notations (chapitre 2), on rappelle dans le chapitre 3 les techniques d’égalisation
(supervisée ou non) synchrones ou le canal & égaliser est observé & travers un capteur unique et au

rythme des symboles émis.

Ensuite (chapitre 4), les techniques de réception spatio-temporelle sont introduites ainsi que le modele
SIMO. Les notations, ainsi que des résultats asymptotiques, relatives aux SOS d’un SIMO sont
présentés. On rappelle les criteres de détection de l'ordre. Leur non fiabilité en pratique rend
nécessaire pour un algorithme d’identification d’étre capable de déduire la réponse impulsionnelle
du canal lorsque la longueur de ce dernier est sur-estimée. On désignera cette propriété par robustesse
a la sur-estimation de l’ordre. L’examen des algorithmes développés a ce jour permet de constater

qu’en pratique, aucun ne vérifie cette propriété.

Pour remédier a cet inconvénient, nous proposons dans le chapitre 5 un nouvel algorithme d’identification
aveugle au second ordre robuste a la sur-estimation de I'ordre au sens pratique du terme, i.e., lorsque
I’on dispose d’une valeur sur-estimée de 'ordre du canal et lorsqu’on 'observe pendant une durée finie
et en présence de bruit. Outre cet avantage, 'algorithme proposé permet de choisir 'ambiguité avec
laquelle I'identification se fait. La réponse du canal peur étre ainsi identifiée & une phase pres ou bien

a une phase et a une amplitude pres. Il montre également de meilleures performances qui de surcroit

5Second Order Statistics
SEn pratique (cf. chapitre 6), les canaux sont & bande limitée et les techniques fractionnées créent une diversité

insuffisante pour identifier de tels canaux & partir d’'un nombre limité d’observations. La réception en diversité spatiale
est souvent citée comme préférable de ce point de vue [Redd 95].
"Single Input Multiple Qutput
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peuvent étre améliorées sans avoir a augmenter la durée d’observation du canal.

Dans le chapitre 6, on met en évidence la sensibilité des algorithmes d’identification aveugle au second
ordre au bon conditionnement de la matrice de corrélation du canal. Cette derniere ayant une structure
bloc de Toeplitz, on fait le rapprochement avec le théoreme de Szegb qui lie les valeurs propres
d’une matrice de Toeplitz Hermitienne a la transformée de Fourier de ses termes. Ceci permet de
proposer une définition de la diversité d'un canal qui permet d’apprécier son identifiabilité en aveugle
indépendamment de ’algorithme en question. Elle est fixée comme étant la limite asymptotique de
la plus petite valeur propre non nulle de la matrice de corrélation du canal lorsque le facteur de
lissage de cette derniere tend vers l'infini. On propose également une nouvelle démonstration de
I’extension du théoreme de Szegd aux matrices bloc de Toeplitz, plus simple mais sous des hypotheses
moins générales. L’interprétation de ce résultat dans le cadre de I'identification aveugle des canaux
SIMO permet de déduire une borne supérieure sur la diversité du canal qui s’exprime en fonction
de sa fonction de transfert. Cette borne se préte mieux a linterprétation physique. Elle permet en
particulier de justifier 'inefficacité des algorithmes aveugles a identifier les canaux a bande limitée en

diversité temporelle, et rejoint ainsi les conclusions de travaux précédents.

La faible diversité des canaux est souvent le fait de termes faibles a la téte et/ou a la queue de
la réponse impulsionnelle. Liavas et al introduisent [LIAV 99] la notion de réponse effective comme
étant la sous partie contigué de la réponse débarrassée des termes faibles a la téte/queue. Ils proposent
[LIAV 99] un algorithme de détection de 'ordre dit effectif de cette réponse et mettent en évidence sa
bien meilleure diversité qui la préte mieux a l'identification [LIAV 99, LIAV 00]. Nous commentons la
pertinence de cette approche qui en fait ne correspond qu’a certaines situations fréquentes mais pas
exhaustives. Dans de telles situations, nous effectuons une étude de performances applicable a tout
algorithme du second ordre. Son application a certains algorithmes permet de vérifier la validité de
I’étude et de dégager certaines conclusions quant a la sensibilité des algorithmes d’identification a la

non prise en compte de termes faibles a la téte et /ou a la queue de la réponse.

Le rapport s’achéve par une conclusion qui expose certaines des difficultés persistantes et les perspec-

tives futures.

Le travail effectué dans le cadre de cette these a été 'occasion pour I'auteur de proposer les contribu-

tions suivantes :
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Chapitre 2

Notations

On écrit a (resp. a et A) un scalaire (resp. un vecteur et une matrice).

Soient A (m x n) et B (p x q) deux matrices. On définie (notations de [SCHO 97, §7]) le produit de
Kronecker (A ® B) par la matrice mp x nq telle que le sous-blocs (i, j) est [a;;B].

On définie opérateur linéaire Vec () tel que Vec (A) = [a11a21 - - - amra12a22 - - - amn}T. On désigne par
|lal| la norme euclidienne du vecteur a définie par ||al| =4/, [a;|2. Si A est une matrice carrée n x n,
on désigne par [|A| sa norme euclidienne définie par ||A[| =max|q—; [[Aal| et par [A,| sa norme de

Frobenuis définie par |An|£\/l o1 2= laij? = ﬁ [[Vec (A)].

n

On note o, (A) (resp. Ap(A)) la pP1€ plus grande valeur singulicre (resp. propre) de la matrice (resp.
de la matrice carrée) A. En particulier, on note o (A) =0y,(a) (A) (resp. A(A)=Aa) (A) ) la plus
petite valeur singuliere (resp. propre non nulle). vecp(A) (resp. VECP(A)) désigne le vecteur propre

1

normé’ associé a la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de la matrice carrée A. Tr(.) et

rg (.) désignent respectivement la trace et le rang d’une matrice.

|z| (resp. [x]) d'un réel z désigne le plus grand (resp. le plus petit) entier € Z inférieur (resp.

supérieur) ou égal & z. E (.) désigne I'esperence d’une variable aléatoire.

On note les vecteurs et les matrices suivants :

I; la matrice identité [ x [.

0. la matrice nulle £ x [. On note 0;=0, 1.

0o --- 0 1
N 1 0 o ,
I,= 0 : la matrice d’inversion [ x [.
1 0 - 0]
[0 0 0]
e e ) , b (T
J=1. . la matrice de décalage I x [. On note J; :<Jl>
. .. 0 0
0 .- 1 0]

1Unique & une rotation prés.
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e, le vecteur canonique de dimension L, tel que (er;), = ;-

1, =[1,1,---, 1", I-dim.

i k’ l T T el
Kk,l— Ei:l Zj:l (ekﬂ'eld ® el’jek_ﬂ.). On notera Kk—Kk,k

La matrice K vérifie les propriétés suivantes [SCHO 97, HEND 81]. Soient les matrices A (m xn), B
(n x p) et C (p x q) et les vecteurs x et y.

(x®yT) = xyT
Vec (ABC) = (C"® A) Vec(B)

Vec <AT> = K,,,Vec(A)
(A®C) = K, (C®A) K,,

K = Ki; = K
Ki1 = I
Komn = KannKanm
Si A est m x m et Hermitienne, alors Vec (A*) = K,,Vec (A) (2.1)
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Chapitre 3

Egalisation synchrone en

communication numérique

Les techniques numériques de communications sont en passe de devenir le mode privilégié pour
les produits et systémes de télécommunications. Les communications numériques offrent des possi-
bilités vastes de traitement a tous les niveaux de la chaine de communication: stockage, compression,
cryptage, multiplexage, et surtout lutte contre les erreurs de transmission. Ce but est servi par un
nombre de techniques mises en service a la fois a la transmission et a la réception: codage et décodage
canal, filtre de mise en forme et réception synchrone, séquence d’apprentissage et réception super-
visée. Les progres enregistrés ont permis d’améliorer la qualité des communications et de proposer de

nouveaux services.

Dans ce chapitre, on rappelle des éléments de la théorie des communications nécessaires a I'introduction
du probleme d’égalisation des canaux de communications. On s’y limite aux récepteurs synchrones
fonctionnant au rythme symbole; congus dans le but de recouvrir la séquence des symboles émis
a partir des observations tirées de I’échantillonnage au rythme symbole (& la fréquence de Baud) du

signal regu.

3.1 Canal de communication

3.1.1 Chaine de communication numérique

Comme montré dans Fig. 3.1, la source d’information numérique subit en premier lieu un codage
source qui consiste & compresser (sans ou avec pertes) les données pour minimiser la quantité de
symboles & transmettre. Ensuite, un codage canal va injecter de la redondance qui a la réception va
permettre de s’assurer si la transmission s’est effectuée sans erreurs et éventuellement de les corriger.
Les trains de symboles de plusieurs sources coopératrices peuvent étre associés pour partager le méme
support de transmission (multiplexage). Le modulateur génére un signal qui varie en fonction du
multiplex ainsi formé et qui occupe une bande spectrale adaptée aux possibilités de transmission sur

le support de communications. Les variations du signal modulé sont interprétées a la réception pour
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Figure 3.1: Chaine de communication numérique

déduire les bits transmis, la démodulation. Le modulateur peut éventuellement assurer un étalement
en fréquence. Le signal ainsi formé est continu dans le temps et est mis en contact avec le support
physique de communication. A ce point, la suite des équipements et opérations engagés constitue

I’émetteur.

Le récepteur procede en sens inverse a des taches similaires. Le signal transmis est recu a travers un ou
plusieurs antennes, concues et disposées pour capter un maximum de ’énergie utile. Le démodulateur
effectue la transposition en fréquence et livre, apreés synchronisation, des échantillons du signal pris
a intervalle de temps régulier. Ces échantillons vont étre traités (égalisation) puis comparés & certaines
valeurs discretes d’un alphabet fini désigné par constellation. Décodage canal et source permettent

finalement de récupérer au mieux la séquence transmise.

3.1.2 Effets du canal

Tout se serait bien déroulé sans les effets indésirables qui se produisent pendant le parcours du support

physique. Le signal arrive affecté par un certain nombre de modifications.

La premiere est le bruit additif. Il englobe toutes les émissions externes les plus diverses (bruit
cosmique, activités électriques de I'atmosphére, autres transmissions, ...) et le bruit généré dans les
circuits du récepteur lui méme (bruit thermique et impulsif). L’activité de ces sources est supposée
étre indépendante de la transmission en cours et ne pas évoluer au cours du temps. Elle est souvent
modélisée par un processus aléatoire stationnaire gaussien blanc et centré caractérisable par sa seule

puissance.

Les performances d’un systeme de télécommunications doivent se dégrader avec I'aggravation du niveau
de bruit. Dans les systémes multi-utilisateurs, ceci implique une dégradation de la qualité de service
a mesure que des utilisateurs se connectent au réseau. Les recherches actuelles s’orientent vers la prise
en compte de ces interférences en tant que telles et la prise en considération des propriétés structurelles
de ces signaux interférant dans la procédure de réception. Ces techniques sont souvent désignées par

détection multi-utilisateurs. Notre travail s’inscrit en dehors de ce cadre.

Le signal transmis peut étre affecté par des distorsions le plus souvent considérées comme linéaires.

Ceci se produit lorsque le canal de transmission, dit alors linéaire, vérifie la propriété de superposition
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i.e., lorsqu'une combinaison linéaire de signaux se présente a son entrée, il génere la méme combinaison
linéaire des signaux sortie qui seraient générés par ces signaux entrée se présentant individuellement.
Un canal de ce type est le canal a trajet multiples souvent utilisé pour modéliser les conditions de
transmission radio dans un environnement ou les obstacles se comportent comme des réflecteurs qui

font apparaitre des versions affaiblies et retardées du signal d’origine.

Ces distorsions linéaires se traduisent alors par la présence a la réception & un instant donné du symbole
émis courant mais également de répliques des symboles émis a d’autres instants. Cette interférence
inter symboles (ISI') est un probléme majeur de la communication numérique. Sa suppression, ou du

moins sa réduction, est une tache essentielle du récepteur.

Ce probleme s’accentue dans le cas des systémes de communications avec les mobiles a cause de la
diversité (et de I’évolution permanente) du canal physique qui sépare "émetteur du récepteur, station
de base ou terminal selon qu'’il s’agit du lien montant ou descendant. En effet, émetteur et récepteur
sont rarement en visibilité directe. Les obstacles qui s’interposent sont de deux types. Les obstacles
les plus grands (grands batiments, montagnes, ...) sont & lorigine chacun d’un trajet. Ces trajets
arrivent au niveau du récepteur séparés de plus d’une durée symbole. Ces obstacles sont responsables
de T'ISI. Des obstacles plus petits et plus nombreux (personnes, véhicules, arbres, constructions, ...)
se trouvent au voisinage immédiat du récepteur. De part leur proximité, les trajets qu’ils générent
arrivent presque au méme instant. Leur effet principal est d’'une autre nature puisque a cause de
leur mobilité ou celle du récepteur, leur composition varie dans le temps. L’effet de ces obstacles
secondaires se traduit par la non stationnarité du canal de transmission, d’autant plus importante que

la vitesse de déplacement du mobile augmente.

Le canal peut cependant étre non linéaire. C’est le cas par exemple des fibres optiques et guides
d’ondes. Entre autres, ces milieux sont le siege de phénomenes de résonances qui génerent des
fréquences harmoniques du signal d’entrée. Le signal est plus riche en fréquences a la sortie qu’a I’entrée.
Ce type de distorsions n’est pas adressé dans ce travail, les canaux étant supposés linéaires. Egalement,
la maniére avec laquelle le canal altére les signaux transimis peut varier dans le temps (& cause de la mo-
bilité des utilisateurs d’un systéme de communications avec les mobiles ou bien a cause de l'irruption
d’obstacles ou des changements climatiques pour les systémes de faisceaux hertziens). Ceci se traduit
par des chutes brutales du niveau de puissance du signal recu [KNDY] dits fading ou évanouissements

rapides.

3.1.3 Equivalent bande de base

Lorsqu’on emploie des modulations linéaires, le plus souvent la modulation en quadrature (QAM?),
on montre que la chaine de communication peut étre modélisée comme dans Fig. 3.2.a i.e., équivalente
a une transmission en bande de base (i.e., sans modulation) de symboles complexes s(k) a travers un

canal ¢(t) complexe.

La source englobe les symboles a transmettre apreés codage source et canal et autres manipulations qui

n’altérent pas la nature numérique ou discréte des symboles (multiplexage, entrelacement, brouillage,

nter Symbol Interference
2Quadrature Amplitude Modulations
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Figure 3.2: Schéma numérique équivalent bande de base

chiffrement, ...). La source est dite & alphabet fini car le nombre de valeur possibles (dits états) que
peut, prendre un symbole donné est fini. L’ensemble des états forme la constellation. La source est

supposée générer des symboles i.i.d. (indépendants et identiquement distribués).

A partir de ces symboles, un filtre d’émission (ou aussi filtre de mise en forme) fabrique un signal
continu dans le temps s(t) = >, s(k)u(t — kT'). s(k) étant le symbole émis par la source & 'instant

ET. u(t) est le signal de mise en forme. Le signal ainsi généré est mis en contact avec le canal.

Le canal ¢(t) inclut en plus du canal physique, les étages de modulation et de démodulation. Il est
souvent modélisé par un filtre linéaire et invariable dans le temps. Son effet se traduit par 1'étalement
dans le temps du signal émis. Les souces de nuisances sont traitées comme un bruit additif qui entache
I'observation de ce canal. On fait I’hypothése que le bruit discret b(k) est blanc® malgré, qu’en fait, il

est coloré & cause du filtre de réception.

Le récepteur échantillonne le signal recu a la fréquence symbole a partir d’un instant to. Le fil-
tre de réception, dit aussi filtre adapté blanchisseur a un double role. D’une part, il est adapté au
filtre d’émission de maniere a maximiser le rapport signal sur bruit a 'entrée de 1’échantillonneur
pour l'instant d’échantillonnage précis. D’autre part, il décorrele les échantillons du bruit. Ces
fonctions ne sont jamais parfaitement achevés du fait que canal et bruit sont inconnus. Puisque
Iinstant d’échantillonnage intervient dans la conception du filtre de réception, une synchronisation

plus ou moins parfaite est nécessaire pour commander I’échantillonneur. Des techniques de verrouil-

3au second ordre i.e., décorrélé.
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lage de phase (PLL*) sont mises en oeuvre pour mettre en phase 1’échantillonneur avec la séquence
des symboles émis. Les échantillons ou observations (entachés de bruits) sont par la suite traités pour

reconstituer les symboles émis.

Fig. 3.2.a a Fig. 3.2.c montrent que ce schéma peut étre ramené a un schéma numérique équivalent
en bande de base, celui de Fig. 3.2.c, ou la sortie discréte y(n) est une version bruitée de la filtrée des
symboles émis par un filtre numérique h(n) qu’on désigne désormais de canal et qu’il convient d’annuler
leffet, ainsi que celui du bruit. Une partie du récepteur, le filtre adapté, est passée dans le canal. Le
récepteur numérique se charge de reconstituer les symboles émis. Cette tache d’égalisation peut étre
réalisée par un seul bloc, le decodeur de Viterbi, ou plus couramment par un filtre linéaire dont la sortie
approxime les symboles émis, suivi d’un bloc de décision qui léve le restant de I'indétermination sur
ces symboles en les choisissant dans 'alphabet de la source. Dans ce dernier cas, on appelle égaliseur

le seul filtre linéaire.

3.1.4 Interference inter symboles

D’apres Fig. 3.2.b, lorsque le signal traverse le canal de réponse impulsionnelle h(t), on récupére
a la sortie le signal y(t) = > s(k)h(t — kT) + b(t) ou b(t) représente le bruit d’observation. On a
y(n)=y(to +nT) = S s(R)h(to + (n — KYT) + blto + nT) = s(mh(to) + Sy s(k)hlto + (n — KYT) +
b(to+nT) donc I'observation & I'instant nT" contient, en plus du signal émis & cet instant et du bruit, le
terme 3"y ., s(k)h(to+(n—Fk)T) qui traduit I'effet indésirable des symboles voisins appelé interférence
intersymboles (ISI).

Pour prévenir I'ISI, le canal h(t) doit remplir la condition dite de Nyquist se traduisant par h(tg+ (n—
k)T) =1, si n =k, 0 si non. Une conséquence est que si [— f, fr] est la bande occupée par le canal,
alors elle doit vérifier f;, > % Une famille populaire de signaux satisfaisant le critere de Nyquist est
celle des cosinus sur-élevés. Le respect du critere de Nyquist n’est pas possible en pratique a cause
de l'indétermination du canal physique et 'impossibilité d’achever une synchronisation parfaite. Il
s’en suit que la présence d’ISI est incontournable et que des techniques, dites d’égalisation, pour la

combattre doivent étre développées.

On utilise 'ouverture moyenne de Poeil pour apprécier I'ISI (ou I'ISI résiduelle, apres une égalisation)
D [P(to+ET) > —maxy|h(to+kT)|?

ma R TR . Une autre

indépendamment des symboles courants. Elle est définie par

S, [h(to+KT)|—maxy | h(to+kT)]|
maxy |h(to+kT)| :

définition courante est

3.2 Egalisation linéaire supervisée

3.2.1 Structures et criteres d’égalisation

Un égaliseur appliqué a la sortie de I’échantillonneur va tenter de fabriquer a partir d'une suite de
mesures du canal, un symbole (ou bien une séquence de symboles) qui ressemble aux mieux au symbole

(ou bien & la séquence de symbole) émise, moyennant un délai donné.

4Phase Looked Loop
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Figure 3.3: Egaliseur linéaire

Le degré de ressemblance est décrit par un critére qui compare les symboles reconstitués aux symboles
émis. Le plus pertinent pour les applications de télécommunications est la probabilité d’erreur. Min-
imiser la probabilité d’erreur est équivalent & maximiser la probabilité & posteriori (MAP®). Lorsque
les symboles émis sont équiprobables (des techniques de brouillage et d’entrelacement sont utilisées
pour ce faire), ce critére est équivalent au critére du maximum de vraisemblance (MLS). Lorsque le
bruit est blanc et gaussien, 'estimateur optimal au sens ML est I'estimateur de séquence & maximum
de vraisemblance (MLSE?) lorsque la longueur de la séquence tend vers I'infini. La MLSE est réalisée
par 'algorithme de Viterbi. Un tel égaliseur a, cependant, le défaut d’avoir une structure non linéaire
et surtout une complexité qui croit exponentiellement avec le nombre d’états. D’autres critéres sous-
optimaux mais plus simples sont proposés pour la conception des égaliseurs. Il s’agit du critere du
Zero-Forcing (ZF) et du critere de l'erreur quadratique moyenne minimale (MMSE?®) qui permettent
d’atteindre des performances proches de 'optimum lorsque les conditions de réception sont favorables

(fort rapport signal sur bruit notamment).

Lorsque la réception se fait en présence de bruit, une reconstitution parfaite (ou parfait rime toujours
avec d un délai prés) n’est pas possible sans utiliser des techniques non linéaires. Ou bien I'égaliseur a
une structure non linéaire (détecteur de Viterbi); ou bien (cf. Fig. 3.3) il est composé d’un premier bloc

linéaire suivi d’un deuxiéme bloc (de décision) non linéaire (un comparateur ou slicer typiquement).

Les systemes de communications tendent de plus en plus vers 'utilisation de constellation denses,
doivent intégrer des utilisateurs nombreux et sont dimensionnés pour affronter des canaux séveres,
notamment en termes d’ISI. Les récepteurs de Viterbi sont de ce point de vue mal adaptés. Les struc-
tures linéaires sont nettement plus faciles & modéliser et & manipuler, en particulier pour des mises en
oeuvre adaptatives. L’algorithme d’égalisation calcule les coefficients du filtre en fonction des observa-
tions du canal et éventuellement en connaissance de certain des symboles émis (égalisation supervisée)

ou des symboles reconstitués si ces derniers sont crédibles (égalisation & retour de décision ou DFE?).

®Maximum a Posteriori Probability
SMaximum Likelihood

"Maximim Likelihood Sequence Estimation
8Minimum Mean Square Error

9Decision Feedback Equalizer
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Cet ajustement des coefficients du filtre égaliseur se fait en fonction du critére de reconstitution : ZF
ou MMSE.

Un égaliseur linéaire, d’ordre [, qui permet de retrouver le symbole transmis avec un délai ¢ > 0 est
noté g = [g(0),---,g()]". On note g(z) = 335, g(k)z~* sa transformée en z. Pour des considérations

pratiques, I'égaliseur est & réponse impulsionnelle finie (FIR?).

Egaliser un canal h(z) au sens ZF consiste & choisir g(z) = ﬁ(; i). Puisque le canal h(z) est souvent un

FIR, son inverse est & réponse impulsionnelle infinie (IIR'!). g(z) en est une approximation FIR et
n’assure donc pas une inversion parfaite du canal. La sortie de 1'égaliseur est s(i) + Y5, b(k)g(i — k).
En présence de bruit, certaines composantes du bruit peuvent se trouver significativement amplifiées.
En effet, lorsque le canal est sélectif en fréquence, I'égaliseur va présenter des gains importants pour
récupérer les fréquences affaiblies par le canal. Le bruit est amplifié par la méme occasion. Cette

amplification du bruit (noise enhancement) amoindrit I'intérét pour I’égalisation ZF.

L’égalisation MMSE fixe les coefficients de I'égaliseur afin de minimiser 'erreur quadratique moyenne

EQM (MSE'2) entre le symbole reconstitué et le symbole effectivement émis i.e.,
g = argmin E (|z(n) —s(n— z)|2>

La MSE est minimale lorsque l'erreur z(n) — s(n — i) est décorrélée de [y(n),---,yn—1] ce qui meéne

E(ly(n).-yn 0" [y(n),- - ytn — 0]) g =B ([y(n). - y(n D] s(n—4))  (3.1)

Lorsque le canal est a réponse impulsionnelle finie, on a

h(0 oo h(M 0
y(n) o) ) . s(n) b(n)

N L | R Y
y(n—1) 0 h(0) L h s(n—M —1) b(n —1)

Etant donné que le bruit est décorrélé de I'entrée (blanche) du canal, on obtient

h(0) -+  h(M) 0 oo 15 Th(O) -+ (M) 0 o r
. 0  h(0) h(M) 9 h(0) h(M) o2 e
0  h(0) h(M) 0  h(0) h(M)
h(i) 1
= : (3.2)
h(i —1)

Plus généralement, lorsque le canal est a réponse impulsionnelle infinie, on montre que

 oiz 'Rz
02 h(2)h*(z71) + o

9(2)

0Finite Impulse Response
"nfinite Impulse Response
12Mean Square Error
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Son expression traduit le compromis que doit respecter 'égaliseur MMSE entre la correction des
distorsions du canal et une amplification limitée du bruit. L’égaliseur MMSE coincide avec ’égaliseur

ZF en ’absence de bruit.

Les performances (sous-optimales) des égaliseurs linéaires peuvent varier sensiblement selon le choix
de la longueur de I’égaliseur et du retard d’égalisation. Alors qu’il va de soi que plus long I’égaliseur,
meilleure est ’égalisation; le choix du retard est plus problématique. En pratique, il est le plus
souvent constaté (des contre-exemples cependant existent) que les délais extrémes, minimaux (i = 0)
et maximaux (i = M + ), se montrent défavorables et que les délais moyens offrent de meilleures

performances [Touz 98].

3.2.2 Implémentation de ’égalisation linéaire MSE

D’apres (3.2), le calcul de I'égaliseur linéaire MMSE g nécessite la connaissance de la réponse impul-
sionnelle du canal. Ainsi, une premiere approche, dite indirecte, passe par 'estimation de la réponse
du canal suivie d’'une estimation de 1’égaliseur MMSE correspondant en utilisant (3.2). Cependant,
I’approche suivante, dite directe, lui est préférée. Plus simple, elle se préte mieux a une implémentation
adaptative. Ne faisant pas d’hypotheses sur la longueur ni sur la structure du canal, elle est robuste
aux erreurs de modélisation de ce dernier. Elle exploite (3.1) pour calculer 1’égaliseur MMSE. La
connaissance du canal y est remplacée par la connaissance des bits émis. Ces derniers forment la
séquence d’apprentissage'. Dans (3.1), les espérances sont remplacées par les moyennes empiriques

tirées des observations et symboles courants.

Les situations pratiques correspondent souvent a des canaux variables au court du temps. Pour faire
face, lestimée de I'égaliseur doit étre mise a jour continuellement, & l'occasion de toute nouvelle
mesure du canal le plus souvent. Un algorithme adaptatif ajuste a chaque instant nT les coefficients

de Dégaliseur g™

g™ = gD 4 uAM (s(n i)~ [y(n), -, y(n D)D) (3.3)

La suite des égaliseurs doit converger, avec le temps, vers la solution de (3.1). (3.3) exprime que
les coefficients du filtre sont actualisés a partir des anciennes valeurs, et sont explorés dans la direc-
tion A proportionnellement & Perreur de reconstruction et au pas u choisi. Le pas p controle la
vitesse et la précision (augmenter p fait augmenter la premiere et affaiblir la deuxieme) avec lesquelles
Palgorithme converge vers la solution optimale de (3.1). A est choisi de maniére & s’annuler lorsque
lerreur z(n) — s(n — i) entre le symbole égalisé et le symbole émis (de la séquence d’apprentissage)
s’annule. Le choix de A(™ dépend de lalgorithme adaptatif. Les plus connus sont 'algorithme du

gradient stochastique (LMS!?) et I'algorithme des moindres carrés récursifs (RLS!®).

Quand la phase d’apprentissage du canal est terminée et les symboles transmis ne sont plus con-
nus, l'algorithme adaptatif continue de se dérouler de la méme maniére, en remplacant dans (3.3)

les symboles émis par leurs estimations $(n) prises par le dispositif de décision. Dans ce cas, on dit

13¢raining sequence
141 east Mean Square
15Recursive Least Square
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que l'algorithme est entré dans un mode entrainé (DD'6) qui va Iui permettre de suivre des varia-
tions pas trop rapide du canal jusqu’a la nouvelle phase d’apprentissage. Le bon fonctionnement du
mode DD nécessite que les symboles soient suffisamment bien reconstitués a la sortie de I'égaliseur
pour qu’apres le bloc de décision, ils correspondent exactement aux symboles effectivement émis.
Autrement, une erreur de décision se propage vers les décisions suivantes et provoque la dérive de
I’égaliseur. Cette propagation d’erreur limite 'emploi du mode DD aux conditions de transmission
favorables i.e., des variations lentes du canal et un bruit faible. Lorsque le canal reste faiblement
variable entre deux séquences d’apprentissage succesives (c’est le cas, par exemple, du systéeme GSM
pour qui les trames sont suffisamment courtes), I’égaliseur n’est plus mis & jour apres le passage de la

séquence d’apprentissage et le mode DD n’est pas engagé.

L’algorithme LMS est un algorithme de gradient stochastique i.e., qui minimise la fonction cofit en
explorant la direction opposée du gradient instantané. Il s’en suit que A = [y(n),---, y(n — l)]H .
Pour D'algorithme RLS, A™ = K(n) [y(n),---,y(n —1)]” ott K(n) est une estimée de

[E ([y(n),,y(n ~ D) [y(n), -, y(n — l)])}il i.e., de linverse de la conjuguée de la matrice de
corrélation des observations. L’algorithme RLS converge plus rapidement vers la solution (3.1) mais
souffre d'une complexité calculatoire plus importante!” et de sa non robustesse & la non blancheur du

bruit d’observation [MACC 98].

Etant donné que D’égaliseur achéve en quelque sorte 'inversion du canal qui a une réponse finie et
souvent courte, I’égaliseur est amené a étre plutot long et de toute les manieres bien plus long que
la réponse du canal et ainsi, il s’estime moins bien. C’est un inconvénient principal de 'approche
indirecte. On verra (cf. §4) que les techniques spatio-temporelles permettent d’éviter cet inconvénient
en rendant possible I'égalisation d’un canal FIR par un égaliseur FIR également, et de longueur

comparable.

3.3 Egalisation aveugle

L’égalisation aveugle considere la reconstitution des symboles émis sur la base des seules observations
bruitées y(n) de la sortie du canal. Les statistiques du second ordre (SOS'®) de y(n) sont données par
Sy(w)= 3, E (y(n + k)y*(k)) e % = |h(w)|>Ss(w). Elles ne contiennent donc pas d’information sur
la phase du canal et ne peuvent suffire a elle seules pour l'identifier. L’information de phase apparait
dans les statistiques d’ordre supérieures (HOS') du canal rendant possible son égalisation en aveugle.
Ceci suppose que les HOS ne sont pas nulles donc que la sortie du canal n’est pas gaussienne, i.e., que

les symboles émis ne sont pas gaussiens.

L’information sur la phase du canal peut étre ressortie dans les SOS en utilisant des techniques de
réception en diversité spatiale (multi-capteurs) et/ou temporelle (réception fractionnée). Ce rapport
est consacré a cette approche et I'abordera & partir du chapitre suivant. Pour I'instant, on fait le

rappel suivant des techniques d’égalisation aveugle au rythme symbole et en mono-capteur se basant

'6Decision Directed

17Des versions rapides sont cependant proposés.
18Second Order Statistics

9Higer Order Statistics
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sur les HOS. 1l est a noter que des adaptations des algorithmes HOS aux récepteurs en diversité

(spatio-temporelle) ont été proposées, par exemple I'algorithme CMA fractionnel [FIJA 97].

Les algorithmes suivants se basent sur des fonctions de cotut, fonction des parametres de I'égaliseur
et dont il est prouvé qu’elles sont minimales lorsque ’égaliseur assure une inversion (au sens ZF) du
canal & un retard et une rotation des symboles pres. Les implémentations adaptatives utilisent le plus

souvent 'algorithme du gradient stochastique.

Le premier des algorithmes aveugles est celui de Sato [SATO 75] pour I'égalisation des canaux trans-
mettant des symboles modulés en amplitude (PAM?°). Les coefficients de I'égaliseur sont ajustés en

fonction du cotit suivant
2

Tronoen(z(n)) — 2(n)

Ensuite, Godard a proposé dans [GODR 80] une famille d’algorithmes bétis autour des fonctions cotit

s(n 2r\ 12

dont le cas 7 = 2 est le plus populaire et est connu sous le nom de CMA?!. Dans ce dernier cas, Godard
montre qu’en ’absence de bruit, cette fonction cotlt est minimale lorsque la sortie de ’égaliseur restitue
les données émises a un retard et une rotation pres. Ceci est obtenu sous les hypothese suivantes sur
les symboles émis qui doivent étre équiprobables, décorrélés, circulaires?? et vérifient la condition dite
du Kurtosis K(s(n))=E (s(n)|*) 2 (E (|s(n)*)” ~ |E (s(n)?) [> = E (|s(n)|*) - 2 (E (|s(n)[*))” négati.
Sous cette contrainte, la séquence émise est dite sous-gaussienne (cette condition est vérifiée par les
symboles MAQ). L’implémentation adaptative, utilisant le gradient stochastique, conduit au calcul de
g™ =g=1) L L [E (]s(n)[*) — |2(n)|?] 2(n) [y(n),---,y(n — D] ce qui traduit que I'algorithme tend

a donner un module constant aux symboles reconstitués, d’ou 'appellation CMA.

Beneuviste et al montrent [BENE 80] que I’égalisation est achevée si la densité de probabilité de la sortie
de Pégaliseur est égale a celle de ’entrée du canal. Shalvi et Weinstein prouvent qu’il est suffisant (et
bien sur nécessaire) de récupérer a la sortie de I’égaliseur une variance et un Kurtosis égaux a ceux de

lentrée. Sir dénote la réponse globale (canal - égaliseur), ceux-ci sont liés par

E(lzm)?) = B(|s(m)?) [l
M+1

K(z(n)) = K(s(n) Y [r(n)*
n=0

Ainsi, si E (|z(n)]?) = E(|s(n)]?), alors |K(z(n))| < |K(s(n))|. L’égalité n’étant atteinte que si r
correspond & un retard et une rotation. Ainsi, le critére proposé revient & maximiser le (module du)

Kurtosis de la sortie de ’égaliseur sous la contrainte de conserver la variance :

MAXE(|(n)[2)=E(|s(n)|2) K (2(12))]

20Pulse Amplitude Modulation

2L Constant Modulus Algorithm

Zje., E (s(n)Q) = 0 ce qui est vérifiée lorsque les symboles sont pris dans des constellations symétriques; le cas de
toutes les constellations pratiques
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Les algorithmes aveugles ci-dessus achevent 1’égalisation & un retard indéterminé qui, en pratique,
ne pose pas probleme. Etant batis autour de fonctions cout, ils sont souvent réalisés sous forme
d’algorithmes adaptatifs, du type gradient stochastique le plus souvent®®. Les inconvénients suivants

sont partagés par les algorithmes d’égalisation aveugle au rythme Baud :

e Les canaux ont besoin d’étre observés pendant des durées importantes (plusieurs centaines, voire
quelques milliers de durées symboles) avant que les HOS ne soient suffisamment bien estimées

pour obtenir de bonnes performances d’égalisation.

e Les algorithmes aveugles ci-dessus se basent sur la minimisation de fonction colit non quadra-
tiques. Le probléeme de convergence vers des minimas locaux leur est fréquent [DING 91,

DING 92] et constitue un handicap majeur & leur exploitation en pratique.

e La blancheur des symboles émis est requise au moments d’ordre supérieurs. Elle est nettement
plus difficile a obtenir que pour les moments du second ordre. Flle nécessite la mise en oeuvre

de brouilleurs particulierement élaborés [MACC 98].

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on est parti du schéma de la communication numérique en bande de base pour
établir un modele discret équivalent qui représente le cadre d’étude et de conception des schémas de
communication. On a mis en évidence l'interférence inter symboles comme étant le dégat principal
subi par les symboles émis a l'occasion de leur passage a travers le canal. La lutte contre cet effet,
désignée par égalisation, est 'une des taches principales du récepteur. Pour des raisons de complexité,
elle est effectuée par une structure le plus souvent linéaire. Le filtre égaliseur cherche a reconstituer
au mieux la suite des symboles émis au sens d’un critere : le Zero Forcing ou la MMSE, trés compa-
rables lorsque le bruit qui affecte les observations du canal est faible. Outre I'observation du canal,
I’égaliseur, implémenté sous la forme d’algorithme adaptatifs, a besoin de connaitre les symboles émis
(la séquence d’apprentissage) pendant une certaine période avant de pouvoir converger vers une sit-
uation ou I'ISI résiduelle est devenue acceptable (oeil ouvert). C’est alors qu'un comparateur fini
d’achever I’égalisation. Les symboles ainsi estimés sont assez crédibles pour se substituer a ceux de la

séquence d’apprentissage dans 'algorithme adaptatif.

Reste que ces techniques d’égalisation supervisée (par la séquence d’apprentissage) deviennent in-
compatibles avec le développement de systemes de communications gourmands en bande passante
et des modes de communication non coopératifs. L’intégration des techniques de diversité (spatiales
et/ou temporelle) dans les systémes de communications avec les mobiles notamment fait augmenter
la longueur des séquences d’apprentissage [LIND 99, NAGB 96] et par conséquence l'intérét pour les

techniques d’égalisation aveugle.

La sortie du canal échantillonnée au rythme symbole ne contient pas d’information sur la phase du

canal que dans ses statistiques d’ordre supérieur (a deux). Les algorithmes qui se basent sur celles-ci

ZPour qu’une telle implémentation soit possible, Shalvi et Weinstein proposent une version sans contrainte de leur

critere
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convergent lentement; vers des points de stabilité indésirables parfois. Un pas important a été franchi
par l'introduction des techniques de réception en diversité (spatiales et/ou temporelle) qui permettent
de provoquer l'apparition de I'information de phase du canal dans les statistiques d’ordre deux. Le

reste du rapport est consacré a ces techniques.
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Chapitre 4

Identification/égalisation

spatio-temporelle

Le traitement spatio-temporel désigne les techniques de réception (et éventuellement de transmission)
qui utilisent un réseau d’antennes (réception multi-capteurs) pour la réception d’un signal et/ou un
échantillonnage de ce signal & un rythme supérieur a celui des symboles qu’il transmet (réception frac-
tionnée). Ces techniques, dites aussi réception en diversité spatio-temporelle ou aussi multivariable,
offrent la possibilité d’améliorer sensiblement les performances de taches standards telles que syn-
chronisation, controle de puissance, égalisation supervisée mais surtout rendent possible I’égalisation
aveugle au second ordre, impossible lorsque le signal est recu avec une seule antenne et échantillonné
a la fréquence symbole. Ce gain en performance se paye en le besoin d’une puissance de calcul im-
portante. Dans le contexte des systeémes de communications avec les mobiles, ces techniques sont
destinées en premier lieu aux stations de base, ou une telle puissance peut étre supposée disponible,

ainsi que ’emplacement et le dégagement nécessaires pour les antennes.

4.1 Notations et résultats

4.1.1 Le canal SIMO

On se place dans le contexte de 1'égalisation d’un canal de réponse impulsionnelle f(t) excité par une
suite de symboles s(k) et affecté par le bruit b(t). Le récepteur spatio-temporel est constitué d’un
réseau de ¢; capteurs de réponses impulsionnelles a’(t),i = 1,---,c1. Chacun des capteurs est suivi

d'un échantillonneur qui préleve des mesures a la cadence 2.

Fig. 4.3.a a Fig. 4.3.d montrent que ce schéma est équivalent & un canal a une entrée et plusieurs sorties
(SIMOY). L’entrée s(k) excite simultannement les c=cic, filtres discrets h§, dont le kP coefficient
est donné par h¢ (k)= (f * acﬁ) ((Z—; + k)T) i.e., est la (cj +1)°™ phase du canal total formé par le

canal f(t) et la (c’l)\eme antenne olt ¢y=[=] dans 1,---,c; et c=c —1— ¢y Lcc;;J dans 0,---,cq — 1.

1Single Input Multiple Output
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Le bruit discret b¢ (k) qui affecte le filtre h§, est donné par b¢ (k)= (b * acll) ((% + k)T) et constitue

donc un bruit coloré temporellement mais pas spatialement au sens ou E (bcl(k:)bcﬂ (l)) =0sid #.

On définit le m®™™€ coefficient du filtre SIMO h,, par h(m)= [h},(m), h2,(m), - -- ,h?w(m)]T et son
ordre M telque si m; est le plus petit entier m telque h(m) # 0.1 et mg est le plus grand entier m
telque h(m) # 0., alors M=mgy —m;. On rebaptisera alors h(m) par h(m+m;) pour m =0,---, M.
Par abus, on note h§,= { €0, b, (M )}T les réponses impulsionelles des différents sous-canaux

Ve =1,--+,c méme si elles peuvent avoir des ordres < M.

Lorsque f(t) est a support fini, M est fini et le canal h,, est & réponse impulsionnelle finie (FIR). On
se place dans les conditions d’'un SIMO-FIR.

b!(n)
£E1 n 1 n
T ( )éy (n)
—— ()  *(n)
h%, +
s(n)—- b%(n)
e ®(n) Gr; ON
b°(n)

Figure 4.1: Canal SIMO bruité

h,, est un filtre spatio-temporel. Ses coefficients h‘jé[(m’ ) sont indexés doublement par les indices
temporels et spatiaux m’ et ¢/, respectivement. Deux rangements sont possibles temps/espace (TS)

et espace/temps (ST), donnant lieu aux notations suivantes.
- T
harse = [Rh(0), - h5r(0) hhp(1), -+ By (1), -+ hd (M), - (M)
T
= ["(0)--,n" (M)]
-~ [p1 1 2 2 c c r
hM,TS - _hM(0)7 7hM(M)>hM(O)7 7hM(M)77hM(0)a7hM(M)}

= (k) '

Les deux écritures sont liées par la permutation suivante :

hyrs = Kemihyy g (4.1)

4.1.2 Processus multivariables
Les processus spatio-temporels impliqués dans I’étude des canaux SIMO sont des processus multi-

variables. Avant d’exploiter la structure particuliere aux canaux SIMO, il convient de fixer les nota-

tions et présenter certaines propriétés relatives aux processus multi-variables.
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Soit le processus vectoriel x(n) = [z!(n),---,2%(n)]. n et ¢ s’interprétent comme des indices dans le
temps et dans l’espace, respectivement. Les valeurs prises par le processus entre les instants n—(D—1)

et n (n > D — 1) peuvent étre concatenées de deux maniéres :

A~

XD,ST(n) = [z

= [x(n),---,x(n - D)"
ou bien XDyTS(’I’L) [:Ul(n), e ,xl(n — (D — 1)),
2*(n), -, a(n — (D — 1)),
z(n), -, z%(n — (D —1))]

Quand le processus est scalaire (¢ = 1), on note xp(n)=xp g7(n) = xp pg(n). Par analogie a (4.1),

on peut facilement montrer que

XD,TS(”) = Kc,DXD,ST(n) (4.2)

Pour les processus stationnaires, on définit v(k)=E [x(n + k:)xH(n)} = ~vH(—k)
et 7(k)=E {x(n + /-c)xT(n)} ainsi que leurs transformées de Fourier respectives S(w)= 3, v(k)e ™ 7*F =
SH(w) et T(w)= Y 7(k)e 7k = TT(—w). Si le processus est complexe circulaire, alors 7 et T sont

nuls.

On définit la matrice de corrélation spatio-temporelle & D décalages Rp spc = E [XD,SPC(n)Xg,SPC (n)] ,
SPC = ST ou T'S; qui vérifie

7(0) (1) ¥(D -1
Rpsr — (1) j(O) (D —2)
YD -1) (D —-2) - ~(0)
Rprs = K¢ pRpsrKp,. (4.3)

On lui associe I'estimateur non biaisé suivant, dit corrélation empirique, calculé a partir de N observa-
tions Rp = N+D+1 SN xp(n)xB (n) qui vérifie une relation du type (4.3). L’erreur d’estimation
de la matrice de correlation Vec (RD) — Vec (Rp) vérifie le résultat suivant dont la preuve est établie

au §C.

Proposition 4.1 Soit x(n) un processus vectoriel stationnaire centré. Soient Rp sa matrice de

corrélation et Rp sa matrice de corrélation empirique. Alors

. R H
lim N E {Vec (RD,ST . RD,ST) Vec (RD,ST . RD,ST) } - A+B+C
) . . T
]\}lm N E [Vec (RD,ST — RD,ST) Vec (RD,ST — RD,ST) = (A + B+ C) K.p
Avec
IR
A= o / (M*(w) ® M(w)) duw
T
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B % / (N*(w) © N(w)) dw Keop
Mor(w) = [(ep(w)efi(w)) @ (S(w))]
Nor(w) = [(en(w)efi(w)) @ (T(w))]
Mys(w) = [(S(w))® (ep(w)ef(w))]
Nrsw) = [(T(w))@ (ep(w)ef(w))]

ep = [Lem. em0-n)"

L’expression de C, compleze, est donnée dans la démonstration (Résultat §C.10).

On remarque que M est Hermitienne et que N = M si x(n) est un processus réel. Si x(n) est la
somme de deux processus indépendants x,(n) et x,(n) auxquels sont associées les matrices A, By,
C., Ay, Byet Cp,alors A=A, +A;,, B=B,+Bj,et C=C,+C,. B est nulle si x(n) est complexe

circulaire. C est nulle si x(n) est gaussien (complexe ou non; circulaire ou non).

4.1.3 Matrice de filtrage

La relation entrée/sortie du SIMO de Fig. 4.1 est donnée par

x(n) =Ty (hyg) sp(n)=[0(0) h(1) --- h(M)]sy ()

On s’intéresse au cas ou la sortie y(n) est observée sur [ durées symboles. Ces observations étant

groupées dans le vecteur y,(n), on a alors

yi(n) = 7; (hyy) sprpa(n) + by(n)

ot 7, (h,;) est la matrice de filtrage du SIMO définie dans le paragraphe suivant.

Définitions et propriétés

TR5(0) RS (1) - R§(M) -0

7, (h5;) = : : - oL x4+ M) (4.4)
L 0 h5r(0) RS, (1) hS (M)
[7; (hyy)

Tyrs (hyy) = : (4.5)
| 7, (hfy)
rh(0) h(1) h(M) 0

Tysr(hy) = (4.6)
L o h(0) h(1) h(M)
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T°(hy) = : . : Oc(ar+1),m-1 (4.7)
h(M) 0.1 - Oy

Comme c¢a était le cas pour les filtres et processus spatio-temporels, les écritures ST et 1T'S de la

matrice de filtrage® sont équivalentes au sens que 7; g (hy,) = K17y g7 (hy,).?

Si g € C“VFY, alors le produit 7}\’14;+1 (gn) hMﬁ?}\EH,ST (gn) hy or = 7}\74;+1,TS (gn) hy; g vérifie
la propriété de commutation suivante :

Tiri1 (@n) hy = Ty, (hy) gy [MOUL 95, ABED 95] (4.9)

Un résultat important concerne le rang de la matrice de filtrage. 7, (h,,) est de rang colonne plein

sous les hypothéses suivantes :

Hypothése H 4.1 o | >[2M] [Carv 98, (4)]*.

e pas de zéros communs aux polynomes (224:0 hﬁ}(k)zk) o e{l,---,c}.

La premiere condition traduit que la matrice doit étre sur-déterminée. La derniere condition est dite
condition de disparité ou de diversité. Un canal la respectant est dit & minimum de phase [PAPA 95]
ou irréductible [Carv 98]. Un autre résultat important stipule qu'une matrice de filtrage de rang

colonne plein est entierement caractérisée par son noyau a gauche :

Proposition 4.2 Noyau [MOUL 95, ABED 95]° Soient h,, et gy € CM+D) 4 minimum de phase
et | > [%] Soit m; € C i € {1,--+,(c — 1)l — M} une famille libre de vecteurs orthogonauz
a gauche de T, (h,,).

niH']E (gar) = 0 pour tout 7 ssi il existe un scalaire complexe a tel que hy; = a gy

*Dans la littérature, 7, g7 (+) est souvent notée 7; (-) [ABED 97, DINGa97] alors que 7, rg (-) est notée H; [MOUL 95].
On a choisit ici de leur réserver la méme notation vu qu’elles sont identiques & une permutation de lignes prés. Par la
suite, elles continuent & vérifier les mémes propriétés (notamment rang et valeurs singulieres) et I'indice S7'/1'S qui les
distingue ne sera mentionné que lorsque nécessaire.

30n peut aussi voir que la matrice de filtrage est une fonction linéaire du filtre. Ainsi, Vec ('ET ( ?v/f)) =Tim h?v/[,

Vec (7}7}5 (hM)) =TiTs.M h,; 75 et Vec (Z%T (hM)) =T.sT.M h,, s7 avec

| BYEY
Tiw [(1“@’{&,1\4“})] (4.8)

I
Tirsm = (Ic ® ?Z,M)
Tisrovw = (Kie®TLiyin) (Ic ® TZ,M) Kevir = Kie®Iinn) Tirsm Kenrsr

4Rigoureusement, il faut que | > M [TONG 94], i.e. que le facteur de lissage soit au moins égal & I'ordre du canal.
Cependant, en pratique, la condition [ > [fl] est (presque) toujours suffisante, ce que nous retenons dans ce rapport.
°La démonstration dans [MOUL 95, ABED 95] a été faite pour 7; g () et sous la condition [ > M. Cependant, il

peut étre vérifié que cette condition n’est que suffisante et que le noyau & gauche d’une matrice de filtrage caractérise

cette derniére tant qu’il n’est pas vide.
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La proposition ci-dessus implique qu'une matrice 7 (h,,;) (et par conséquent h,,) est déterminée
(&4 une constante prés) par la donnée de son noyau (non vide) a gauche. Le cas particulier ¢ = 2 et

[ = M +1 est d'un intérét pratique puisque I'unique vecteur normé orthogonal a gauche de 7, (h;,)
1

s’exprime (4.10) en fonction de la réponse h,, . Si on définit T1= Lol

Tl’Tgﬁ (T(] &® Il) et

h2
Ty,s7= (I © To), on aalors Ty = Tf = =T, Tars1,r8hy s = [ hzlvzl et 7y g (TM+1,TshM,TS> =
—hyy

Ty157, s (Bar s )- 11 s'en déduit que

VhM S CQ(A4+1), on a 7;\§+1 (hM) T]\/[+1h]\/[ = 02]\4_,_171 (410)

Statistiques du second ordre

Par défaut, on note y(k) et Rp les SOS relatifs au processus y(n). Pour tout autre processus p(n),

elles sont notées v*(k) et RY.

les SOS du canal sont entierement contenues dans les matrices y(k) = E (y(n + k)yH (n)) et 7(k) =

E (y(n + k)yT(n)) ,k > 0. Les premiéeres sont nulles V|k| > M + 1 puisque x(n) est un MA (Moyenne
Ajustée) d’ordre M. Les dernitres sont nulles si I'entrée s(n) et le bruit b(n) sont circulaires®.
Dans ces conditions, l'information statistique d’ordre deux est entierement contenue dans la suite
{7(k), 0 < k < M} qu’on retrouve dans toute matrice de corrélation Rp = E (yD(n + k)yg(n))

VD > M + 1.

On suppose que le bruit b(n) est décorrélé de 1'entrée s(n).

2

Hypothése H 4.2 L’entrée s(n) est décorrélée et de variance o? .

Rp = 7p(hy) RSD+MTJ£I (hy) + RY,
= 02 Tp (hy) T (hy) + RS sous H4.2

On définit
(7(0) —op L. (1) - (D -1)
R - 7('1) v(2) 7(:D)
L v(D-1) 0 v(2D —2)
(7(0) — o7 I. (1) (M)
. B v(1) v(2) 0.
M+1 = : :
L (M) 0. .- 0.

= 07 T°(hy)Tif 11,97 (hy)  sous H4.2 [DINGa97, (3.10)]

SL’hypothése entrée circulaire est vérifiée par les constellations les plus fréquentes (MDP et MAQ) et est, par

conséquent, retenue dans la suite du rapport.
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(k) v k+1) o Nk + M)
k-1 (k) o YR+ M-1)

v (k — M) 7 (k)
Sous H4.2, le processus x(n) vérifie v*(k) = 02 T; (hy,) I, ¥ (h,,) = o2 SM o h(ih(i — k), VE,
§7(w) = o2 (SMoh(k)e*) (SHoh(k)e )" [PAPA 95, (7.126)] ot Ry, = 02 T, () T ()
permettant ainsi de simplifier les expressions des matrices A et B dans Prop. 4.1. Dans ces conditions,

la matrice C se simplifie comme suit (cf. §D pour la démonstration) :
C = K, Vec (R%) Vec (R%) (4.11)
avec Kg,=cum(so, so, 5, 53)- Ks, = —2 dans le cas d’une source binaire équiprobable.

Un résultat moins général que Prop. 4.1 a été donné dans [ABEDa97, Théoréme 8] sous les hypothéses
supplémentaires d’un processus x(n) issu du filtrage par un SIMO d’un processus i.i.d., circulaire et
affectée d’un bruit circulaire. Une autre expression de C y a été donnée mais moins simple que celle

de (4.11).

4.2 Egalisation linéaire des canaux SIMO

b(n)
at(n) X y'(n)
M L >éy2< J—
N h?\/[ rT\n ;C_Tb\ y-\n g%
s(n)— b%(n) G—)—»z(n)
z(n) —~ y°(n)
hj, C—f@ - 8L
b%(n)

Figure 4.2: Egalisation d’un canal SIMO

On place a la sortie du canal SIMO un filtre linéaire d’ordre [, g, = [gll, oL gl 7. La sortie de
Pégaliseur est donnée par z(n) =y}, ;(n)g,. En Dabsence de bruit, z(n) = s};,,,1 ()7, (hy,) g et
la réponse globale du canal est égale a rj;4; = ’]EL (h,;)g;- La qualité de la suppression d’ISI est
appréciée a travers I'ouverture de 'oeil pour laquelle on retient la définition suivante lorsque le délai
de reconstitution est 7 — 1
S Ir(R)

(@)

La suppression de I'ISI est possible en appliquant un égaliseur ZF. Cependant, 1'ISI n’est pas la seule

OEMi(I‘M_H) =

dégradation que subissent les symboles émis. L’égaliseur doit prendre soin de ne pas aggraver (ampli-

fier) le bruit en tentant d’inverser le canal. La présence de bruit rend impossible une reconstitution

"Format T'S.
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parfaite. [’égaliseur doit se contenter de reconstituer au mieux les symboles transmis en comptant sur
le bloc de décision pour lever le restant de I'indétermination sur ces symboles. Cette reconstitution
se fait au sens du critére de la minimisation de l'erreur quadratique moyenne (MMSE) qui permet de

concilier la lutte contre les deux sources d’erreur : I'ISI et le bruit.

De la méme maniere que les égaliseurs synchrones, le probleme du choix d’un délai et d’une longueur

pour I'égaliseur se pose. Les remarquent évoqués alors (cf. §3.2.1) restent valables.

4.2.1 Egalisation 7ZF

Le canal est dit égalisé au sens Zero forcing (ZF) quand la réponse globale est un retard pur de ¢ — 1

durées symboles, i € {1, M + [ + 1}. L’égaliseur est alors note g;,; et vérifie

7?11 (hyy) 8= T§+1 (gl,i) hy = entit1, (4.12)

Egalisat ion ZF indirecte

Lorsque la réponse du canal a été identifiée au préalable [MOUL 95, ABED 97, DINGa97], 'égaliseur

ZF, d’un ordre et un délai désirés, existe si et seulement si [SCHO 97]

T
(’ZEL (hy) 744 (hM)) €M 4i+1,i = €M4i+1,i- Puisque on peut se contenter d’'une partie des égaliseurs
possibles, on se ramene a la recherche de solutions sous la condition suffisante suivante ’];il (hyr) T, (hy) =

Inrii41 laquelle est satisfaite si 7, (h,,) est de rang colonnes plein, donc si

e h;, est un canal & minimum de phase i.e., les fonctions de transfert des différents sous-canaux

n’ont pas de zéros en commun.

Cette derniere condition n’est que suffisante pour I'existence de solutions. Il est ainsi prouvé qu’il est
possible d’égaliser au sens ZF un canal SIMO-FIR par un FIR également. C’est un avantage immédiat
de la réception spatio-temporelle par rapport a la réception Baud pour qui I'inverse d’un canal FIR

est un IIR et est donc condamné a la troncature et a des performances limitées.

Sous ces conditions suffisantes, les solutions du systeéme (au nombre infini pour [ et 7 fixés) sont données
T
Le(r+1) — (7;+1 (hyy) 7;3—1 (hM)) } a, a € CD quelconque. Parmi

T
par g;; = 7ZL (hy/) enrqigrit+

les égaliseurs les plus courts, on a gy, = ’]}hfw : (hy,) SRRy Les lignes 1, .., [%] + M de
—4 o—1 c—1 ’ ¢

c—1

’T[u g (h,,) sont autant d’égaliseurs ZF. Dans le cas pratique ¢ = 2, le plus court égaliseur ZF, d'un

retard i — 1 € {0,---,2M} fixé, est unique et est donné par

—T
8u—1, =Ty (hyy) eansi
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Egalisat ion ZF directe

On peut déduire certains égaliseurs ZF directement & partir des (statistiques des) observations du
canal. L’algorithme de prédiction linéaire (LP) [Slck 94, ABED 97] (cf. §4.4.2) est un exemple
d’algorithmes d’égalisation ZF. Il permet de calculer un égaliseur g,,,. L’algorithme d’identification
proposé dans §5 en est un aussi puisqu’il permet de calculer plusieurs égaliseurs ZF de longueur quel-
conque (> [%W néanmoins) avec un délai maximal ou minimal. Cependant, puisque les égaliseurs
ZF & délai maximal et minimal sont connus en pratique pour étre les plus défavorables, en terme de
MSE, les algorithmes proposes dans [Touz 98, GESB 97] se distinguent en donnant la possibilité de

calculer des égaliseurs ZF a un délai fixé a 'avance.

Identification en utilisant des égaliseurs ZF

On s’intéresse a la situation inverse ou l'algorithme (LP ou celui proposé dans §5) commence par
calculer un égaliseur ZF donné (dont le délai est connu). Il est possible d’en déduire la réponse

impulsionnelle du canal comme suit.

Connaissant un égaliseur g; ;, on résout le systéme T]\g 41 (gl Z) h,; = enr4i+1,i; lequel est consistant

si Tyyiq (gl Z) est de rang colonne plein. Si on suppose que g;,; respecte la condition minimum de

phase, le systeme admet des solutions deés que | < (¢ — 1)(M + 1). Dans I’ensemble des solutions
T

T
{’1}54+1 <gl’i> eM4i4+1, t+ [IC(MH) — (TMH (gl,z’) T]\h}_ﬂ (gl,z’)) } a, ae€ Cc(M+1)}, on doit retrouver
la réponse exacte h,;. Cette indétermination ne peut étre supprimée que dans le cas 7y, (gl’i>

inversible soit | = (¢ —1)(M + 1). Dans ce cas on a h;, = TA}L <g(6_1)(M+1) Z) €c(M41),i-

A Texception de ce cas, I'équation ZF (4.12), i.e., la seule connaissance d’un égaliseur, ne suffit pas
a déterminer la réponse du canal. Outre I'expression de I’égaliseur, on aura besoin d’une informa-
tion statistique (du second ordre) sur la sortie du canal en terme des matrices de corrélation ~y(k).

L’identification s’opere de la maniére suivante® :

Etant donné que y(n) = [h(0) h(1) --- h(M)] Sy41(n) +b(n), le ke coefficient du canal se
déduit comme h(k) = E(y(n)s(n — k)*). Les symboles sont retrouvés grace a 1'égaliseur ZF, soit
s(n—k)=x{ (n—k+i— 1)g;; et par conséquent h(k) = E (y(n)x{il(n —k+i— 1)) gl

Etant donné que l'entrée du canal est décorrélée du bruit, on a h(k) = E (x(n)xfil(n —k+i— 1)) gl
Soit?

Vit 1) (it 2) o ATl 1)

Y(=i+2)  AT(—i+3) V(=i 1+2) \

h,, = : : 8
N (—i + M +1) A (—i 41+ M +1)

8Cette procédure est la généralisation de celle présentée dans [ABED 97], qui a été faite en réel et pour I = M et
i=1.
“Format ST

37



y(—=i+1) y(=i+2) --- y(=i+1+4+1)

_ Y(=i+2)  (—=i+3) Y(—i+1+2)
’y(—i—{—.M—}—l) 7(—i+l.+M+1)
Pl=i+1) A(=i4+2) - A=+ l+1)
b (—i +2) 7P (—i+ 3) (=i +1+2) .
- : : )gl,i
AP (—i+ M +1) W (—i+1+M+1)

4.2.2 Egalisation MMSE

La reconstitution parfaite des symboles étant impossible, on cherche a I'achever au mieux en fabriquant

des symboles aussi proches que possible de ceux émis, et ce au sens de I'erreur quadratique moyenne
2

MSE : E (|z(n) —s(n—1i+ 1)|2) =E (‘yal(n)gl’i —s(n—1i+ 1)‘ ), i > 1. D’une maniere analogue

au cas des récepteurs synchrones, I’égaliseur MMSE & un délai ¢ — 1 est donné par

Ri18]; = E (y141(n)s"(n —i + 1)) (4.13)

Tout comme dans le cas synchrone, le calcul des égaliseurs ZF peut se faire en utilisant un algorithme

adaptatif du type LMS ou RLS quand une séquence d’apprentissage est disponible.

(4.13) s’écrit encore
71 (b)) T (hyy) gF s = Ty (hyy) enrpis (4.14)

4.3 Détection de 'ordre et estimation du bruit

Les algorithmes d’identification exploitent les propriétés de 7; (h,,;) 7,7 (h,,) i.e., la matrice de corrélation
des observations non bruitées. Une premiere étape d’estimation du produit 7, (h,,) 7, (h,,) est alors
nécessaire. Flle passe par la détection de 'ordre et I'estimation de la puissance du bruit qui sont
ainsi des taches communes aux algorithmes d’identification aveugles; et ce a partir de la matrice de
corrélation du canal. En choisissant un facteur de lissage [ > %, lordre du canal peut étre déduit
de la multiplicité (égale & (¢ — 1)l — M) de la plus petite valeur propre de Ry, qui n’est autre que
la puissance du bruit. Cependant, les valeurs propres de l'estimée de la matrice de corrélation sont

différentes et la distinction d’un groupe de ”plus petites valeurs propres” n’est pas toujours évidente.

Waz et Kailath on montré dans [WAX 85] que des criteres de la théorie de I'information, en 'occurrence
le critere AIC'Y et le critere MDL'Y, peuvent s’appliquer au probleme de détection de I'ordre pour
déduire les estimations suivantes de I'ordre du canal
Mpaic+1 = mink:07...7l_1 Q(k‘) + k‘((2c — 1)l - k)
1
MMDL +1 = minkzo’...,l,1 Q(k) + 51{3((20 - 1)l - k)lOg(N)

10 Akaike’s information theoreticon criterion
UM inimum description length criterion
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ol . 1 (p—k)N
Hi:l+k+1>\i (Rl) (e=L)i=k

TIF etk Ai(R)

ou Q(k) = -log

Wazx et Kailath ont prouvé que le critere MDL est asymptotiquement consistant alors que le critere
AIC est asymptotiquement non consistant et conduit a l'estimation d’une valeur supérieure a l'ordre
exacte du canal. Cette derniére propriété, rajoutée au peu de fiabilité de ces criteres dans des condi-
tions réelles d’observations (pendant une durée limitée et en présence de bruit non négligeable), ont
motivé la proposition dans §5 d’un algorithme d’identification aveugle au second ordre robuste a une

surestimation de 'ordre du canal.

L’ordre du canal étant détecté, la puissance du bruit peut étre alors estimée d’une maniere consistante

[WAX 85] comme étant la valeur moyenne des (¢ — 1)l — M plus petites valeurs propres de R;, soit

o2(R )£Z§i‘1”l‘M Nar+i(Ry)
b (c—1I—M

La méthode SS se base sur la détermination des sous-espaces bruit et signal et ce en procédant & une
recherche des vecteurs orthogonaux a 7; (h,,) 7% (h,,). Ces derniers peuvent également déterminés
comies des vecteurs propres de R;. Ainsi cette étape d’estimation de la puissance du bruit n’est pas

prévue pour 'algorithme SS alors qu’elle est indispensable pour les algorithmes LP, OPD et celui de

§5.

4.4 Algorithmes d’identification aveugle

Dans ce qui suit, on va introduire les principaux algorithmes'? d’identification aveugle au second
ordre développés & ce jour : 'algorithme sous-espace (SS'?), I'algorithme prédiction linéaire (LP4) et

Ialgorithme décomposition en produit extérieur (OPD'?).

Ces algorithmes se basent sur la connaissance de la matrice de corrélation de la sortie du canal
a identifier. Ainsi, on peut adopter une approche fonctionnelle de 'identification (cf. §7.3) et calculer
les différentielles correspondantes (cf. §B). Ces algorithmes exploitent les propriétés de (SOS de la)

la sortie non bruitée du canal'®. Ils sont formulés donc sous ’hypothése suivante :

12Ces algorithmes seront présentés dans leur version standard. On ne tiendra pas compte des différentes versions
(sous-espace signal [MOUL 95], sous-espace pondéré [ABEDa97], prédiction linéaire multi-step [Gesb 97], ...), d’autant
plus qu’elles ne corrigent pas les défauts majeurs (détaillés dans la suite) de ces algorithmes, & savoir la non robustesse
a la surestimation de l’ordre du canal et la non robustesse & un mauvais conditionnement de la matrice de corrélation.

13Subspace

YT inear Prediction

5Quter Product Decomposition

'6Ces algorithmes sont dits stochastiques par opposition aux algorithmes dits déterministes dont [XU 95, LIU 94,
Liu 95, Veena95]. Ces derniers operent sur des matrices d’observations. Il exploitent la relation de filtrage pour factoriser
ces matrices en séparant le vecteur canal de la matrice données. 1l s’en suit une estimation de la réponse du canal
ou directement des symboles émis. Sous certaines conditions d’identifiabilité, les algorithmes déterministes assurent
I'identification de la réponse du canal en I’absence de bruit et & partir d’un nombre limité d’observations. Ceci limite
leur intérét a des situations de fort rapport signal sur bruit et un nombre limité d’observations. Notons qu’ils exigent
la connaissance de l'ordre exact du canal. La distinction stochastiques/déterministes est proposée dans [TONG 98]
ou une classification plus générale des algorithmes d’identification aveugle est faite. Dans ce rapport, on se limite aux

algorithmes stochastiques.
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Hypothese H 4.3 Bruit temporellement et spatialement décorrélé.
Deux aspects importants de l'identification aveugle sont adressés en particulier, 'ambiguité et la
robustesse a la sur-estimation de 'ordre.

Un algorithme d’identification aveugle au second ordre déduit!” la réponse impulsionelle d’un canal

SIMO h,, a minimum de phase d’ordre présumé M a partir de la matrice de corrélation R, =

Ocnsy 1 Ocns; 1
7, (h) 7, (h) + 07 1. Ry est aussi égale & 18 7, [ €7@ h T | e?® h + o7 I pour
Ocn,1 Ocnry, 1

tout entier My et M positifs et pour tout réel ®. Il s’en suit que 'ambiguité de phase est intrinseque
au probleme de l'identification et que tout algorithme d’identification se basant (seulement) sur les
propriétés algébriques de la matrice de corrélation (exactement connue) doit étre (en principe) robuste

a la sur-estimation de 'ordre du canal.

C’est ainsi que, comme vérifié dans la suite, les algorithmes LP (cf. §4.4.2), OPD (cf. §4.4.3) et
lalgorithme proposé dans §5 sont robustes a la sur-estimation de l'ordre du canal. On qualifie de
théorique cette robustesse a la sur-estimation de I'ordre puisqu’elle se rapporte au cas (improbable)
ou les statistiques du canal sont exactement connues. Cette robustesse s’avérera ne pas s’étendre au
cas (pratique) ou ces statistiques sont estimées & partir d’observations limitées dans le temps; et ce
a P'exception de l'algorithme proposé dans §5 pour qui la robustesse a la sur-estimation de 'ordre
est qualifiée alors de réelle. Notons que l'algorithme sous-espace (cf. §SS) n’est pas robuste (méme
théoriquement) & la sur-estimation de 'ordre du canal. En effet, cet algorithme se base sur une
propriété de la matrice de filtrage (celle énoncée dans Prop. 4.2) qui n’est pas valable dans toute la
Ocnr 1
famille < e/® h , My, My entiers positifs et ® réel quelconques
Ocnry 1
L’algorithme LP et celui proposé dans §5 permettent 'identification avec une ambiguité de phase. Les
algorithmes SS et OPD identifient la réponse du canal dans un sous-espace de dimension 1, donc a une

constante pres.

L’indétermination de phase, d’amplitude et de ordre (sur-estimé) du canal ne sont pas génant dans
le cadre des applications visées, en 'occurrence 1’égalisation. L’ambiguité d’amplitude peut étre com-
pensée par un controle automatique du gain (CAG). Le codage différentiel permet d’immuniser le

récepteur contre une rotation de la constellation, donc contre une ambiguité de phase. Finalement, un
Ocary 1
1,

égaliseur g; ; d’ordre [ congu pour un canal de réponse e/® | h,, | avecunretard (i —1) € {0, M +1}

OcMg,l
égalise également le canal h,; au méme sens (ZF ou MMSE) et a un retard inférieur de M; durées
symboles.
OcM1,1
En effet, si g, ; est un égaliseur ZF, alors d’apres (4.12), on a €nr4 v, 4 Mo+141,i = T4 h,, g =
Ocnry,1

"sous certaines conditions d’identifiabilité explicitées plus loin.

8Dans la suite du paragraphe, les grandeurs sont exprimées dans le format ST.
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Onry e(m+1) Ony 1
7211 (hyy) 81 = 7211 (hM)gl,i donc i € {My +1,---, M + 1+ M + 1} et 7;11 (hyy) 8 =

Onry c(ar+1) Onry 1
€N +1+1,i—M;-

Och,fI [Och,fI
Si g ; est un égaliseur MMSE, alors d’apres (4.14) on a 7, h,, ’Z}fl h,, gl =
L)CMQJJ {OCMMJ
Ocns; 1
72+1 hM €M+ My+Mo+141,i- Donc i € {M1+1,,M+M1+l+1} et
Ocnrsy 1

Ty (b)) T (hy) g = Ty (hyy) earyryniong-

4.4.1 L’algorithme sous-espace

L’algorithme SS repose sur la propriété Prop. 4.2 qui permet de caractériser (a une constante complexe
pres) un canal h,, & minimum de phase par la donnée du noyau (non vide) a gauche de sa matrice de
filtrage 7, (h,,) sur-déterminée (I > [2£17). La matrice de corrélation des observations est donnée
par Ry = 7, (b)) R;, ;7,7 (hy,) + R}, Sil > [2£7 alors 7, (h,,) est de rang colonne plein et
rg (7, (har) Ry, 0 T (hyy)) = vg (R7, ). Si R,y est inversible, alors rg (R — RY) =1+ M.

Sous H4.3, Rf’ =02 Iy et 07 est la plus petite valeur propre de R; de multiplicité (¢ — 1)l — M. Les
(¢—1)l— M vecteurs propres qui lui sont associés sont orthogonaux & droite de 7; (hy,) R, ), 7,"" (h,,)

donc & gauche de 7, (h;,). Ils caractérisent ainsi le canal h,,; & une constante pres.

L’algorithme SS suit les étapes suivantes

1. Estimation de Ry, { > [2£].

2. Détermination des vecteurs propres normés v; € C%, i € {1,---,(c — 1)l — M} associés aux

(¢ — 1)l — M plus petites valeurs propres de I'estimée de R;.

3. Minimisation par rapport & x5, € CM+1 de la forme quadratique définie positive

(e=1)—M (e—1)l—M
Yo i) T )vi = Y X T () T (i) Xy
i=1 =1
(e—1)-M
= Xﬂ Z T]\l+1(vi*)TJ\I}+1(Vi*) X}y
=1

La résolution se fait sous contrainte de maniere a éviter la solution triviale xps = 0¢(p741),1- Sous

la contrainte ||xj/|| = C'ste, la solution est donnée par le vecteur propre associé a la plus petite
valeur propre de la matrice Hermitienne définie positive [ch:_ll)l_M Torsr (Vi) Ty (vi*)} donc

a une rotation pres. D’oli, compte tenu de la contrainte, la solution x,s est égale a h;, a une

constante complexe prés.

L’algorithme SS peut se contenter d’une estimation de la matrice de corrélation tirée a partir d’un

nombre N fini d’observations et en tirer la réponse exacte du canal [QIU 96]. En effet, les statistiques
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estimées sont données par R; = mﬁ (hy,) SN [sl+M(n)sﬁj\4(n)} T, (hy,).

SNt [Sz (st M(n)} est une somme de matrices de rang 1 chacune et représente 'estimée de
la matrice de corrélation de la source. Cette somme atteint un rang complet au bout d’une certaine
valeur' de N. Dans ce cas, en suivant la méme démarche, on déduit que R, est de rang [ + M.
Ses (¢ — 1)l — M vecteurs propres associés a 0 sont orthogonaux a gauche de 7, (h,;) et suffisent
donc a déterminer h,, a une constante pres de la méme maniére qu’auparavant. Il est intéressant
de voir que I'algorithme SS parvient,dans ces conditions, & estimer exactement la réponse du canal;
et ce indépendamment de sa diversité, qui peut étre arbitrairement faible. Ceci justifie les bonnes
performances de I'algorithme SS en faible rapport signal sur bruit. Une autre raison est qu’il est le

seul algorithme qui se passe de I’estimation de la puissance du bruit.

Cependant, la bonne estimation de 'ordre exacte M du canal est cruciale pour le bon fonctionnement
de lalgorithme. En effet, pour caractériser h,, (a4 une constante pres), il faut disposer de la totalité

des (¢ — 1)l — M vecteurs du noyau a gauche de 7, (h,,).

Le cas particulier ¢ = 2 et [ = M est d’un intérét particulier. En effet, le sous-espace bruit est
de dimension 1. On note vjs 'unique v; = vq. D’apres (4.10), on a vy = ﬁTMh*M, a € R
quelconque. Dans l'algorithme, I'étape de minimisation de la forme quadratique se réduit au calcul
de Tprvi, qui est égal & h;, & une constante complexe pres. Ce cas (¢ = 2 et [ = M) présente un
autre intérét puisque [ZENG 96] la solution (Tasv7},) coincide avec celle de 'algorithme des moindres
carrés (LS?) [XU 95].

4.4.2 L’algorithme prédiction linéaire”!

La sortie (non bruitée) d’un SIMO d’ordre M est un processus (vectoriel) MA d’ordre M. Slock montre
dans [Slck 94] que c’est également un processus auto-régressif (AR) du méme ordre i.e., M et dont
I'innovation est donnée par i(n) = s(n)h(0). Les coefficients du filtre prédicteur Ag = 1., A1, -+, Ay
(¢ x ¢) sont telles que sa sortie (Pinnovation) i(n) = S2M, A;x(n) soit décorrélée. Seule donc 4*(0) est
non nulle et est égale & ([ABED 97, Eqt. 13]??)

71(0) = oA -+ Anr] [y(0)y(1) - v(M)]T = 02 h(0)h™ (0) (4.15)

En T'absence de bruit, application du prédicteur a la sortie du canal permet de récupérer I'innovation
donc les données s(n) sans retard mais & h(0) pres. Cette ambiguité peut étre levée en identifiant
h(0) comme un vecteur propre de v/(0) i.e., de [I.A1--- Apr] [y(0)y(1) - - v(M)]. On vérifie que le
filtre suivant 1
Ty %
L LA AT H(0)
h(0)]]

est un égaliseur ZF sans délai. On le note g, ;.

Ypratiquement dés que N — 1+ 1 > ¢l.

20T east Square

'Dans ce paragraphe, les grandeurs spatio-temporelles sont exprimées dans le format ST

%2Dans [ABED 97], les résultats sont donnés en réel et en supposant o> unitaire. La généralisation & (4.15) est triviale.
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La réponse du canal s’en déduit d’apres §4.2.1 par :

[ (0) A1) o (M)
1 2 M+ 1
h, - v(:) v(2) ol :+ ) - (4.16)
Ly(M) v(2M)
[ v(0) (1) (M)
(1) v(2) 0. .
= : : gM,1
_’y(M) ()c (]C
= R?\ngz*w,l (4.17)

Un processus AR d’ordre M peut étre vu comme un AR d’ordre M’ > M de telle sorte que la démarche

ci-dessus reste valable lorsque I'on détecte un ordre du canal M’ > M. La derniere étape (4.16) se

[ 7(0) (1) e (M) ]
(1) ~(2) V(M +1)
transforme en le calcul de : : ghr = M laquelle est exploitable
y(M) 0. .- 0. M [OM'MJ]
0.

pour des besoins d’égalisation. Ainsi, 'algorithme LP suit les étapes suivantes :

1. Détection d’un ordre M’ > M
2. Calcul de RM’-',—l estimée de R4

3. Le sous-espace bruit est alors de dimension estimée ¢(M'41)—(2M'+1) inférieure & sa dimension
véridique ¢(M’ + 1) — (M’ + M + 1). La puissance du bruit est estimée par la moyenne des
c(M’ +1) — (2M' + 1) plus petites valeurs propres de R4 1.

4. Résoudre I'équation de Yule-Walker

—

Ay Ay [R]W — o} IcM’} = —[y(1)---y(M)]

—

et en déduire [A1--- App] = —[y(1) - - y(M")] [lf{M/ — o} ICM/}u

5. Calculer 1 le vecteur propre normé associé a la plus grande valeur propre A
de [LA- Ay [y(0)y(1)---~(M")]*2. On a alors 1 = morh(0) et A = o2 [|h(0)[*. Soit
h(0) = 21

T
6. Calculer g, ; = % TeAq---App]” 17
7. ldentifier hM = R?M/+1g7\4/70
Le calcul de 1 se fait a une rotation pres. Cette ambiguité va se propager jusqu’a ’estimée du canal.

On peut, cependant, éditer une version de l'algorithme ou 'on tolére une ambiguité de phase et

d’amplitude a la fois en remplacant 1'étape 6 par le calcul de 8nra = [T.A;- --AM/]T I* 23, En

Blequel n’est pas un égaliseur au sens suggéré par la notation.
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24

évitant d’estimer A, on élimine une source d’erreur et obtient de meilleures performances=* au prix

d’une ambiguité supplémentaire.

Lorsque la matrice Ry 41 est estimée, ses ¢(M’ + 1) — (2M’ + 1) valeurs propres les plus petites ne
sont pas égales mais tres proches de la puissance du bruit. L’estimée de cette derniere est proche de
chacune d’elles de telle maniere que RM/ - EE\ICM/ ne soit pas déficiente mais tres mal-conditionnée
pour l'inversion. Il convient d’accomplir cette inversion au sens de la pseudo-inverse et de la maniere
suivante [LIAV 00] : forcer & 0 les ¢M’ —2M’ plus petites valeurs propres de Ry — ;?L:M' et inverser
les autres. Le cas ¢ = 2 ne pose pas ce probleme étant donné que Ry — gg\ICM/ est de facto de rang

"numérique” complet.

La sur-estimation de l’ordre du canal proposée dans [ABED 97] comme solution pour contourner
I'incertitude sur 'ordre, est numériquement risquée lorsque qu’on dispose de juste une estimation de
la matrice de corrélation [LIAV 00, GORO 99]. En effet, le sous-espace bruit ainsi estimé est d’une
dimension inférieure & sa dimension véridique. Les valeurs propres de Ryz4q de la (M'+ M + 2)éme
ala (2M' + 1)éme plus petite sont proches de UZ mais seront comptabilisées dans le sous-espace
signal. Le calcul de la pseudo-inverse de Ry — ;I?ICM/ (au sens rappelé ci-dessus) inverse ces valeurs
propres diminuées de ;g\ (cf. §5.6 et Fig. 5.2 pour plus de détails). Ainsi 'équation de Yule-Walker

est nécessairement mal-conditionnée.

4.4.3 L’algorithme décomposition en produit extérieur”’

L’algorithme OPD repose sur le fait que la matrice (D; — Ds)
N A o oH .
ot D1= RS,y (Rarss — 0F Largn) R4y et Do= (3%, © 1) Dy (a1 © L)
vérifie (D7 —Dy) = h,hil. Ainsi, la réponse du canal est donnée (A une constante pres) par le

vecteur propre associé & la plus grande valeur propre de (D1 — D3).

On peut voir, qu’a la maniere de I'algorithme LP, I'algorithme OPD permet d’identifier la réponse du

canal si 'ordre de ce dernier est sur-estimé. En effet, si on suppose M’ > M l'ordre du canal, on peut
. . b oH D, Onry1,m—n
vérifier que D’I:O_%Rj’w,+1 (RM’+1 — af Ic(M+1)) Ry =
s Oner—mm+1 Onr—mm—m
. D, Orrt1,m7— M
et /2: (ng’—kl &® IC) D1 (J]\4/+1 ® IC) = |‘0 0 .
M'—MM+1  Onr—nrar—mr
Ainsi (D} —D%) = [hy,0np—pr1] [hMOM/_A471]H. Cependant, a l'instar de I'algorithme LP, cette
robustesse vis a vis de la sur-estimation de 'ordre du canal n’est que théorique. En effet, I’algorithme
OPD fait intervenir la pseudo-inverse de Ry 1 — ag I (ar41) qui, comme dans le cas de lalgorithme
LP (cf. §4.4.2), est forcement mal-conditionnée lorsqu’elle est estimée a partir d’'un nombre fini

d’observations.

24 Ceci dépend de la mesure de performances adoptée. Pour celle proposée dans §5.8, les deux versions sont équivalentes.
Dans ce paragraphe, les grandeurs spatio-temporelles sont exprimées dans le format ST.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les techniques de réception en diversité spatio-temporelle. L’identification
et 1'égalisation aveugles a partir des statistiques du second ordre et 1'égalisation par des filtres FIR
sont rendues possibles par un sur-échantillonnage & un rythme multiple au rythme symbole et/ou une
réception a travers un réseau de capteurs. Dans ces conditions, les canaux sont modélisés par des
systemes SIMO. Les algorithmes d’identification des canaux SIMO développés a ce jour présentent
une complexité calculatoire importante du fait de leur recours a des décompositions en vecteurs pro-
pres/singuliers. Mais leur inconvénient majeur reste leur besoin de connaitre la valeur exacte de ’ordre
du canal; alors que cette derniere est difficilement détectable a la fois & cause du manque de fiabilité
des tests de détection de I'ordre et aussi & cause de 'ambiguité méme de la définition de 'ordre dans
le cas des canaux a bande limitée. Dans le chapitre suivant, on se propose d’apporter une réponse
a ce probleme en développant un algorithme qui se montre robuste & une sur-estimation de I'ordre du

canal, en théorie (statistiques exacte) comme en pratique (statistiques estimées).
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Figure 4.3: Schéma numérique équivalent



Chapitre 5

Identification aveugle au second ordre

robuste a la surestimation de ’ordre

Dans le chapitre précédent, on a présenté l'identification aveugle au second ordre, détaillé certains
de ces algorithmes et noté leur non robustesse aux erreurs d’estimation de l'ordre du canal. Dans ce
chapitre, on propose un nouvel algorithme d’identification aveugle au second ordre robuste a la sures-
timation de 'ordre des canaux SIMO [GZH ¢, Gzh 00]. Cette robustesse démontrée théoriquement
d’abord, se confirme en pratique a travers les simulations et constitue le point fort de cet algorithme.
Les simulations montrent, d’autre part, que I'algorithme proposé dépasse en performance les algo-
rithmes LP et OPD.

5.1 Surestimation de ’ordre

Un défaut commun aux algorithmes sous-espace (SS), prédiction linéaire (LP) et décomposition en
produit extérieur (OPD) est leur inaptitude & bien approximer la réponse du canal sans connaitre
sa longueur exacte. L’algorithme SS exige dans tous les cas la valeur exacte de l'ordre du canal.
LP et OPD sont capables d’estimer la réponse du canal (ou plutot une version zero-padded) s’ils
disposent d’une estimation de 'ordre du canal supérieure a sa valeur véridique, situation qu’on désigne
désormais par surestimation de l’ordre, mais uniquement si la matrice de corrélation des observations
est exactement connue. Cette derniere étant toujours estimée, cette robustesse a la surestimation
de l'ordre n’est que théorique et le probleéme reste entierement posé. On cherche & développer un
algorithme qui doit étre robuste a la surestimation de l'ordre au vrai sens du terme i.e., lorsque le

canal est observé pendant une durée finie et en présence du bruit.

D’autre part, les algorithmes de détection de 'ordre [WAX 85] sont peu fiables, notamment lorsque les
mesures (de la sortie du canal) sont bruitées et disponibles en nombre fini. Cependant, ces algorithmes
peuvent étre biaisés de telle maniere a fournir une valeur surement surestimée de l'ordre du canal.
C’est en particulier le cas du critere AIC (cf. §4.3). On montre dans [WAX 85| que ce critére est
non consistant mais asymptotiquement, fournie une valeur surestimée de I'ordre du canal. On peut

méme disposer d’une valeur surestimée de 1'ordre sans avoir a utiliser un test de détection de 'ordre.
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En particulier, celle-ci peut étre déduite a partir des connaissances a priori sur les conditions de

propagation, en terme de dispersion (delay spread).

Par conséquent, la robustesse a la surestimation de 'ordre est une propriété utile, recherchée, voire
indispensable en pratique pour tout algorithme d’identification aveugle; mais jusqu’ici non vérifiée par

les algorithmes proposés.

5.2 Notations

b (n)
T z!(n) éyl(n)
s(n) —
e 2(n) ()
o

Figure 5.1: Canal SIMO

On reprend le cadre SIMO (fig 5.1). On rappelle la définition de la matrice de corrélation

~(0) 1) A1)
H . B

R,=E {Yl(n)ylH(n)} _ Y '(1) V.(O) | ) V(l' 2)
V1) A=) A0

et on introduit la matrice de corrélation décalée

v(1) ~(2) ~(1)
R=E [y, (n)yf (n—1)] = 7(0) 7.(1) y(l—1)
Y(=1+2)) ~(=1+4+3) ... ~()

Pour tout autre processus® p(n), on notera v?(k), R? et RY.

Lorsque les symboles transmis sont décorrélés du bruit, ces matrices sont données par

R, = Z(hM)Rf+M7ZH(hM)+R?
e Ry = T () Ry T (hy) + R

Si les symboles s(n) sont décorrélés (H4.2), alors les matrices de corrélation sont données par

R, = o7 (hy) 7" (hy)+ R}
et Ry = 0§Z(hM)Jl+M7;H(hM)+R?

Léventuellement scalaire.
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0O 0 --- 0
1o e
ounJi=1|. . 00 est la matrice de décalage (vers le bas) [ x [. Si, en plus, le bruit est

0 -~ 1 0
spatialement et temporellement décorrelé (H4.3), alors R} = of Iy et R? = o7 (J;®1.). Ces

hypotheses sur les symboles et le bruit sont maintenues dans le reste du chapitre.

5.3 Développement théorique de I’algorithme

L’algorithme proposé se base sur I'exploitation des propriétés structurelles de la matrice de corrélation
décalée R;.

La puissance du bruit peut toujours étre déterminée comme la plus petite valeur propre de multiplicité
cl4+1)—(I+M+1)=(c—1)(I+1) — M de la matrice Hermitienne définie positive R;;1 (cf. §4.3).

La matrice de corrélation de la sortie non bruitée du SIMO est donnée par R = R; — 7?,? =R, —
0?2 (J;®1.). Elle est aussi égale & RY =02 7} (hy,) Jiom T H (hy,).

Le canal est supposé & minimum de phase. Sous 'hypothese H4.1 (¢l > [+ M ie., | > [%]), la

matrice 7, (h,,) est de rang colonne plein. Par conséquent,

rg (R —RY) = rg (7 () Jipar T (hap)) = v (T (hyg) Jiar) = vg (Jpsar) = L+ M — 1.

11 s’en suit qu'il existe une famille de vecteurs orthogonaux {nl(?}i=1,---,w (resp. {nl(g }i=1,.w) Orthog-

onaux a droite (resp. & gauche) de R; — RY, ot w=(c — 1)l — M + 1.

Pour chacun de ces vecteurs, on a,

7, (hy) i T (hyy) nl(? = Og;
et donc Ji 77 (hy,) nl(? = O
Par conséquent, il existe un scalaire complexe agz) telque
7" (hyy) nl(? = o e

(@)

De la méme maniere, il existe un scalaire complexe oy’ telque

,];H (h]\/[) nl(g - ag)6l+Ml’ Vi = 1,"','[1)

(4)

Les inconnues oy’ et ay

(@)

peuvent étre déterminées (a4 une ambiguité de phase preés) puisque

nl(y) (Rz —R?) nl(y) =02 nl() Z(hM)']ZH (hM)nl(,J)' -

3 7 ()0l =02 i =12

Ainsi, les vecteurs

(9) . 1 (i)*
5.1
8l -11+M - \/n(l) R —Rb) (Z) (5.1)
s 1 n;y
et gl(?l,l = nl(ﬁ* (5.2)



vérifient respectivement

(1)*

«

T i i
T (hM)glfl,H.M = WC[+M,Z+M
1
r (i) af”
et T (hy)gZy, = ‘T)|el+M,1
Qg

Ils correspondent donc a des égaliseurs ZF d’ordre (I — 1) avec un délai maximal et minimal respec-
tivement; i.e., qu’en l'absence de bruit, ils permettent une restitution parfaite des symboles transmis

avec I'amplitude exacte et a une rotation pres.

Chacun des vecteurs nl(? et nl(lg) permet de calculer un égaliseur ZF. On dispose ainsi d’une famille
de 2w égaliseurs ZF pour un choix donné des familles {nl(? Yzt €t {nl(g Yiz1,w- Sur la base de
ces égaliseurs ZF, on peut déterminer les coeflicients de la réponse impulsionnelle h,, en suivant la

procédure décrite dans §4.16, ce qui donne :

Etant donné gl(i)l 1» la réponse du canal est

77(0) (1) Yl —1)
hy, — v ( ) (2) v () gl(z_)L1 (5.3)
V(M) Yl +M—1)

Etant donné gl(i_)1 1411 12 réponse du canal est

P(L-M+1) (-1~ M+2) (M)
V(=1 =M +2) 7"(=l—M +3) V(=M +1) |
h,, = : . gl(—)l,l—i—M (5.4)
Y(=l+1) T 7%(0)

Puisque les égaliseurs gl(z_)1 . et gl(z_)1 141 Sont calculés a une rotation pres, la réponse du canal est

déterminée & une constante complexe unitaire pres.

Les systemes d’équation (5.3) et (5.4) font intervenir les termes y(1),...,v(M) qui manquent & la
matrice R;. Pour achever lidentification de h,;, on renforce la contrainte H4.1 sur le facteur de
lissage [ qui doit dépasser I'ordre du canal, soit

Hypothese H 5.1 [ > M.

Etant donné H5.1 et le fait que le processus x(n) est M-MA, on réécrit (5.3) comme suit

y(0) oo (M 1) (M) O
(1 > (M 0 .

h,, = ! () ! ( ) gl(l_)Ll ,Sil>M+1
YH(M) 0
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[ (0) (1) e (M= 1)
7)) (@2 - (M)
= : 0 gg\?flg
(M) 0 0 |
et on rééerit (5.4) comme suit
- 0 (M)
: (i)* :
h = ” ,sil>M+1
M 0 (= M) e (1) 8l—1,1+M
L 0 M) (M) 0
L0 0 ()]
= 0 g%f)—l,ZM
Y(=M) - 7 (-1)
[y (-M+1) - 7(0) |

ou 0 représente ici des matrices nulles ¢ x c.

5.4 Robustesse a la surestimation de ’ordre en statistiques exactes

On donne ici la preuve théorique que I'algorithme proposé est robuste a la surestimation de 'ordre du
canal. Lorsque l'algorithme est tourné en présumant un ordre M’ du canal supérieur & 'ordre exact
M, la réponse estimée (d’ordre M') est, a des termes nuls limitrophes prés, égale a la réponse exacte

du canal, lorsque les statistiques (la matrice de corrélation) sont exactement connues.

Si une erreur de détection de I'ordre du canal h,; conduit & lui supposer un ordre M’ > M, le facteur
de lissage [ doit étre choisi de maniere & remplir H5.1 donc [ > M’ > M. Ainsi choisi, [ est praticable

pour achever l'identification suivant la procédure ci-dessus. Le rang de R; est estimé & [ + M’ + 1
i.e., supérieur a [ + M + 1 qui est la valeur exacte du rang. Ainsi, on calcule moins de vecteurs nl(? et
nl(g qu’il en existe vraiment, soit i = 1,---,w’ = (¢c—1)l—M'+1aulieudei=1,---,(c—1)I— M +1.
L’algorithme va pouvoir aboutir car il lui suffit de disposer de I'un des vecteurs nl(? et nl(lz)

En poursuivant la procédure dans §5.3, 'algorithme calcule les vecteurs gl(i)l 1 €t gl(i)1 1> et identifie

les réponses impulsionnelles suivantes :

En utilisant (5.3)

[270) () e A=) ]
(1) (@) v (1) [ hy,
- : @ _ “S(MA41) - “(l+ M
VM) y(l+M—1) | BT [ ;+ | a + | ]gfﬂil
’YI(M’) el +M’ —1) _ [ Ve A DJ
i ] o ]
a | Oc(arr— )1
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ou bien en utilisant (5.4)

(Y=l =M +1) ¥ (=l=M+2) --- A*(=M') ]
V(HA=M) (=ML e (M1
Y (A=M+1) A (l=-M+2) - (=M |g”
Y(=l—M+2) ~%(—=l—M+3) Y(—=M + 1)

Y1+ 1) y(0) |

(Y- M 1) (LM 42) e AT(-M)

: : : gllfl,l—l—M
Y(=l-M)  A(=l-M+1) - F(=M-1)
- h]\l
_ Oc(nrr—nn) 1
L hM

ou on a exploité le fait que puisque le processus x(n) est un M-MA, v*(k) = 0., V|k| > M.

Ainsi, on obtient a chaque fois une version zero-padded de la vraie réponse impulsionnelle. Donc

'estimée obtenue peut étre utilisée pour les besoins de I'égalisation (cf. §4.4).

5.5 Cas des statistiques estimées

En pratique, I'algorithme d’identification ne dispose que d’une estimée des statistiques du canal, ici la
matrice de corrélation R;. L’estimée de R; ne doit pas étre déficiente et les vecteurs nl(? et nl(g tels

que définis dans §5.3 ne doivent pas exister. L’algorithme doit étre réécrit en conséquence.

Le vecteur nl(? (resp. nl(g) doit étre choisi comme étant le vecteur singulier & droite (resp. & gauche)
de l'estimée 7;\5,1 de R; associé a sa jeme plus petite valeur singuliere. Chacun de ces vecteurs permet,
par le méme enchainement décrit dans §5.3, de calculer une estimée d’un égaliseur ZF a délai maximal
(resp. minimal) qui & son tour permet de calculer une estimée de la réponse du canal (ou bien une
version zero padded si la valeur détectée de I'ordre du canal est supérieure a l'ordre exact). Ces estimées
n’ayant aucune raison d’étre les meémes, il faut définir un critére pour retenir le meilleur et réécrire

I’algorithme en conséquence.

Tout d’abord, nous annoncons le résultat suivant qui nous sera utile par la suite.

Proposition 5.1 Soient x ety deux vecteurs complexes de méme taille, alors

2
. ) , (]
mMiNyeC fo,yyH - ||X|| o ||y||

Démonstration:

On a[fx — 7y|l” = [[x|>+ 72 ly |2 = vy —7*yHx. En éerivant v = a-+if oit a, 8 € R, le
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minimum est atteint lorsque 2a ||y||* — (xHy + ny) =0et 28 |y|*—i (xHy - ny> =0;

donc lorsque

xHy—}—nyf (xHy —ny)

T 2|y
iy () - (- ()
N 2||ylI?
B Re(xHy>fi(Im<xHy>>
- Iyl
_ ¥ix
P
Donc
Iyl minsec x—yl* = [Ilyl*x" - Hy)y®] [IvI*x - (vx)y]

4 2 2 2 2
Iyl [l () (30 Iy 1> Iy 1> <y )y — [ (v oy
2
Iy l1* Il = [y 1> [y |

d’ou le résultat. W

L’algorithme conduit au calcul de 2w estimées de la réponse impulsionnelle du canal émanant des w
vecteurs nl(? et des w vecteurs nl(g. On note {hg\l/l),i = 1,---,2w} l'ensemble de ces estimées. Pour
comparer ces estimées a la vraie réponse du canal, on ne dispose que de 'information R; i.e., I'estimée

de la matrice de corrélation de sa sortie. On se propose d’évaluer la différence entre 7, (fl%}) ’]}H (fl%})

et R — ag I par le biais d’une norme matricielle. Il s’en suit le critére suivant : on retient I'estimée

h,, telle que

Critere 5.1

. . — (i A (N (12

h,, = argmin, (ming |Ri — o2 1 - 57, (B7) 77 (b)) ) (5.5)
ou ||.|| désigne une norme matricielle.
On peut choisir § = 1 ou [ complexe quelconque selon que l'on veut résoudre le probleme de

Iidentification avec une ambiguité de phase? ou une ambiguité de phase et d’amplitude, respective-
ment i.e., si on veut déterminer la réponse du canal a une constante complexe de norme unitaire ou

de norme quelconque, respectivement.

On rappelle que la norme de Frobenuis d’une matrice A n x n est donnée par |A|£ﬁ | Vec (A)].
Pour cette norme, et pour une ambiguité de phase et d’amplitude (8 complexe quelconque), (5.5) se

simplifie comme suit :

~

h,, = argmin, <minﬁ ‘Rl — ;g\Icl — 87, (ﬁE&)) ,ZEH (%\?) ‘2)

= argmin; <ming HVeC (Rl — ;lf\lcz) — [Vec (72 (fl%}) ZH (ﬁg\z/l))) H2>

2Comme discuté dans §4.4, Pambiguité de phase est inhérente au probleme de identification
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2 'vec (R~ o7 1) Vee (7; (B)) 77 (B))) ]2
[vee (7, (8 7 (6))

‘Vec (Rl — ;,%\Icl)H Vec (72 (H%D IEH (ﬁ%f))) ‘2

= argmin; HVec <f{l — O'g Id) H

= argmin; | cl|R; — o 14> —

Soit, flM = argmax;

Toujours dans le cas d’une ambiguité de phase et d’amplitude (i.e., 5 réel quelconque), il n’est plus
nécessaire de calculer les égaliseurs ZF comme décrit dans §5.3. On modifie (5.1) et (5.2) pour calculer

. A , A
gl(l_)1 It Ménl(? et/ou gl(z_)1 lénl(lz) . L’identification s’achéve comme auparavant.

5.6 Robustesse a la surestimation de ’ordre en statistiques estimées

Etant données les considérations "statistiques estimées” ci-dessus (cf. §5.5), on montre dans ce qui
suit que la propriété de robustesse a la surestimation de 1'ordre, prouvée dans le cas des "statistiques
exactes” (cf. §5.4), se maintient dans le cas statistiques estimées. En particulier, on fera le parallele

avec les algorithmes Prédiction Linéaire (IP) et Décomposition en Produit Exterieur (OPD) (cf. 5.2).

L’algorithme proposé (resp. les algorithmes LP et OPD) exploitent les propriétés de la matrice de
corrélation décalée (resp. standard) débruitée R; — RE’ (resp. Ry — R?). Son estimée R; — 7@? (resp.
Rl — Rf’) approxime donc une matrice de rang déficient. Ses plus petites valeurs singulieres (resp.
propres), les (¢ — 1)l — M + 1 (resp. (¢ — 1)l — M) plus petites, correspondant au sous-espace bruit,

sont proches de 0.

Les algorithmes LP et OPD font intervenir la pseudo-inverse de la matrice R, — 7%? Pour l'inverser
proprement (forcer & zero les valeurs propres du sous-espace bruit et inverser celles du sous-espace
signal), P’algorithme doit connaitre la dimension exacte du sous-espace bruit (donc Pordre exact du
canal). Lorsque l'ordre du canal est surestimé, la dimension du sous-espace bruit est sousestimée et
certaines de ses valeurs propres sont comptabilisées dans le sous-espace signal, donc seront inversées
pour calculer la pseudo-inverse. Ainsi, dans le cas des statistiques estimées, la surestimation de 'ordre
conduit au mauvais conditionnement de la matrice de corrélation (standard) débruitée pour I'inversion,

et par conséquent a I’echec des algorithmes LP et OPD.

De la méme maniére que pour la matrice de corrélation standard débruitée, la surestimation de
lordre conduit a sousestimer la dimension du sous-espace bruit de la matrice de corrélation décalée
débruitée. Cependant, contrairement a ce qui se produit avec les algorithmes LP et OPD, 'algorithme
proposé ne proceéde pas a une inversion de la matrice. Ainsi, son mauvais conditionnement (pour
I'inversion) n’a pas d’incidence sur les performances de 1'algorithme. La surestimation de I'ordre aura,
comme seul effet, une baisse de performance de ’algorithme. En effet, dans ces conditions, on estime

seulement une partie du sous-espace bruit. Chacun des vecteurs nl(zj),z =1,---,0=(c—1)l — M+1<

54



X o
| |
| |
L X
R; - R} Lo
|
estimée | ‘ 3
débruitée : :
L I I € |
| |
! : Ordre exact
/() :0
'—  Ordre surestimé
1/(...) 0
— X "
X
€
Ry~ RL
estimée
débruitée
- 6 =
nleh ... n@. .. p@). .. @ Ordre surestimé

> (W C (1
T

—_———

A

hy,

Figure 5.2: Robustesse a la surestimation de I'ordre en statistiques estimées.

(c—1)l — M+ 1,5 = 1,2, conduit & une estimée de la réponse impulsionnelle du canal. On récupere
ainsi moins d’estimées que ce que 'on aurait récupéré si 'on avait connu la valeur exacte de l'ordre.
La sélection de la meilleure estimée se fera dans un ensemble plus petit et I'erreur de performance se

détériore par conséquent.

Ainsi, Palgorithme proposé peut se contenter d’une seule direction dans le sous-espace bruit (de la ma-
trice de corrélation décalée) pour retrouver une estimée de la réponse du canal; alors que 'algorithme
sous-espace (SS) a besoin de détecter la totalité du sous-espace bruit (de la matrice de corrélation stan-
dard) pour caractériser la réponse du canal. Tout comme les algorithmes LP et OPD, I'algorithme
proposé opére sur une matrice mal conditionnée (pour I'inversion). Mais puisqu’il ne nécessite pas
I’inversion de cette matrice, il continu d’étre performant. Ainsi, vis-a -vis de la surestimation de ’ordre,
'algorithme SS est fondamentalement non robuste (méme en statistiques exactes). La robustesse de

LP et OPD est théorique (seulement en statistiques exactes). Celle de I'algorithme proposé est réelle.

Toutefois, la surestimation de l'ordre a pour effet la baisse de performance de 'algorithme proposé
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a cause, comme expliqué ci-dessus, d’une restriction du nombre des estimées de la réponse du canal.
Ceci peut étre compensé en augmentant le facteur de lissage.

(4)
Ly’
sous-espace bruit (i = 1,---, (¢c—1)—M +1) et ceux du sous-espace signal (i = (¢c—1)|—M+2,---,cl).

On peut également autoriser I’algorithme & scruter tous les vecteurs singuliers n,;, 7 = 1,2, ceux du

Ces derniers vont naturellement aboutir & de mauvaises estimées de la réponse du canal. La prise
en compte de ces estimées est sans danger si le critére de sélection est capable de les écarter. Celui

proposé (critére 5.1), sous-optimal par construction, s’est révélé, a travers les simulations, pouvant
étre induit en erreur par une mauvaise estimée; au sens ol une estimée hg\l/f) issue d’un vecteur du sous-
— [ ~( 2
. . ~ . - 2 (7,) H (z) . s . \ .
espace signal peut avoir un cotut ming HRl —oy Iy — BT, (h M) 7 (h M inférieur a ceux atteints
par les estimées issues des vecteurs du sous-espace bruit. Ainsi, 'exploitation de cette possibilité reste

suspendue a la résolution, d’'une maniere optimale, du choix de la meilleure estimée dans I'ensemble
{h}.

5.7 Récapitulatif

Etant données les modifications ci-dessus, ’algorithm se réécrit comme suit :

1. Estimer une valeur M supérieure a 'ordre exact du canal.
2. Choisir un facteur de lissage | > M.
3. Calculer R, estimée de R;.

4. Estimer la puissance du bruit o? comme la valeur moyenne des (¢ — 1)(I 4+ 1) — M plus petites

valeurs propres de Ry 1.

5. Calculer les vecteurs cl-dim nl(? et nl(g singuliers a gauche et a droite respectivement, associés
aux w=(c — 1)l — M + 1 plus petites valeurs singulicres de R; — o2 (J; ® L.).

Constituer I’ensemble {nl(z),i =1,---,2w} = {nl(?,i =1,---,w}U {nl(i%,i =1,---,w}.

6. Pour chaque nl(i), estimer I'égaliseur ZF

i 1 .
l(l—)l = a5 5 Ill(z) (ambiguité de phase)
Os \/nl (Rl — 05 Icl) n

ou bien gl(?l = nl(i)* (ambiguité de phase et d’amplitude)

(@) (4) (@)

7. Pour chaque g;’;, calculer I'estimée flM correspondante en utilisant (5.3) ou (5.4) selon que n,

est un vecteur singulier & gauche ou a droite, respectivement.

8. Choisir

A~

h,, = argmin,; ('Rl — gg\ld -7 (flg&)) T <f15&2) D
(ambiguité de phase)
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) Vec (Rl - EI?IC;)H Vec (72 (flg&)) i (HE\Z/I)» ’
i by = e ——— e

(ambiguité de phase et d’amplitude)

5.8 Mesure de performances

Dans ce qui suit, on propose une mesure de performance £ (flM> inspirée de [MORG 98]. Pour les
applications ciblées, I’erreur doit étre nulle lorsque I'estimée est égale a la réponse exacte du canal a une
constante complexe quelconque et a des coefficients nuls a la téte et ou a la queue pres. Autrement
dit, I'erreur €(hyy) sur h,, doit vérifier?
Ocnry 1
EB| hy =0,V3 € C, et VM et My entiers positifs.
Ocars1

Ainsi, pour mesurer les performances de 'algorithme, on propose 'erreur suivante

2
Ocam 1

A~ ~ . 0
& (har)=ming a4 ay=nr—m CM2|7|1h I
M

Cependant, cette erreur peut se simplifier pour notre algorithme en particulier. En effet, une estimée

O —
d’ordre M’ > M est prévue pour ressembler a oM M)’I] ou bien a [ M ] . Par conséquent,
M Oc(nrr— )1
Perreur se réécrit comme
2 2
R Oc(nr—nny - : hy, .
g(hM/): mlnﬁec [ C( )’ — BhM’ ,mlnﬂec — ﬂh]w/
hy, Oc(nr— a1
On peut montrer, en utilisant Prop. 5.1, que ceci est égale a
. . 2
R ‘ 017 M'—M hJ\H{ hM’ ‘ hJ\H/[ 017 M'—M hM’
E(hyy) = min |1-— O i ] - [ o )
Iyl B by |||

N

max (‘ [Ol,c(]\l’fM) hAH4] hyr|, H:h]\H[ 01,c(MuM)} has

byl [Bar

5.9 Simulations

Une série de simulations a été conduite pour tester 'algorithme, et en particulier sa robustesse quant
a la surestimation de 'ordre, et pour le comparer en terme d’erreur d’estimation avec d’autres algo-

rithmes, en 'occurrence les algorithmes SS, LP et OPD. On a testé les performances de 'algorithme

3en format ST.

o7



en jouant sur les conditions de réception (la puissance du bruit et la durée d’observation) et sur le
facteur de lissage. Les tests en surestimation de 'ordre ont été conduit uniquement sur 'algorithme

proposé étant donné que, dans cette situation, les autres algorithmes échouent systématiquement.

Le but de ces simulations étant de vérifier les développements théoriques précédents, le canal n’a pas
6té choisi avec le souci de correspondre & des situations de propagation réalistes*. Le canal testé (cf.
5.3.a) est repris de [MOUL 95]. 11 s’agit d’'un SIMO & 4 sous-canaux et d’ordre M = 4. Ses coefficients

sont donnés par

h(0) = [—0.049 + 0.359v/—T 0.443 — 0.0364y/—1 — 0.211 — 0.322y/—1 0.417 + 0.030\/—_1}T,
h(l) = [0.482 — 0.569y/~1 1 —0.199 + 0.918y/—1 1}T,

h(2) = [0.556 4+ 0.587v/—1 0.921 — 0.194y/—1 1 0.873 + 0.145\/—_1]T,

h(3) = [1 0.189 — 0.208y/=T — 0.284 — 0.524v/=T 0.285 + 0.309\/—_1}T et

h(4) = [~0.171 + 0.061y=T — 0.087 — 0.054/=T 0.136 — 0.190y"T — 0.049 + 0.161¢T1]T.

R R SRR et S e e
+

Sous-canal 1
Sous-canal 2
Sous-canal 3
o Sous-canal 4

L
45 5

L
45 5

L
45 5

L L L
10 20 25

15
facteur de lissage

ule des coefficients)

L
45 5

(a) Réponse impulsionnelle (mod- (b) La plus petite valeur singuliere

o (7, (hyy))

(c) Zeros des différents sous-canaux

Figure 5.3: Le canal

Le canal montre une bonne diversité d’apres la plus petite valeur singuliere de sa matrice de filtrage
(cf. 5.3.b) et la disposition des zeros de ses différents sous-canaux (cf. 5.3.c). Le canal est excité

par une source de symboles QAM-4, i.i.d. et de variance unité. Le bruit d’observation est blanc et

E(Ixm))?) o2 b, ]|’

gaussien (AWGN). Le rapport signal sur bruit est défini par® SNRiE(”b(n)”Q) ="
L I

L’erreur £ est moyennée sur des réalisations Monte Carlo au nombre de 100.

L’algorithme proposé ne peut étre comparé aux algorithmes SS, LP et OPD que dans le cas ou 'ordre

du canal est exactement connu. Dans ces conditions, il ressort de Fig. 5.4 que 'algorithme proposé

411 ne correspond pas, par exemple, & une onde en cosinus sur-élevé transmises & travers un canal & trajets multiples

ZilzlE( mc’(n)”2> _ ZZ/:1| E(HSW”Z)ZZ:l
Yo el oll?) & (|ls (] ]7) ea;

2

B(lls(m))12) he,

’
c
hM

5En effet, SNR =
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Figure 5.4: Comparaison de I'algorithme proposé et des algorithmes SS, LP et OPD avec détection de I'ordre

exact, w =9

dépasse en performances les algorithmes LP et OPD (pour d’autres canaux, il a été constaté un écart
plus important [Gzh 00]). L’algorithme SS continue de montrer les meilleures performances. 11 est
intéressant de voir que les performances de l'algorithme proposé se montrent peu sensibles a une

détérioration du rapport signal sur bruit, comparé aux algorithmes LP et OPD.

Lorsque l'on surestime Pordre du canal (Fig. 5.5), I'algorithme proposé se montre capable de bien es-
timer la réponse du canal, une situation ou les autres algorithmes aboutissent a des erreurs d’estimation
trés importantes, non reportées sur la figure. L’erreur d’estimation dans le cas d’une surestimation de
I'ordre du canal peut étre diminuée en augmentant le parametre w (grace a ’augmentation du facteur

de lissage) i.e., le nombre des estimées candidates.

5.10 Comparaison avec les algorithmes existants

Dans ce qui suit, on justifie qualitativement les performances de lalgorithme proposé comparées
a celles des algorithmes SS, LP et OPD. La robustesse a la surestimation est une qualité vérifiée
uniquement par l'algorithme proposé. Elle trouve sa justification dans ce qui suit. La surestimation
de lordre du canal se traduit par un mauvais conditionnement pour l'inversion des estimées des
matrices de corrélation débruitées standard (R; — RY) et décalée (R; — R?). Leur inversion nécessite
la connaissance exacte du rang théorique de la matrice, i.e., la connaissance exacte du canal. Puisque
les algorithmes LP et OPD font intervenir la pseudo-inverse de R; — RE’, leur échec est prévisible
en surestimation de 'ordre du canal. L’algorithme proposé ne procede pas a une telle inversion et
sa robustesse a la surestimation de 'ordre se maintient dans des conditions pratiques d’observation

(limitée dans le temps et bruitée).

L’algorithme proposé présente un autre avantage qui lui est propre. Pour les autres algorithmes, le
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Figure 5.5: L’algorithme proposé en sur-estimation de I'ordre du canal. La légende montre I'ordre détecté.
N =200. SNR = 20.

seul moyen pour améliorer les performances d’estimation est d’affiner I'estimation de la matrice de
corrélation en observant plus longtemps le canal. Ceci n’est pas toujours possible car en pratique
les canaux sont variables dans le temps et 'algorithme doit achever I'identification pendant la durée
de stationnarité du canal. [’algorithme proposé dispose d’'un autre moyen pour améliorer les perfor-
mances en augmentant le facteur de lissage i.e., la taille de la matrice de corrélation. Cette option
ne gaspille pas de ressources physiques mais induit une augmentation du temps de traitement, moins
préoccupante cependant®. L’augmentation du facteur de lissage est particulierement utile lorsque
I’algorithme tourne dans des mauvaises conditions, notamment en sur-estimation de ’ordre du canal
(Fig. 5.5 et Fig. 5.6).

Lorsque l'ordre est exactement connu, 'algorithme proposé montre des performances intermédiaires

entre Papproche sous-espace et approche prédiction linéaire (I’approche OPD étant trés comparable

3 LP).

Contrairement a I'algorithme SS, 'algorithme proposé passe par I'estimation de la puissance du bruit
du canal, ce qui est une source d’erreur supplémentaire. Ceci justifie que l'algorithme SS continue
d’exhiber les meilleures performances. Rajouter & cela qu’il (SS) est le seul capable, en I'absence de
bruit, d’estimer la réponse exacte du canal méme si seulement un nombre limité d’observations est

disponible.

De la méme maniére que l'algorithme LP, I’algorithme proposé passe par le calcul d’égaliseurs ZF7

avant de déduire la réponse impulsionnelle du canal. Cependant, il calcule toute une famille d’égaliseurs

50n note en particulier ’existence d’algorithmes rapides de recherche de vecteurs propres/singuliers.
"Ceux-1a sont & délai minimum et maximum et donc les moins favorables en présense de bruit [Touz 98].
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Figure 5.6: Effet du facteur de lissage. SNR = 20

(donc d’estimées candidates) et dispose ainsi d’une meilleure chance d’aboutir & une erreur d’estimation

faible.

Notons que, tant que I'égalisation ZF est concernée, I'algorithme proposé offre plusieurs égaliseurs ZF,
de délais maximaux et minimaux et d’ordres > [%1 — 1. Au contraire, 1'algorithme LP n’en donne

qu’un seul avec un délai minimal et d’ordre M.

Les meilleures performances de I'algorithme SS sont a apprécier par rapport & une ambiguité plus
importante (de phase et d’amplitude). L’algorithme LP achéve lidentification avec la plus faible
ambiguité possible (de phase). L’algorithme proposé, quant a lui, offre la possibilité de choisir le degré

d’ambiguité, ce qui lui rend d’une plus large utilité.

5.11 Conclusion

On a proposé un nouvel algorithme d’identification aveugle au second ordre des canaux SIMO. Il corrige
un défaut essentiel de la plupart des algorithmes développés a ce jour : la nécessité de connaitre I'ordre
exact du canal. L’algorithme proposé est robuste a la surestimation de 'ordre du canal; et ce au sens
pratique du terme : la réponse du canal peut étre arbitrairement approchée si on connait une valeur
supérieure a la valeur exacte de 'ordre et si le canal est observé pendant une durée finie et en présence
de bruit. Ceci est qualifié de vraie robustesse en opposition aux algorithmes LP et OPD dont la

robustesse a la surestimation de 'ordre est purement théorique, car fondée sur les statistiques exactes.

En ordre exact, 'algorithme proposé montre des performances meilleures que celles des algorithmes
LP et OPD car il aboutit au calcul de plusieurs estimées de la réponse du canal. Un choix qui permet
une meilleure estimation de cette derniere et constitue, par le moyen de sa taille ajustable, un moyen

d’améliorer davantage I'erreur d’estimation autre que I'augmentation de la durée d’observation.
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[’ambiguité, avec laquelle la réponse du canal est estimée, peut étre fixée en fonction de 'application.

Le critere proposé dans §5.5 a été choisi intuitivement. C’est 1a une possibilité d’amélioration éventuelle
de I'algorithme. En particulier, on se demande si la sélection peut se faire plutot dans la procédure
d’identification en choisissant un égaliseur sur I’ensemble des égaliseurs calculés et continuer 'identification
avec l'égaliseur retenu. Ceci permettra un gain considérable en temps de calcul, en particulier si le
facteur de lissage est important, ce qui est le cas lorsqu’on se place dans le cas d’'une surestimation de

lordre du canal, lequel cas constitue I'intérét de cet algorithme.

Figure 5.7: Surestimation de l'ordre

Finalement, on revient sur la définition donnée a la surestimation de I'ordre. En se référant a Fig. 5.7,
une situation de surestimation correspond a la détection d’un ordre M’ supérieur ou égale a I'ordre M
de la réponse totale (au sens strict) i.e., y compris éventuellement les termes faibles de la téte/queue.
L’estimation d’un ordre M” qui correspond & la prise en compte de seulement une partie des termes
faibles de la téte/queue n’est pas, relativement & notre définition, une situation de surestimation.
Avec un ordre détecté M’ > M, le canal présente une matrice de corrélation mal conditionnée pour
I'inversion (il est alors dit mal diversifié) a cause de la présence de termes faibles de la téte/queue (cf.
§7.1.1 et [LIAV 99]). L’algorithme proposé, qui tente & l'identifier en opérant une SVD de Pestimée de

cette derniere, échoue & bien approximer (une version zero-padded de) la réponse d’ordre M (cf. §6).

On a choisi cette définition de I'ordre (& surestimer) de maniére & ce que robustesse a la surestimation
de l'ordre et robustesse a la mauvaise diversité du canal (cf. §6) soient deux probléemes indépendants
qui puissent étre adressés séparemment. Plus précisement, ainsi définie, la surestimation de ’ordre
n’affecte pas le conditionnement /diversité du probleme. En particulier, cette définition évite qu’une
surestimation de Pordre (au sens ”prendre en compte des termes faibles a la téte ou a la queue de la
réponse”) En effet, une situation du type M” peut étre interprétée comme un cas de surestimation
d’un ordre pratique ou comme un cas de mauvaise diversité. Pour nous, il s’agira de ce dernier cas et
I’algorithme proposé (d’aprés nous robuste a la surestimation de I'ordre) montrera alors de mauvaises
performances a cause d’une mauvaise diversité de la réponse recherchée. Cette définition de Pordre
(et de la surestimation) vise aussi a éviter 'ambiguité de la définition, souvent subjective, d’un ordre

pratique ou d’une maniere équivalente de présence de termes faibles.

Le probleme de la (non) robustesse a la mauvaise diversité du canal reste non résolu par 'algorithme
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proposé ici et ce pour les mémes raisons discutées dans §6.1, a savoir que la recherche de vecteurs
singuliers est sensible au conditionnement de la matrice de corrélation (débruitée). Le reste du rapport

se consacre désormais a ce probleme.
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Chapitre 6

Diversité des canaux SIMO

L’information sur la réponse impulsionnelle d’un canal SIMO est contenue dans les statistiques d’ordre
deux de sa sortie. Le vecteur h,, apparait dans I'expression de la matrice de corrélation. Pour I'en
extraire, les algorithmes d’identification doivent inverser explicitement ou implicitement la matrice
de corrélation. Les performances de 'algorithme d’identification aveugle, disposant d’un nombre fini

d’observations, s’en trouvent sensibles au conditionnement de la matrice de corrélation.

L’identifiabilité du canal est souvent citée [FIJA 97] comme fonction de sa diversité, ou encore sa
disparité, sans qu’'une mesure stricte n’en soit donnée. Ce constat incite & proposer une définition
stricte de la diversité d’un canal se basant sur la plus petite valeur propre non nulle de la matrice de

corrélation.

A I’exception des algorithmes LP et OPD, le facteur de lissage n’est pas fixe. En particulier, pour
lalgorithme §5, l'erreur d’identification diminue lorsque ce parametre augmente. Ainsi, le comporte-
ment asymptotique (pour tailles grandissantes des matrices de corrélation) de la plus petite valeur
propre non nulle mérite d’étre étudié. Ces matrices de corrélation ont des structures blocs de Toeplitz.
Ceci rappelle les résultats établis par Szego sur le comportement asymptotique des valeurs propres des

matrices de Toeplitz Hermitiennes, et invite a généraliser ces résultats aux matrices blocs de Toeplitz.

Dans ce chapitre, on arréte une définition de la diversité (§6.1). On généralise le théoréme de Szego
(§6.2) au cas des matrices de Toeplitz (§6.3). On en déduit une borne supérieure sur la diversité des
canaux SIMO. Il s’en suit une discussion sur les implications de ce résultat sur I'identifiabilité des
canaux dans des conditions pratiques d’observations. On s’intéresse en particulier au cas des canaux

a bande limitée.

6.1 Mesure de la diversité

Les algorithmes du second ordre d’identification aveugle sont capables de déduire la réponse impul-
sionnelle d’un canal SIMO a partir des statistiques du second ordre de sa sortie non bruitée si le canal
remplie la condition de diversité (dite aussi disparité ou minimum de phase). Par diversité on entend
que les fonctions de transfert des réponses impulsionelles des différents sous-canaux ne possedent pas

de zéros en commun. Dans ce cas, le canal est dit & minimum de phase, par extension aux canaux
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SIMO de la notion de minimum de phase déja définie pour les canaux synchrones. En pratique,
les statistiques ne sont pas exactement connues. Elles sont estimées sur la base d’un nombre fini
d’observations. La qualité de I'estimation dépend alors de la qualité de la diversité du canal ou aussi

le degré de diversité duquel dépend [lidentifiabilité du canal observé pendant une durée limitée.

Une interprétation géométrique de la diversité a été donnée dans [FIJA 97, TOUZ 98]. Plus les zéros
des sous-canaux sont distants, meilleure est la diversité. Dans le cas limite ou les sous-canaux possedent
des zéros en communs, le canal est non identifiable méme en connaissance des statistiques exactes de

sa sortie. Des contre-exemples (Fig. 6.1) attestent que cette interprétation n’est pas toujours valable.
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Le canal de (a) présente des zeros plus rapprochés que pour le canal
(b) mais, & Pexamen de la plus petite valeur singuliere de la matrice
de filtrage (avec un facteur de lissage choisi arbitrairement), est mieux
diversifié.

Figure 6.1: Contre-exemple

Une interprétation algébrique de la diversité est donnée par Liavas et al dans [LIAV 99, LIAV 99,
LIAV 00]!. La diversité du canal dépend du conditionnement de sa matrice de filtrage (sur-déterminée).
Plus cette derniere est loin de la singularité, meilleure est la diversité. Liavas et al ont proposé la
plus petite valeur singuliere de la matrice de filtrage 7, (h,,) (I étant le facteur de lissage employé par
'algorithme) comme une mesure de la diversité. Cette interprétation a été discutée dans [Veen 95]

également.

Cette interprétation est plus pertinente que l'interprétation géométrique dans [FIJA 97, TOUZ 98] et
permet surtout de proposer une mesure de la diversité qui ne soit pas seulement visuelle. Le carré
de la plus petite valeur singuliere de la matrice de filtrage (de rang colonne plein) est égale a la plus

petite valeur propre non nulle de la matrice de corrélation (non bruitée) du SIMO & identifier. Or, les

'L2étude Liavas et al a été faite dans le cas de deux sous-canaux (H7.1) mais intuitivement la mesure de diversité
qu’ils proposent s’étend facilement au cas d’un nombre de phases > 2 quelconque.
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algorithmes d’identification inversent explicitement? ou implicitement? (par une recherche de vecteurs
propres ou singuliers) la matrice de corrélation. La stabilité de la solution du probléme (la réponse
du canal) par rapport a une perturbation de la matrice de corrélation (due & une erreur d’estimation
inévitable) est trés dépendante du conditionnement de cette matrice. D’ailleurs, sa pseudo-inverse

ressort dans toutes les expressions des différentielles de ces algorithmes (cf. § B.2, B.3 et B.4).

Cette interprétation a besoin d’étre affinée pour ne plus dépendre du facteur de lissage. Fn remarquant
que la plus petite valeur singuliere de la matrice de filtrage d’'un SIMO & minimum de phase est
convergente* lorsque le facteur de lissage tend vers I'infini®, une mesure de la diversité peut étre fixée

comme étant®

m Jim_o (7 (hyy) (6.1)

Une conséquence de cette interprétation de la diversité est que la diversité augmente lorsqu’on rajoute

hl, .
. M
un sous-canal supplémentaire i.e.,’ . est mieux diversifié® que : Vhf\}rl € Cl et [; donc
o uy
hiy;

indépendamment de la réponse supplémentaire. Cependant, cette solution n’est pas intéressante car
le cout que ¢a implique (augmentation de la taille du réseau de capteurs) ne justifie souvent pas le

gain en diversité. Pour cette raison, la valeur ¢ = 2 est souvent retenue en pratique.

6.2 Notations et Rappel

Un résultat célebre de Szegd [GREN 84] stipule que le comportement asymptotique des valeurs propres
d’une matrice de Toeplitz Hermitienne est décrit par la transformée de Fourier de ses termes. Le
théoreme de Szegd énonce que les valeurs propres d’une suite matricielle de Toeplitz Hermitiennes
sont distribuées comme les échantillons de la transformée de Fourier de leurs termes. La plus petite
(resp. plus grande) est décroissante (resp. croissante) et converge vers le minima (resp. maxima) de

cette transformée de Fourier. Dans ce qui suit, on rappelle ce résultat :

Soit {t; }k=....—1,0,1,. une suite infinie de nombres complexes absolument sommable (i.e., >}, |tx| < o)

de telle manieére que la transformée de Fourier associée t(w)=>"} tre~* % soit bien définie. On défini

2tel LP.

3tels SS, OPD et algorithme proposé dans §5.

4Cette convergence a été systématiquement vérifiée en pratique mais une preuve stricte n’a pu étre établie.

50n verra également que cette limite approxime bien la plus petite valeur singuliére pour des valeurs pratiques du
facteur de lissage

50n normalise la réponse du canal pour ne pas avoir, par exemple, le résultat absurde qu’est 2h,, mieux diversifié
que h,,. Ce qui revient a dire que le rapport des valeurs singulieres minimale et maximale est le facteur déterminant
pour le conditionnement par rapport & I'inversion de la matrice.

"Format T'S

8Ceci peut étre démontré en utilisant [HORNa91, Corrollaire 3.1.3].
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la suite matricielle {T,,(t)},>1 ot T),(¢) est une matrice de Toeplitz n x n donnée par

o t-1 o to(po1
t o T ot
T.()=| = =2 (6.2)
tn-1 tn—2 - to

Si A est une matrice n X n, on continue de noter [|A,,|| é\/ max | x| —1 X7 AH A, x la norme euclidienne

de A qu’on dira aussi norme forte; et |An\£\/% Y1 22i—1]aij|? la norme de Frobenuis de A qu’on
dira aussi norme faible [GRAY 72].

On introduit la notion d’équivalence asymptotique entre suites matricielles carrées :

Définition 6.1 Equivalence Asymptotique [GRAY 72]

Deuz suites matricielles {Ay,} et {Bn}, n=1,2,--- sont dites asymptotiquement équivalentes et notées

{A,} ~{B,} si

IM < oo tel que Vn,[[Ay|| <M and |B,| <M (6.3)
Tim |Ay, — B,| = 0. (6.4)

Deux suites matricielles asymptotiquement équivalentes vérifient la propriété suivante quant a leurs

valeurs propres.

Theorem 6.1 [GRAY 72]

Si{A,} ~{B,} et silim,_ % Yohe1 AL(A,,) existe et est finie pour un entier s donné,
1 & 1 &
i~ kz_:l Mi(An) = lm — 1; Ar(Bn)

A toute suite de matrices de Toeplitz, on peut associer une suite de matrices circulantes asympto-

tiquement équivalentes :

Theorem 6.2 [GRAY 72]
Pour toute suite {ty}r=..—101,.. absolument sommable, il existe une suite de matrices circulantes

{C,(t)} asymptotiquement équivalentes a la suite de matrices {Ty(t)} et est donnée par C,(t) =
U4D, (1)U, ou
. . ome P o 2m(k—1)
e D, (t) est une matrice diagonale dont le k terme est donné par (Dy, (1)), =1 (T)

. L L o E=DO=D)
e U, est la matrice DFT unitaire (U,,),; = 7n TR

Les expressions de C,(t) et de U, (cf. [GRAY 98]) ne sont cependant pas nécessaires par la suite.

Dans notre démonstration de Th. 6.7, on exploite le fait que les vecteurs propres d’une matrice

circulante ne dépendent pas de ses termes, i.e., de la suite {t;}, et que ses valeurs propres sont les

échantillons équidistants de la transformée de Fourier ¢(w).

On rappelle finalement le théoreme de Szego :
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Theorem 6.3 Théoreme de Szeg6 [GREN 84]
Pour toute suite {ty}r=...1,01,.. absolument sommable, si Ty(t) est Hermitienne, alors pour toute

fonction F' continue sur [min,t(w), max,t(w)], on a

T

1 & 1
lim — F(M.(T,(t)) = — F(t(w)) dw.
J ST F W) = 5 [ F(a(w)

w=—T

Le théoreme précédent décrit le comportement de groupe des valeurs asymptotiques. Il s’en déduit le

résultat suivant sur les valeurs extrémes.

Theorem 6.4 [GREN 84, GRAY 98]
Pour toute suite {ty}g=... 1,01, absolument sommable, si Ty(t) est Hermitienne, alors pour tout [,
la 1°M€ plus petite (resp. plus grande) valeur propre de Tp(t) A\g(Tn(t)) (resp. A—ix(Tn(t)) ) est

décroissante (resp. croissante) en n et converge vers ming,t(w) (resp. maxy,t(w) ).

6.3 Matrices blocs de Toeplitz

L’application du théoreme de Szegd est directe pour les processus scalaires stationnaires (au second
ordre), pour lesquels les matrices de corrélation sont de Toeplitz. Plusieurs extensions du théoréme de
Szegd ont été faites [TILL 99]. La plus importante concerne les matrices blocs de Toeplitz avec blocs
non Toeplitz ou le nombre de blocs tend vers l'infini [TILL 98]. Cependant, la démonstration qui y
est donnée fait appel a des outils mathématiques sophistiqués. On se propose de donner une nouvelle
démonstration plus simple que celle dans [TILL 98] de 'extension du théoréeme de Szegd aux matrices
blocs de Toeplitz. La démonstration exploite I'équivalence asymptotique entre séquences matricielles
et plus particulierement le résultat établi par Gray dans [GRAY 72] sur équivalence asymptotique

entre séquences de matrices de Toeplitz et séquences de matrices circulantes (Th. 6.2).

6.3.1 Définitions

On considere la matrice blocs de Toeplitz avec des blocs non Toeplitz (BTNTB?)

[ To T - T—(n—l)-l
T, . . T
T = REE (6.5)
Tpo1 Tyho - To

ot (Tg)r=—(n-1),-...n—1 sont des matrices ¢ x ¢ qui ne sont pas forcement de Toeplitz. Leurs termes

sont données par ¢;""= (T}) u,v = 1,---,¢c. On lui associe la matrice non blocs de Toeplitz avec

u,v

9Block Toeplitz with Non Toeplitz Blocks
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des blocs de Toeplitz (NBTTB!?)

Tn(tl’l) Tn(t1’2) Tn(tl’c)
T (t271) T (t272) N T (t27c)
(=] ", ' " (6.6)
Tn(tcyl) T” (tc’2) PR T” (tC,C)
ot , conformement & la notation (6.2), T, (t“"),u,v = 1,---, ¢ sont des matrices de Toeplitz n x n
données par
FUv v u,v
0 -1 —(n—1)
u,v .. .. u,v
it “(n-2)
tln Gty e g
On suppose que chacune des suites t;“:’v, u,v = 1,--+, ¢ est absolument sommable. Ainsi, on associe

a chacune des suites la transformée de Fourier t*¥(w)=3", t;:’ve’““”. Puisque les matrices BTNTB
et NBTTB, 7,/({t*“"}) et T,({t*"}), ainsi définies sont les mémes & une permutation de lignes et de
colonnes pres (cf. (6.7)), elles sont équivalentes du point de vue des valeurs propres. Cependant, on
préfere la formulation NBTTB car elle permet de manipuler directement des blocs de Toeplitz pour

lesquels les résultats déja établis (cf. §6.2) peuvent étre utilisés.

L’une et autre des formulations apparaissent lorsqu’il s’agit de la matrice de corrélation d’un processus
spatio-temporel stationnaire, selon que les données sont arrangées temps par temps (BTNTB) ou phase
par phase!! (NTBBT).

On peut vérifier que

Ty ({t""} = Ken T ({1 K o (6.7)
Notons finalement que 7,,({t“*}) est Hermitienne ssi T, (t"%) = TH(t“),Vu,v = 1,---,¢ ou d'une
maniére équivalente tV"%(w) = (t“*(w))"* ,Yu,v =1,---,c.

Dans la suite de §6.3, on donne une démonstration de I'’extension du théoreme de Szego aux matrices
blocs de Toeplitz. Elle est plus simple que celle dans [TILL 98]. Cependant dans [GREN 84, TILL 98],
des hypothéses moins restrictives sont données sur les séquences {tZ’U}k:...,_l,OJ,... ou elles ont été
supposées carré sommables uniquement. Dans ce cas, une définition plus générale de la transformée
de Fourier est applicable et les démonstrations du théoreme de Szegd et de ses extensions sont plus
difficiles a établir.

6.3.2 Distribution asymptotique des valeurs propres

En exploitant le fait (Th. 6.2) que les blocs Toeplitz de la matrice 7,,({t""} sont asymptotiquement
équivalents a des matrices circulantes qui elles sont diagonalisables via le méme changement de base,
on étend Th. 6.2 au cas NBTTB comme suit :

10 Non block Toeplitz with Toeplitz blocks
ou bien aussi capteur par capteur
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Theorem 6.5 Siles suites {tZ’U}k:...’,LO,L... sont absolument sommable, il existe une suite matricielle
{C,({t“v})} asymptotiquement équivalente a {T,({t“"})} et donnée par
Cp({t®v}} = UTD, ({t“* U, avec U, est une matrice unitaire nc x nc indépendante de T, ({t“}) et

ot Dy, ({t™“"V}) est la matrice

D, (t") Dy(t?) --- Dyt
Dn t2,1 Dn t2,2 Dn tQ,c

Da({t"})= (: ) D) (: ) (6.8)
D, (t>!) Dy (t%%) -+ Dy(t>°)

avec Dy, (t*“") est une matrice diagonale définie comme dans Th. 6.2.

Démonstration:

D’apreés Th. 6.2, Yu et v, il existe une suite de matrices circulantes C, (V) asymp-
totiquement équivalentes & T, (t“V) et donnée par C,(t*¥) = ULD,(t**)U, ou U,
est indépendant de t“Y(w) et la matrice diagonale D, (t") est définie par ses termes

(D)) = 1 (52).

n

Soit
Cn(tl’l) Cn(tl,Z) .. Cn(tl’c)
Cn t2’1 Cn t2,2 - Cn t2’c
g | OB Cal (1)
Cn(th) Cu(t*?) -+ Cp(t™9)

On peut vérifier que C,({t*"}) = UL D, (t*")U,, avec U, = (I.® U,,).

Reste & démontrer que les suites {7, ({t""})} et {Co({t*"})} sont asymptotiquement
équivalentes. Vérifions alors les deux conditions de Déf. 6.1.

Considérons le vecteur normé x € C tel que ||Z,({t“"}x| = |Z.({t*"})]]. On

T
décompose x = {xlT, e ,XCT] ,ouxFeC" k=1,---,¢, et donc kaH <1

Zv 1 tlv v
1T, ()] =

Zv 1l’]:‘ tCU

ZT tuv

Uj \
< Z(Z\ITn(t“’”)XWI)
u=1 \v=1
c c 2
< > (L)
u=1 \v=1

De la méme maniére, on montre que ||Cp({t““})[|? < 32¢_,) (X5, [|Cr(t4) ).
Puisque Yu et v, les suites T, (t"") et C,,(t"") sont asymptotiquement équivalent, alors
les deux suites sont bornées au sens de (6.3), et donc il existe M™? tel que ||, ({t“*})||
=1 (M )2 et ||Cu ({t“D)]1? < 226 =1 L (M®)2. Ainsi, les suites T, ({t*“?}) et Cp ({t%})

sont absolument bornées au sens de (6.3).

70



Finalement, il est facile de voir que lim,,_, |7, ({t“*})—C,({t*"})| = 0 car |7,,({t*“"})—
Ca({t“ )P = £ 30 0ot [Ta () = Cu(t*)]*. W

Notons que C,,({t"""}) n’est pas une matrice circulante. D, ({t""}) n’est pas diagonale non plus.

Il s’en déduit le résultat suivant concernant les moments asymptotiques des valeurs propres des ma-

trices blocs de Toeplitz :

Theorem 6.6

Pour tout entier s > 1,

1
lim — Y A (Z,({t“"}) thrke (w)ghks (w) .. ghe R () d 6.9
nangonz 1) / > (w)t* s (w) - tF M (w) dw (6.9)

we 1<k ks <e
Démonstration:
Puisque les suites 7, ({t*"}) et C,,({t"¥}) sont asymptotiquement équivalentes, on a d’apres

Th. 6.1,
Z )\s {tu v})) _ nlgrolo % Z )\s {tu v}))

k=1 k=1

1

lim —

Etant donné que A3 (C, ({t*¥})) sont toutes les valeurs propres de C5({t*"}), cette derniere
sommation n’est autre que la trace de C3({t*V}). C:({t“}) étant similaire a D2 ({t*}),
ceci est également la trace de Dg ({t*"}).

D ({t*“?}) a la méme forme que (6.8) i.e., formée de ¢? blocs diagonaux A%V u,v =

1,---,cou la matrice A%" est définie par ses termes

(A )pr = > (Dn(tu’kl)>k,k (D”(tkhh))k,k o (D”(tkkhu))k,k

1<ki,-ks—1<c

— Z Uk (%) th1sk2 (%) oL ths—1u (@)
n n n

1<ky ks 1<c

Ainsi

TEe) = Y Y e (@> it (?)tk (?)

u=11<k1, - ks—1<ck=1

_ Z Ztkl,kz (@) kz,ks (@) ...tksvkl <@>
n n

1<ky, - ks<c k=1
Donc

TERS Z/\S ("))
n—oo n

= lim l Z Ztkh’w ( )tk%ks <ﬁ> oo Rk (@)
OO e T he<c k=1 n n

— Z lim l zn:tkhkz (%) tk2.ks (@) oo tRsoka <@>

n—oo n n n n ’

1<k1,-,ks<c k=1

Reste a y voir la définition de I'intégrale de Riemann. B
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i) o o)
Nous posons T(w)= : : . Si 7, ({t*“"}) est Hermitienne, alors T(w) est Hermiti-

i) o)
enne pour tout w. La sommation i<y, g <o 0P (w)tF2 73 (w) - - - thek1 (w) nlest autre que la trace
de (T(w))® dont les valeurs propres sont celles de T'(w) élevées a la puissance s. Par conséquent, (6.9)
est équivalente a

1
Jim Z X (T, ({£7}) / Z x5 (
o U=

Il en découle que pour tout polynéome P, on a

i LS e = L 3 Pl ()] d. (6.10)
k=1 =

W=—T

Lorsque T(w) est Hermitienne Vw, et en utilisant le théoréme de Stone-Weierstrass (rappelé dans
[GRAY 72]), (6.10) s’étend a toute fonction F' continue sur [min,A. (T(w)), max,A; (T(w))]. On

obtient ainsi I'extension suivante du théoreme de Szegd’s aux matrices blocs de Toeplitz :

Theorem 6.7 Supposons que T, ({t""}) est Hermitienne; alors pour tout fonction F continue,
on a:

lim £ F D (7 ()] / S F [ (T(w)] dw

e a o u=1
Il convient de noter que ce résultat est plus approprie que celui établi dans [VOOI 96, BOSE 98,
TILL 97, SERR 98]. Les résultats asymptotiques dans [VOOI 96, BOSE 98, TILL 97, SERR 98] sont
énoncés pour des matrices blocs de Toeplitz avec des blocs de Toeplitz ou & la fois la taille et le nombre
des blocs tend vers l'infini; alors que dans notre travail, seule la taille n des blocs tend vers l'infini.
Ceci est plus approprié dans le contexte des matrices de corrélation des processus multi-variables ou n
désigne I'intervalle d’observation du processus et ¢ désigne la taille du réseau d’antennes et/ou le
facteur de sur-échantillonnage qui naturellement ne sont pas prévus pour prendre des valeurs impor-
tantes. Cependant, les résultats dans [VOOI 96, BOSE 98, TILL 97, SERR 98] restent exploitables

dans I’étude des processus bi-dimentionnels; le cas par exemple des applications de traitement d’images.

Conjugué au fait que le spectre associé a la matrice Hermitienne 7,,({t*"})) est contenu dans
[mingAe (T(w)) ,max,y A1 (T(w))] [TILL, Th. 3.1], Th. 6.7 implique que (cf. [TILL, MIRA 96] pour

les détails) pour tout entier [, la jeme plus petite (resp., plus grande) valeur propre est convergente en

n, et que
lim A1 (T({t*7)) = mingAe (T(w)) (6.11)
Jim A (Z,({8%7})) = maxyAs (T(w)) (6.12)

6.3.3 Classe particuliere des matrices blocs de Toeplitz

Dans ce paragraphe, on s’interesse au cas particulier ou la séquence de matrices blocs de Toeplitz

vérifie la condition suivante :

72



Hypothése H 6.1 T(w) est de rang 1, Vw.

Ceci est équivalent & avoir pour tout w
1 cron]t n re
T(w) = [t"(w), -+, t°w)| " [Tr (T(w))| [t (w), -+, ¢(w)]

ott [tH(w), -, t¢(w)]" et [t (w),- -, #(w)]" sont des vecteurs unitaires singuliers & gauche et & droite
respectivement, associés a la seule valeur singuliere (|Tr (T'(w))| non nulle) de T(w). Cette valeur
singuliere étant de multiplicité unité, elle, ainsi que les vecteurs singuliers associés, sont des fonctions
continues de T(w) [BJRK 96, Th. 1.2.8, p.14]'2 qui est, & sont tour, fonction continue de w par
construction. Ainsi, en redéfinissant t*(w) et t'“(w) comme étant respectivement /[Tr (T (w))[t%(w)
et /] Tr (T (w))[t"“(w), H6.1 est équivalente au suivant : il existe des fonctions t%(w) et #"“(w) continues

tels que t*“V(w) = t“(w)t" (w), pour tout u,v =1,---,c.
t“(w) et "“(w) étant continues, les séquences {t}r—... _101,.. et {t'} k= —10,1,.., Obtenues par la
transformée de Fourier inverse de t“(w) et t'"(w) respectivement, u = 1,-- -, ¢, sont carré sommables

et non identiquement nulles. L’hypothése H6.1 est équivalente & avoir ¢;"" = % « /7= 3" t4t/) 1, 1 =
v, =1,0,1, - deen, 6 = [ gt Y ] [ e -]T. Par conséquent, L’hypothese
HG6.1 est équivalente a la factorisation suivante:

T
Ty (t1) Ty (')

T.({t""}) = : : : (6.13)
T () (%) T, (1)

ot T,y (t*) (resp., Ty (")), u =1,---, ¢, désignent la matrice de Toeplitz & n lignes dont la premiere
(ligne) est [---, ", th, ¢4, -] (vesp., [---, "1, t'p,t'],---]). En plus, si 7,,({t*"}) est Hermitienne et
définie positive, H6.1 est remplies ssi Vu = 1. -+, conaty = (t2,)", ou bien aussi T, (t"*) = T, (t"),
ie.,

H

T (t) T (th)
T,({t“"}) = : : - (6.14)

T, (t) T, (£°)
Cette condition est fréquemment vérifiée dans les applications de traitement du signal. En particulier,
(6.14) représente la matrice de corrélation d’'un processus multi-variables stationnaire de dimension
c obtenu par filtrage SIMO d’un processus scalaire stationnaire. Remarquons, cependant, que cette
factorisation, et donc H6.1, n’est pas le cas des matrices de corrélation des processus multi-variables
stationnaires en général'®>. De la méme maniere, (6.13) représente la matrice d’inter-corrélation de
deux processus multi-variables stationnaires issus du filtrage SIMO d’un méme processus scalaire

stationnaire.

Sous I'hypothese H6.1, le théoréeme suivant est immédiatement déduit :

121e vecteur singulier unitaire & gauche/droite n’est pas unique et est donné & une rotation prés. Cette rotation est
mieux exprimée a travers la paramétrisation de Givens. La restriction de ces parametres & un domaine donné garantie
I'unicité du vecteur singulier. Etant ainsi unique, Papplication de [BJRK 96, Th. 1.2.8, p.14] conduit & la continuité de
chacune des composantes du vecteur singulier.

13Ce n'est, par exemple, pas le cas des sortie des canaux MIMO.

73



Theorem 6.8 Si 7,({t"“"}) est Hermitienne et vérifie H6.1, alors pour toute fonction F continue,
on a :

Jim =S FOWE ) = - DFO) +5- [ F (Z t“7“<w>> dw
u=1

k=1

6.4 Application a l’identification aveugle

6.4.1 Application aux matrices de filtrage

La matrice de corrélation de la sortie d'un canal SIMO a minimum de phase h;, est une matrice blocs
de Toeplitz. Formellement, en respectant les notations de (6.5) et (6.6), on a 7, ¢ (hy,) T2, (hy,) =
T!({h*h""}) et Ty (hyy) T (hy) = T.({h*h""}) donc vérifient bien I'hypothese H6.1. L’application

de Th. 6.8 implique que pour toute fonction F' continue, on a

cl A c
liw 530 F (AT () T (Byy)) = (- DFO) + 5 [ F<Z|hk<w>|2) dw (615
k=1 k=1

|—o00
w=—m

i 14+ M < cl, on & M(T; (By) T (hy,) = (007, () pour k=1, 1+ M
et \i(7, (hy,) T, (hy,)) = 0 pour k > [+ M. Ainsi

I+M ™ e
(c—1)F(0) + llirgo% > F(o}(T (hyy))) = (e~ DF(0) + % / F (Z |hk(w)|2) dw
k=1 - k=1

wW=—T

Par conséquent, on a

Theorem 6.9 Pour tout fonction F' continue

+M A c
1im%ZF(ak(7;(hM))):2i / F LD RFw)? | duw. (6.16)
=eo b (3 o k=1

Ceci décrit le comportement de groupe des valeurs singulieres asymptotiques des matrices de filtrage.
Il est important de caracteriser le comportement asymptotique de la plus petite valeur singuliere

o (7, (hyy)) =0 ar)(7; (hy,)). Cependant, elle ne pas étre éerite sous la forme de Ay (7; (hy,) 77 (hy,))
or Ne—p41(7; (hy,) 7,7 (hy,)), pour un !’ fixe. On ne peut donc mettre a profit (6.11) ni (6.12). Seul

le résultat suivant a pu étre démontré :

Theorem 6.10 Si o(7, (h,,)) converge en 1, alors

lim o(7; (hy,)) < min, ( > |h“(w)|2) (6.17)

l—o0 1

Démonstration:

La démonstration s’inspire de celle de [TILL, Corollaire 3.9]. On se donne la fonction
réelle positive t(w)=+/> . _1 [h*(w)|? et on pose my=min,t(w). On suppose que la suite
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o(7; (hy,)),l > 0 est convergente vers la limite £ lorsque [ — co. On suppose que £ > my.
Il existe alors a and b tels que my < a < b < L. On défini la fonction F'(z) = 1si z < a,
F(z) =0siz >b. Siz € [a,b], F(x) est choisi de maniére a ce que F' soit continue et
positive.

Il existe un entier L tel que pour tout entier I > L, o1(7; (hy;)) > o(7; (hy,)) > b et
par conséquent, F' (0(7; (hy,))) = 0. Il s’en suit que le terme de gauche de (6.16) est nul.
Le terme de droite, cependant, est égale a

™

1 1
— F(t dw = —/ F(t d
2m / ( (w)) v 2 weE[—m, 47| and t(w)<b ( (w)) v

w=—T
1

% /we[Tr,—Hr] and t(w)<a
1 /

2w weE[—m,+7] and t(w)<a
> 0

F (t(w)) dw

dw

ce qui est absurde. Ainsi, on ne peut qu’avoir £ < m;. B

Une caractérisation plus fine du comportement asymptotique de o(7, (h,,)) s’est avérée difficile
a établir. En effet, les exemples numériques montrent qu’elle est bien convergente mais, par con-

tre, non monotone (cf. Fig. 6.2).

0.424

0.4231- B i S R R o R i i S S

ot

0.422|

0.421

0.4191

0.418

0417

0.416

0.415

Figure 6.2: o (7, (h,,)),h}, = [-0.6804 0.177 —0.0902]" ,h3, = [0.4281 —0.2446 — 0.5043]".
La borne (6.17) vaut 0.6747.

6.4.2 Application a la diversité des canaux SIMO

Le canal SIMO étant supposé a minimum de phase, la matrice de corrélation de sa sortie est asymp-
totiquement de rang colonne plein de telle maniére que (6.17) représente une borne supérieure sur la
diversité, telle que définie dans §6.1. Cette borne peut étre utilisée pour évaluer I'identifiabilité en
aveugle et sur la base d’un nombre fini d’observations. En particulier, au cas ou cette borne est faible,

le canal est forcement mal conditionné et est non identifiable en pratique.

Un aspect important de cette borne est que, lorsque faible, elle induit, non seulement la mauvaise

diversité de la réponse totale, mais également celle de la réponse effective, i.e., celle ne tenant pas
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Figure 6.3: Canal avec termes faibles de la téte/queue

compte des termes faibles de la téte et/ou queue (Fig. 6.3)!*. En effet, lorsque de tels termes existent,
la réponse totale h,, peut se scinder en une réponse effective h,, et une partie téte/queue (notations
de §7.2.1). La borne (6.17) est presque la méme pour h,, et h,, au sens que 5_; |h% (w)|* ~
S¢_1|hY (w)[2. Ainsi la mauvaise diversité de la réponse totale au sens de la borne (6.17) implique
la, mauvaise diversité de la réponse effective. Lorsque la borne (6.17) évaluée pour h,, n’est pas faible,
elle est également pas faible pour h,,. Dans ce cas, la borne (6.17) n’est pas serrée car la diversité de
h,, est faible & cause des termes faibles de téte/queue (cf. §7.1.1 et [LIAV 99]). Plus généralement, la
borne (6.17) s’avere non serrée (cf. Fig. 6.2) et ne permet donc pas de détecter toutes les situations
de mauvaise diversité. Cependant, lorsque elle est faible, elle indique une non-identifiabilité absolue
au sens que l'identification n’est pas possible quelque soit 'ordre présumé du canal; car ou bien
on aura pris en compte des termes faibles de la téte et/ou queue qui alors provoquent le mauvais
conditionnement /diversité; ou bien on aura négligé des termes significatifs. Et méme si on néglige
exactement les termes faibles de la téte/queue, la réponse recherchée est, d’apres (6.17), de mauvaise
diversité. Un exemple est donné dans le cas d’une réception fractionnée d’un canal a bande limitée
(cf. §6.4.3).

La borne ici établie se montre un outil simple pour I’évaluation de 'identifiabilité en aveugle des canaux
SIMO. Elle permet d’avoir une interprétation spectrale de la diversité. Elle est mieux interprétable que
I’étude [Cibl 98] qui elle se base sur des notions mathématiques difficiles (spheroidal wave sequences).
Elle est également indépendante de 'algorithme d’identification aveugle en question alors que ’étude

[Cibl 98] concerne l'algorithme sous-espace.

6.4.3 Cas de la réception fractionnée des signaux a bande limitée

On s’intéresse & la réception fractionnée des signaux a bande limitée. Si les sous-canaux h*(w), k =
1,---,c sont issus du sur-échantillonnage d'un signal h(t), alors h*(w) est la périodisation de la trans-
formée de Fourier du signal h (t - %) soit h¥(w) = Y2, h(w — 2l7r)e_j(“’_2l7r)k%]. Si h(t) est a bande

1cf, définition de la réponse effective §7
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Figure 6.4: Cas de non-identifiabilité absolue

limitée (& [_%7 %D alors
h(w) = 0 siw ¢ [-2m,27]
RF(w) = h(w)«fjwk—z1 + h(w — 2m)e 9 (w—2m) Bl oG we [0, 27
Ew)? = [h(w)]® + |h(w = 27)[* + 2 Re (h(w)h*(w — 277)621'”%)

c—1
SRt w)P = e (k@) + [h(w — 2m)2) + 2 Re (h(w)h*(w —om) S ezng)
k=0

Ainsi, (6.17) se simplifie comme suit

i o(7; (By)) < v ming (y/(B(w)2 + [b(w = 2m)))

l—o0

En pratique h(w) est la mise en cascade d’une onde de mise en forme & bande limitée (du type cosinus

sur-élevé le plus souvent) et de la réponse d’un canal & trajets multiples. Les trajets multiples se
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Figure 6.5: Cas identifiable

traduisent souvent par une sélectivité en fréquence. Lorsqu’'une fréquence est séverement atténuée, la
borne peut prendre alors des valeurs faibles. Ceci explique les mauvaises performances des algorithmes
d’identification aveugle pour les canaux a bande limitée et rejoint les remarques faites dans [Cibl 98,
Veen 95].

Les simulations confirment les commentaires avancés dans le paragraphe précédent (§6.4.2). Un tirage

aléatoire de canaux & multi-trajets'® a été établi. Les canaux pour qui la borne (6.17) est faible!® ont

1576 trajet le plus retardé a été fixé avec un retard de 4 T (T étant la durée symbole) et un affaiblissement de 0.4,
par rapport & un trajet principal non retardé et non atténué. Le nombre de trajets intermédiaires était & chaque fois
aléatoire, ainsi que les retards et les atténuations. Le signal de mise en forme est un cosinus sur-élevé de rolloff 0.3 pour
une premiere série de tirages, et de rolloff 0.6 pour une deuxiéme série. Sa réponse impulsionnelle est tronquée sur 40 7'.

Les symboles transmis étant binaires, indépendants et équiprobables. Le nombre de canaux tirés est 1000 par série.
161a borne était considérée faible lorsque < 0.1.
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Figure 6.6: Cas de non-identifiabilité absolue

18 3 n’importe quel ordre considéré®.

systématiquement été non identifiables'” en réception fractionnée
Ces exemples (dont un est illustré dans Fig. 6.4) confirment Uinterprétation de non-identifiabilité
absolue lorsque la borne (6.17) est faible. Dans le cas contraire, cependant, on ne peut pas conclure
sur I'existence (Fig. 6.5) ounon (Fig. 6.6) d’un ordre avec qui 'identification aboutit & ’approximation
d’une sous-réponse (effective) du canal en question. Il a été constaté que lorsque des trajets significatifs
se manifestent a des délais supérieurs a la durée symbole, le canal n’est pas identifiable, quelque soit

Pordre présumé et quelque soit la valeur que prend la borne (6.17).

177 ’identification a été tentée par 'algorithme sous-espace, & partir de 300 observations et avec un SNR de 20 dB. Si
h;, est la réponse totale du canal multi-trajets, et si m est 'ordre de I'estimée flm, alors l’erreur quadratique moyenne

est calculée comme étant (la réponse du canal étant réelle)

. h h? T h h? T
My, =0,---, M —m { ﬁ — [Ol,cml m Ol,c(Mfmfml)] 5 ﬁ + [Ol,cml w Ol,c(Mfmfml):I H},
M M

(format ST'). Lorsque cette derniere est > 0.1, la réponse était considérée non identifiable.
18pacteur de sur-échantillonnage égal & 2.
9Tes ordres tentés ont varié & chaque fois de 1 & 20.
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6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a mis en évidence que les performances des algorithmes d’identification dépendent
du bon conditionnement de la matrice de filtrage. En pratique, il ne suffit pas a un canal d’étre
a minimum de phase pour étre identifiable en aveugle mais il lui faut également étre bien diversifié.
Une mesure de la diversité a été proposée et est exprimée en fonction de la limite asymptotique de
la plus petite valeur singuliere de la matrice de filtrage du canal lorsque le facteur de lissage de cette

derniére tend vers 'infini.

En remarquant que cette plus petite valeur singuliére est aussi une valeur propre de la matrice de
corrélation de la sortie du canal et que cette matrice possede une structure en blocs de Toeplitz, le
lien avec le théoréme de Szegd, dont une démonstration plus simple est proposée, est établi et exploité
pour lier la diversité du canal & sa réponse fréquentielle. Cette interprétation spectrale de la diversité
permet en particulier d’évaluer la non identifiabilité dans des conditions pratiques d’observations des

canaux a bande limitée.
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Chapitre 7

Modélisation effective de ’ordre

Le but du chapitre est de définir une méthodologie d’analyse de performance applicable aux algorithmes
d’identification du second ordre en modélisation effective de l'ordre du canal (et autre conditions
pratiques). On sous-entend par modélisation effective de l'ordre du canal, I'idée de ne prendre en
compte dans la réponse impulsionnelle du canal que les termes les plus significatifs. Comment ces

termes sont définis et comment cet ordre est déterminé font ’objet du §7.1.

L’idée fut introduite par Liavas, Regalia et Delmas. Dans [LIAV 99], ils ont présenté un algorithme
(qu’on désigne désormais par LRD) de détection de I’ordre effectif d’un canal, puis ont démontré que
dans les situations pratiques, cet ordre effectif permet d’identifier 'essentiel de la réponse du canal
et de I'égaliser. L’étude de performances dans ces conditions a été testée avec les algorithmes sous-
espace SS/LS [LIAV 99] et prédiction linéaire LP [LIAV 00]. En particulier, des bornes (rappelées

dans §7.6.4) pour majorer lerreur (quadratique moyenne) d’estimation y ont été développées.

Le présent travail reprend I'idée de la modélisation effective et meéne une analyse de performance plus
générale que dans [LIAV 99, LIAV 00]. Elle est appliquée aux algorithmes SS, LS, LP et OPD (§7.6)
et peut étre appliquée a n’importe quel autre algorithme du second ordre. Utilisant les méthodes
de perturbation au premier ordre, elle donnera des expressions analytiques du biais et de la variance
asymptotiques qui s’avéreront étre plus fines que les bornes données dans [LIAV 99, LIAV 00]. Cette
étude s’intéresse également a d’autres parametres dérivés de la réponse impulsionnelle du canal; en
loccurrence les égaliseurs ZF, la réponse combinée canal/égaliseur et I'ouverture moyenne de loeil.
Elle se fera en supposant un nombre fini d’échantillons regus, contrairement a [LIAV 99, LIAV 00]

ou les statistiques (du second ordre) des observations ont été supposées exactement connues.

7.1 Reéponse et ordre effectifs

7.1.1 Intérét
La notion de partie effective fut introduite dans [LIAV 99]. L’examen de réponses impulsionelles de

canaux de communications permet de constater que le plus souvent les réponses impulsionelles (Fig.

7.1) présentent une majorité de termes faibles et seulement quelques termes prépondérants. Les tests
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107

(a) Phase 1 (b) Phase 2

Réponse impulsionnelle?, ramenée en bande de base, calculée a partir de mesures
faites sur une liaison radio & 30 Mbits/s. La réponse impulsionnelle du
canal est sur-échantillonnée d’un facteur de 2. Sont représentés les modules
des termes de la réponse. D’autres exemples se trouvent a l’adresse URL

http://spib.rice.edu/spib/microwave.html.

“Source : Signal Processing Information Base (SPIB). Canal 1.
Figure 7.1: Canal radio hyper-fréquence

de détection de l'ordre total du canal [WAX 85] conduisent & la prise en considération d’aux moins
certains de ces termes faibles de la téte/queue, responsables alors de la mauvaise diversité (au sens

précisé dans §6.1) de la réponse recherchée.

En effet, on peut décomposer (cf. §7.2.1) la réponse totale h;, en une partie effective h,,, (m < M) et
une téte/queue qui joue le role d'un terme de perturbation faible. 7; (h,,) 7;% (h,,) s’exprime alors
comme une perturbation de 7; (h,,) 77 (h,,) et, par conséquent, A4 (’]E (hy,) T2 (hM)) est tres
proche de Ajyar (’]} (h,,) 7,7 (hm)) = 0. Ainsi I'échec des algorithmes d’identification est prévisible.
D’un autre coté, il est évident que la partie effective ainsi définie est d’une meilleure diversité que
la réponse totale puisque o (7; (h,,)) = 014m (7, (h,,)) > 0 = o013 (7; (h,,)) ~ o130 (7; (hyy)) =
o (7; (hyy)).

7.1.2 Définitions

La définition de la partie effective est partie de I'examen des canaux du type Fig. 7.1. La définition
de la partie effective a besoin d’étre généralisée. On appellera m ordre effectif d'un canal h,, celui qui
émane de I'application de I'algorithme LRD a la matrice de correlation exacte de sa sortie. A partir de
Pestimée R; de la matrice de corrélation du canal h,, (le facteur de lissage [ est choisi arbitrairement

7grand”), Pordre m est choisi comme étant

P>

m= — | +argmin,_, ., 7(q) ol r(q) W si Ag+1 (RZ) < i?)Rl), 1 si non (7.1)
. _
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Liavas et al montrent que lorsqu’il y a un saut ou gap important entre )\[argmin (@] (RZ)
g=1,c

et )\[ar . (Rl), alors le canal en question se partitionne bien en une partie effective et
gmlnq:h__’clr(q)]—i-l

une téte/queue faible & la maniére de Fig. 7.1. Autrement, une telle partition n’est pas possible et

on ne peut donner une interprétation physique a la valeur qui émane de (7.1). Ils avancent que cette

estimée est robuste par rapport au nombre des observations et au rapport signal sur bruit; et ce en

contraste avec les criteres AIC et MDL (cf. §4.3).

A partir de l'ordre effectif, on définie la partie effective comme étant la sous-partie h,, d’ordre m qui

concentre le plus d’énergie, soit! :

T
h, = [hp 41 Dy mt]
T
N . T T T T T T
ou m; = argmin,, | |h;; — 0.1, -+ ,Oc7l,hm/+1---hm/+m+1,0071, 0,00
— —
m/ M—m—m/
On notera mo = M —m —my

Il convient de confronter cette définition mathématique de la partie effective a la définition wvisuelle.

Ceci est discuté dans le paragraphe suivant.

7.1.3 Insuffisances

L’algorithme LRD fournit, en plus de 'ordre m, une indication sur la pertinence de cette valeur.
L’algorithme effectue un test de gap duquel il déduit la valeur m. Ce gap peut, cependant, étre faible
et dans ce cas, Liavas et al reconnaissent que la valeur de m ne peut pas étre interprétée comme
correspondant & une partition partie effective et téte/queue. Inversement, lorsque une partie effective
prépondérante existe visuellement, I'algorithme LRD ne permet la détection de sa longueur que si elle

a une bonne diversité. Autrement, il détecte une longueur plus courte.

A cause de 'emploi des signaux & bande limitée, des termes faibles existent toujours a la téte/queue
et seront pris en compte par les tests de détection (AIC et MDL). La détection de l'ordre effectif
est une alternative qui peut cependant échouer lorsque la partie effective (visuelle) est de mauvaise
diversité. En pratique, ceci se produit lorsque le filtre d’émission (en cosinus sur-élevé par exemple)
traverse un canal en trajets multiples avec des retards importants (supérieurs a une durée symbole).
Cette situation est plus difficile puisque I{dentification échouera quelque soit 'ordre de la partie qu’on
cherchera & identifier (cf. Fig. 6.4 et Fig. 6.6).

En résumé, approche ordre/partie effectifs adresse une situation particuliere, celle des canaux non
identifiables en aveugle & cause d’une mauvaise diversité due (uniquement) a la présence de termes
faibles au début et/ou a la fin de la réponse. Elle permet de s’intéresser a (identifier en aveugle)
’essentiel de la réponse, bien diversifié cette fois. Un égaliseur optimisé pour cette partie (effective)

du canal le sera presque parfaitement pour la réponse totale du canal.

YFormat ST
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7.2 Modélisation effective en identification aveugle

11 convient de redéfinir le vocabulaire sous/sur modélisation pour tenir compte de la notion d’ordre/réponse
effectifs. On parlera de modélisation totale (resp. effective) si on détecte l'ordre total M (resp.
effectif m). On parlera de sous/sur modélisation totale (resp. effective) si on détecte un ordre

inférieur /supérieur a 'ordre total (resp. 'ordre effectif).

7.2.1 Notations

111 ! + s
I J R I
Mmoo mlo | m2
M+1

Figure 7.2: Canal type en modélisation effective

On se donne une réponse impulsionnelle h;, d’ordre (total) M du type Fig. 7.2 de maniere a pouvoir
y distinguer une partie effective h,, d’ordre (effectif) m < M et m; termes faibles & la téte et mo

termes faibles a la queue de la réponse, regroupés dans le vecteur d,,,, ,,,,. I.a réponse totale peut alors

s’écrire
h1\4 = hfn + dfnl,mg (72)
avec?
- T
hfn - 0213 :02171'12;”021: 3021
L m1 ma
r T
dfm,mg = hT(0)7“"hT(m1 _1)’Ogim+1)7hT(m1+m+1)a"'7hT(m1+m+m2)
L m1 ma2
hm = [h(ml)v e 7h(m1 + m)]T
mi,ma [h(O), T 7h(m1 - 1) h(ml +m + 1)7 e ah(ml +m+ m2)]T
d7,, m, est une version zero-padded de d,,, ., et est lui relié par l'intermédiaire d'une matrice de
2Format ST
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sélection® .

7.2.2 La perturbation de modélisation effective

Dans la suite du chapitre, on note 7 (.) =7,,.; (.), RERy,41 et Ry, =7, 41 (h,,,) T,E, ; (h,,) + R, ;.4

m

La décomposition (7.2) se répercute sur la matrice de filtrage du canal 7 (h,,;) = 7 (hZ,)+7 (dz )

mi,m2

et sur la matrice de corrélation R des observations

R
= T (hy) T (hy) + er)n—i-l

= T ()T (03) + T (A, ny ) T (g ) + T (03) T (i iy ) + T (i) T (05,) + R

my,m2 mi,m2

= R, +0R* 40 (Hd

)

ot SRI=T (h?)TH (dz ) +7 (dz >TH (hZ,) est la matrice de perturbation due a la non

mi,ma2 mi,m2

mi,m2

modélisation des termes de la téte/queue. Elle est linéaire en d,,, ., au sens ot il existe une matrice
’
C telle que®

mi,m2 mi,ma2 (75)

Vec <6Rd) = Cd},, 1ny + KegmyiCd

On défini également la matrice de corrélation empirique calculée a partir de N observations

R 1 N-1
= N _m Z ym+1(n)yg+1(n)

=1

7.3 Approche fonctionnelle de ’identification

Un algorithme d’identification (aveugle), fonctionnant avec un ordre M supposé du canal, peut
étre formulé comme une fonction matricielle  alg : CCM+D) » e+ _, ce(M+1) On note
Mur={Ty 0 (x00) Ty (xar) + 2L arp1y. © € R, xpr € CXMFD 4 minimum de phase }. La re-
striction de alg a M est :

alg/MM : M]w — CC(M+1)

Tar1 () i1 (%) + rlypgy — axwu

a traduit une ambiguité tolérable’.

3

dr, me =Tdiny m, (7.3)
| Oy ,mo
ott Tir= (L my ® L), Trg = (Le @ Iy ) €6 Ty ™ | Omgiomy Omgtmo
0m2,m1 Imz

“matrice de corrélation de la sortie du canal fictif h,, affecté par le méme bruit.
"L’expression de C est donnée dans la démonstration (cf. §A.1). Dans le cas réel H7.2, il existe (cf. §A.2) une matrice

C" telle que
Vec (0R?) = C"duny m, (7.4)

6de phase et d’amplitude (a complexe quelconque), ou bien de phase uniquement (a complexe de module 1).
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Hypotheése H 7.1 Le nombre de phases ¢ = 2.

On montrera (cf §B), pour chacun des algorithmes alg € {SS/LS, LP,OPD} dans le cas de 2 phases

(H7.1), que la différentielle” de alg au voisinage de X peut étre définie comme
alg(X + E) = alg(X) + A Vec (E) + A% Vec (B)* + O (|B]*).

Quand E est Hermitienne, et en utilisant (2.1), on a alg(X + E) = alg(X) + Ax Vec (E) + O (||E||2)
Ol\l AxﬁA%( —+ A%(KQ(A1+1).

Hypotheése H 7.2 Cas réel Données, canal et bruit sont réels.

7.4 Etude de performances en modélisation effective

L’étude suppose la détection de I'ordre effectif exacte d’un canal SIMO excité par une entrée i.i.d. et
centrée et observé pendant une durée finie et en présence d’'un bruit additif, centré et décorrélé de
Ientrée. Elle se fera selon deux modeles statistiques de la téte/queue i.e., du vecteur d

mi,mz °

e Un modele déterministe ou la téte/queue est considérée comme constante.

e Un modele probabiliste ol les termes de la téte/queue sont modélisés par des variables aléatoires

i.i.d. et centrées.

7.4.1 Modele déterministe

Dans ce modele, on s’intéresse au biais et 'EQM qu’introduit la présence d’une téte/queue déterministe

sur 'estimation de la réponse effective du canal. On écrit R =R + RV , avec ORN ZR-R pouvant

étre percue comme une perturbation (Hermitienne) due & 'estimation & partir d’'un nombre fini N
H

d'observations. Elle vérifie |Vee (JRY)] [Vee (JRY)]" = %Cr +0(%) ol Cr est défini dapres

Prop. 4.1. Ainsi [HANN 70|, VN RN -2 & (oc(mﬂ),l,cR,cRKC(DH)).

~

h, = alg (fi)

m

= alg (R + 5RN>
— alg(R) 4+ AR Vec (5RN) +0 (H(SRNH2>

= alg(R)+ Ag Vec (RY) + 0 (%)

E (flm> = alg(R)+0O (%)

h, = B(h,)+AgVec (dRY)+0 (%)

"Il convient de noter que la fonction alg n’est pas dérivable en X au vrai sens du terme puisque 2 Ax telle que
alg(X + E) = alg(X) + AxVec(E) + O (||EH2) , VE € C2M+D) 5 ¢2M+D | Dans le cas réel (H7.2), alg est dérivable

en X. Sa différentielle est donnée par la seule matrice Ax = Ak. A% étant indéfinie.

86



Cov (b)) = Agk ([veo (sRY)] [Vec (5Y)]" ) Aff + 0 ()
Proposition 7.1 Covariance asymptotique

Cov (B,,) = $ArCrRAE +0(4) et limy o NCov (h,,) = AgCrAf
R est & son tour vue comme une matrice Ry, perturbée, soit
)

algR) = alg(Ry,) + Ag, Vec(6R?)+0 (H&RdH2> +0 (Hdm] .

R

mi,m2

R, +6R%+0 (Hd

)

= alg(Rn,) + Ag,  (Cdhy i, + Kemi)Clyy 1y ) + O (Hdmlm

)

2
= hm + Bdm1,m2 + Bod:;u,m2 + O (Hdm1,m2 >
avec B = Ag, Km1)C (7.6)
et B° = Ag, C (7.7)

On déduit

Proposition 7.2 Biais

E(h,)~h, = Bd,, ., +Bd, ., +0 (Hdmm

Jroly)
)

La non modélisation des termes de la téte/queue (regroupés dans le vecteur d

fim (B () <) = By, + B, 0 ([

N—oo

iy .my) introduit un
k)

biais d’estimation qui est asymptotiquement (presque®) proportionnel? d,,, m,- Ce dernier peut étre

majoré par

Proposition 7.3 Majoration du biais asymptotique

lim |[E(h,,) = || < (01(B) + 01 (B%)) [dy,

N—oo

)

Cette borne est atteinte si 'une des matrices B ou B® est nulle. Le vecteur d,, ,,, qui occasionne le
’

(.

biais le plus important (en norme) est alors colinéaire au vecteur singulier & droite de celle des matrice
B ou B° qui est non nulle. Dans ce cas, o1 (B) ou o1 (B°) peut étre interprétée comme une mesure
de la sensibilité de I'algorithme en question a I'existence d’une téte/queue de termes non modélisés et
ce pour une partie effective donnée. En particulier, le cas B nulle est celui de P’algorithme SS (§B.2)

et aussi celui du cas réel (B° est nulle par définition).

Proposition 7.4 Erreur asymptotique

VN (ﬁm _E (hm)) LN <Oc(m+1),1,ARCRAg, ARCRKC(mH)Ag)

830 (Hdmhm ||2) prés.

9 N . . . B s . *
au sens ol le biais est fonction bilinéaire de d,, m, €t A, my-
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7.4.2 Modele probabiliste

Les termes de la téte et queue sont nettement moins stables que ceux de la partie effective. La non
stationnarité tend a affecter davantage les termes faibles que les termes significatifs. On les modélise

ici par des variable aléatoires centrées et i.i.d.. On suppose qu’on a une idée sur leur nombre (M —m),

B[y ms | ))‘

positions (my et mgy) et variance ( =

R peut étre considérée comme une perturbation de la situation idéale ou le canal ne présente pas de
téte/queue faible et les statistiques du second degré de sa sortie sont exactement connues. On montre

(cf §A.3) le résultat suivant :
)
(7.8)

mi,m2

2>> +0 (%) +0 . (Hdml,mz

R:Rhm+6R{1Vm+6Rd+O<E <Hd ¥

La matrice 6Rj  (définie dans la démonstration A.3) traduit Perreur d’estimation, due & un nombre
fini d’observations, de la matrice de corrélation du canal fictif h,,. On lui associe (Prop. 4.1) la
matrice Cr, telle que [HANN 70] VN SRy LN (Oc(m-i-l),l?CRhm?CRhm Kc(m+1))'

h, = alg (fl)

)

mi,ma2

ORIEES

— alg | Ry, + |6RY +0RI+0 (E (Hd ~
= h, +Ag, Vec (5Rth) + Ag,, Vec <5Rd>

)2 0 (;) +0 : (Hdml’m2

))+o))

O (H&RthHQ) =0 (%) et O (HéRdH2> =0 (E <Hdm1,mz 2>> En rappelant (7.6) et (7.7), on

obtient

)

E ([l
VN

+0

+0 <H5R}Xm +6R4+0 (E (Hdmlm

Proposition 7.5

+ B, o,

h, = h,+Ag, Vec(oR} )+Bd

mi,m2
0 (6 () <0 (2) 01 (B
. (E(H%m

) o EllnD)

DA L (e
+0

)

avec

00 (3 (.

I

)

)

B (0
+0
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6 (e

N (B
+0 T +0 -
3 4 4
#(fawnl)) (2 (0l (( >)
+0 ~ + 0O N +0 E

Proposition 7.6 Erreur d’estimation

E(h,)-h, = O(E(Hdmlm

]\}EHOC (E (Bm) - hm) = 0 (E (Hd'm1,'rn2

1)+ (3) 01 (5 10mm)
))

Ainsi, l'estimateur de h,, est asymptotiquement non biaisé lorsque E (Hd

mi,ma2

) — 0. En effet,

le moyennage sur les différentes réalisations de d fait disparaitre le biais qu’elles introduisent

miy,ma2

(voir modele déterministe). L’effet de la modélisation effective passe dans 'EQM via la covariance

B([[dn, m, )

voire Prop. 7.7) de l'estimateur et ce en terme de —————~—% qui exprime la variance individuelle
c(M—m)

d’un terme non modélise de la téte/queue. On définie par rapport a h,, la covariance asymptotique

Cov (h,,) =B ([hm ~h,] [h,, - hm]H>

Hypotheése H 7.3 Les termes de d

euz, indépendants de 5R,]1Vm et circulaires si complexes (s’ils sont réels, tenir compte de §7.1).

mame SONE 4.0.d centrés, de méme variance, indépendants entre

Proposition 7.7 Covariance asymptotique

Sous H7.3
2 2
o (), ()
Cov (h,,) = AR, Cr,, AlL, T BBE SOr ) BB
+0 (E ([ )3) +0 (%) + 0, (%,E ([ ))
avec

01 (428 () (8 ()

0 (B ) 5 )

0 (8 ()0 () <01 (12 (0o ()
10, (18 ) ()

89



[’EQM induite par la non modélisation des termes faibles de la téte/queue n’est pas fonction du

nombre de ceux-ci mais de leur variance individuelle.

Les deux sources d’erreur (6R? : modélisation effective de I'ordre et 6Rth : nombre fini d’observations)
peuvent étre étudiées d’une manieére similaire. On se ramene & deux cas : Statistiques exactes et

Modélisation totale avec des résultats similaires énoncés sous forme de théorémes ”central limite”.

Proposition 7.8 Modélisation totale (d,,, ,,,, = Onr—m,1)

Lorsque N — o0

> L
VN (b, —hy,) = N (Ocmin)1: Ar,, Cro, AR, Ar,, Cro, KeminAfl,)

Proposition 7.9 Statistiques exactes (N — o0) - Cas complexe

Sid,,, m, €st un vecteur complexe, centré, gaussien et circulaire'® et lorsque E (Hdml,mz ) — 0
C(M—m) ~ L H ool oT opT
. ( m—hm) —>N(Oc(m+1)71,BB +B°B°" ,BB° +B°B )
(4]}

est réel (H7.2), la matrice B® est n’est pas définie. Les

résultats de 'analyse (modéles déterministe et probabiliste) restent valides en redéfinissant B=Ap C"

Remarque 7.1 Le cas réel Quandd,,, ,,

et B éOc(m+1),c(M—m) :

7.5 Egalisation en modélisation effective

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a d’autres parametres dérivés de la partie effective. Il s’agit des
égaliseurs ZF, de la réponse combinée canal/égaliseur et de 'ouverture moyenne de l'oeil. On étendra
les résultats (sur le biais et PTEQM) & ces parametres et ce dans chacun des modeles déterministe et

probabiliste et en supposant un nombre de sous-canaux ¢ = 2.

R matrice de corrélation empirique

!
h,, = alg(R) estimée de la partie effective
!
Em—1:="Tn r (hm) e2m,; égaliseur ZF d’ordre minimal
!
rarem-1i = 1L (hy,) &, 1; réponse combinée canal/égaliseur
(k)| .
OEMy, 44 (Car4m—1,i) = %ﬂ—ﬁw ouverture moyenne de loeil

1%En réel (H7.2), il suffit & d,,, m, d’étre centré et gaussien.
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7.5.1 Egalisation ZF

Comme décrit au §4.2.1, on peux égaliser un canal h,, par les 2m filtres g,, |, = 7, T (n,,) eam.i,

avec des délais 1 — 1,1 = 1,---,2m. A partir d’'une estimée de h,,, on construit la famille de filtres
suivants :
gm—l,i = Tn;T (hm> €21n,4

A~

= 72 () + T2 (B~ h,,)] " o
— |7 ) - T ) TE (B 1) 77 () + O ([ (B - ) [) e

= B =T (0,) T2 (B~ D) g, + O (Hﬁm _ hmyf)
h, —h 2)

m

8m_1i— 7. (h,)TT <gm_1,7:) (h,, —h,) +0 (‘

8,1, est alors une estimation de g,,_;; avec I'erreur :
9 b

-1, 8Bm—1, = T, (h,)T" (gm—l,i> (h,, —h,,) + 0 (Hhm - hmH2>

7.5.2 Réponse globale

La réponse combinée canal/égaliseur est donnée par ryjim—1; = 7r (hy,) &n,—1,- On montre (cf.

§A.4) qu’elle approxime un retard pur de m; +1i — 1, avec
PMtmo1i — €Mammiti = Taig (gm—l,i> diymy — T (gfn—l,i)
+0 <Hhm - hmH2> +0((h,, ~h,)d,, 0, (7.9)

ou g, 1, et une version zero-padded de g, ; i.e., augmentée de my termes nuls a la tete et mo

termes nuls a la queue'.

7.5.3 Ouverture de ’oeil

On se place dans le cas réel (H7.2). La i réponse globale ry/4,—1,; présente un retard de mi+i—1

par rapport a la réponse idéale.

;(k)?
L’ouverture de l'oeil est alors mesurée par OEM,,, 4i(rar4m—1,i) = Z’;’EZ’;Z; On montre (cf.
§A.5) qu’elle est donnée par
OEMp,+i =t f o] - K (7.10)
mi+i = Cprim 1T M4m-1, T TM4m—1,i — €M-+m,my+ill .

avec o= [r(1)-r(my+i—1),0,7(my+i+1) (M +m)]" =T (Carm-1i — €rrrmam +i)

N T
ou Ii—I]M—I—m - eM+m,m1+ie]\/[+m7m1+i'

11,27 T T
gfnfl,i = [01:2m17gm—1,i701,2m2,] , formal ST.
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Une réponse globale différente d’un retard pur se traduit par une ouverture moyenne de 'oeil égale a

E(OEMy,,+i) = E ((r]\l+m71,i —enremmiti) Li(Carem 14 — €M tmom +i))

= E (TI‘ ((rM+m_1,i — €M +m,mi+i

(

= Tr (E ((rM—i-m—l,i — enrrmmi+i) Li(Caem—1, — eM+m,m1+i)>>
)M fm—1,i — eM-i—m,ml—i—i)Tii))
> i

= Tr (E ((rl\l—l—m—l,i — €M+m,m1+i (rM+m—1,i - eM+m,m1—|—i) ) z)

7.6 Application aux algorithmes

Dans ce paragraphe, on applique I'étude de performance décrite dans §7.4 & trois principaux algo-
rithmes du second ordre d’identification aveugle : algorithme sous-espace (SS), ’algorithme prédiction
linéaire (LP) et I'algorithme décomposition en produit extérieur (OPD). L’application aux algorithmes
se fera sous les hypotheses supplémentaires suivantes : bruit temporellement et spatialement décorrélé
(H4.3) et canal SIMO a deux sous-canaux (HT7.1).

Les matrices A et Ag ~ sont les inconnues desquelles se déduisent toutes les expressions et résultats
de 'analyse. Dans une premiere étape (§7.6.1, §7.6.2 et §7.6.3), on calcule ces matrices pour chacun
des algorithmes. Ensuite, on exprimera les performances en terme de biais et I’EQM et comparera

les valeurs théoriques développées dans §7.4 et celles obtenues par simulations au §7.6.4.

7.6.1 L’algorithme sous-espace / moindres carrés

D’apres Prop. B.2, on a

b
Ar = —Tnn ((RT - )‘(R)I2(m+l)) ® UeCP(R)H)

Ag, = Tm+1([’1'* (h,,)T7 (hm)]h®[h§Tm+1]> , en utilisant (4.10)

Le comportement de 'algorithme en statistiques approchées est entierement décrit par la matrice Ag
ou aussi B. On a pu montré, dans le cas de 'algorithme SS, les propriétés suivantes, qui ont pu étre

constatées par calcul numérique pour les algorithmes LP et OPD.

Les performances de l'algorithme (en terme d’EQM) ne dépendent pas des statistiques d’ordres
supérieurs de I'entrée. En effet, celles-ci sont décrites par le terme ARCRAg pour le modele déterministe
(cf. Prop. 7.1 et Prop. 7.4). Pour le modele probabiliste, il s’agit du méme terme, en remplacant
R par Ry, (cf. Prop. 7.7). Dans l'expression de Cr (cf. Prop. 4.1), seul le terme (4.11), soit
cum(so, so, $4, s) Vec (R) Vec (R)H, dépend des statistiques d’ordres supérieurs de 'entrée. On mon-
tre (cf. §A.6) que'?

AgVec (R) = 0y041),1 (7.11)

Ceci justifie laffirmation ci-dessus.

12Ceci est valable pour le cas particulier R = Ry, .
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Egalement, on montre (cf. §A.7) que I'expression de B se simplifie comme suit :

B = Tyt [T° (h,) 77 ()] T (3)) T35 (b, T° (7.12)

11 s’en suit les résultats de Prop. 7.10 et Prop. 7.11 (démontrés dans §A.8 et §A.9 respectivement).
Proposition 7.10
BBY = &(h,,,m1,m2)

ou, ®(h,,,m1,ma) est une matrice vérifiant :

®(h,,,mi,ms) = &(h,,,m,me) Ymi >m (7.13)
= &(h,,,m,m) Vmas >m (7.14)
= &(h,,,m,m)=Cst Ymi,me >,m (7.15)

Proposition 7.11 Si my > m et mo >, m, alors o1 (B) n’'est pas fonction ni de my ni de mo et le
02(m1 —m),1

13 Um

vecteur singulier normé associé est de la forme avec U, Vi, € C?™ ne sont fonction

ni de my ni de mo.

Prop. 7.11 renseigne sur le “cas le plus défavorable”, celui ou le biais asymptotique occasionné par une
d o1 (B),

est dans la direction du vecteur singulier a droite de B associé a sa plus

téte/queue d

de norme donnée et fixe, est maximal. Ce biais, qui vaut alors

mi,ma? mi,m2

est atteint lorsque d,,, ,,,

grande valeur singuliere. Dans le cas particulier mq > m et mo > m , qui est pratiquement toujours

le cas, on vérifie

e Pour une norme fixée de d cette borne n’est pas fonction ni de mj ni de mso.

m1,ms2?

e La téte/queue d,,, ,,, qui occasionne le biais le plus important (en norme) est de la forme'*

Ay iy = Hd [01,2(m; —m) ul -.ul vl --v£0172(m2,m) |”. Les 4m termes de u et v ne

mi,m2

sont fonction ni de my ni de mo.

On peut déduire que les performances asymptotique en termes de biais (modele déterministe) ou
d’EQM (modele probabiliste) dans le cas le plus défavorable ne se dégradent pas davantage lorsque
le nombre de termes non modélisés augmente tant que leur nombre (& la fois a la téte et a la queue)
reste supérieur a lordre effectif, i.e., presque toujours. Ceci sous la condition que reste fixée la

norme de d modele déterministe) ou la variance individuelle des termes non modélisés (modele

ma.ma (
probabiliste). Pour le modele déterministe, le cas le plus défavorable est celui des mémes 2m termes
(Vmy et mg) concentrés autour de la réponse effective au nombre de m termes a droite et m termes
a gauche.

BFormat ST
“Format ST. Ou bien aussi en format 7'S

1 1 1
dml,mz = Hdml,mz H [ Ol,ml—m Uy * s UpVy * Uy 01,7’7’12 —m

2 2

2 2 T
O1,my—m UL UpmVl Uy O1my—m ]
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7.6.2 L’algorithme prédiction linéaire

On déduit de Prop. B.5 et Prop. B.6 :

AR:(AG—{ )o (x lc;c"”l)b

Z
A = (8 1) S (6 © (")

)Ss, ®
e o], e
02:m,2

Notons que dans les expressions de Ag et Ag .Y, Z, g, ...sont déduits de R et Ry, comme décrit
dans §B.3.

7.6.3 L’algorithme décomposition en produit extérieur

On déduit de Prop. B.7 et Prop. B.8 :

, :
Ap = L <[VEOP (D1 = Dy)]" @ (D1 = Dy = Ay )

S

(14(m+1)2 —(Ims1 ® L) @ (Jm41 ® I2))>
(Ag + A3K2(m+1)> GR)

ARhm = Uls <h3,l (hmhg - I2(m+1))h)
(Lamsr — ([Tt ©T2) @ (i ©T2)))
(AQ + A3K2(m+1)> G(Rp,,)

Y, Z, g, ...sont déduites de R et Ry, comme décrit dans §B.4.

7.6.4 Simulations
Parameétres des simulations

Les canaux simulés sont d’ordre total M = 12. Une partie effective d’ordre m = 2 est entourée d’une
téte et d'une queue longues respectivement de my = 6 et my = 4 termes. Pour étudier I'effet de la
diversité des parties effectives sur les performances des algorithmes, on s’est donné deux réponses!®

h,, de module 1 :

he, = [-0.6804 0.177 —0.0902 0.4281 —0.2446 — 0.5043]7
h?, = [-0.6804 0.177 —0.0902 0.5902 —0.2556 — 0.2803]7

D’aprés Tab. 7.1, la réponse effective h? ainsi choisie est moins bien diversifiée que h? . Pour les

deux, néanmoins, la diversité est suffisante pour que Palgorithme [LIAV 99] soit capable de détecter

S Format 7S
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Pordre effectif dans les plages de SN R considérées. On se donne le vecteur d suivant

mi,m2
dbm, = [0.0100 0.0020 —0.0123 0.0167 0.0036 0.0184 0.0142 — 0.0085 — 0.0161 — 0.0009]”
a2, ., = [ —0.0041 —0.0105 0.0062 0.0185 — 0.0068

—0.0105 —0.0031 0.0082 — 0.0106 — 0.0149 ]T

|y | = 005
2
+ +  Canal 1
o + o O Canal 2|
150
1k
&3 &3
05
o
¢ + +
o
05
b
15
o + o +
2 I |
=3 25 2 15 1 -05 0 05 1 15 2
a b a® z
(a) hm (b) hm (C) hm + dml,mz

Figure 7.3: Réponses totale et effective : disposition des zeros

h7, hy,
ooms1 (T, (h,,)) 0.4157 | 0.2369
oom (T,, 1 (h,)) 0.4165 | 0.2354

st (T (B + oy iy ) ) | 0:4195 | 02429
om (Tt (B + iy iy ) ) | 04220 | 0.2424
st (T (b, + dmlmgg 0.0003 | 0.0004

oons (Tyy—y (b, +d 0.0001 | 0.0001

mi1,m2

Tableau 7.1: Diversité des réponses totale et effective

Remarque 7.2 Sur les figures, les courbes se rapportant a une réponse effective h%, (resp. h ) sont

représentés en continu (resp. en interrompu,).

Le canal SIMO est excité par une source binaire & symboles indépendants et équiprobables (03 =1).

Le bruit est gaussien, spatialement et temporellement décorrélé. On retient, pour le rapport signal

E(lxm?) o |y ]* 4
E(lb(m)?) ~  cop T 207

sur bruit, la méme définition que celle donne dans §5.9, soit SN R=

moyennée sur l’ensemble des

.12
o

L’erreur quadratique moyenne (EQM) est calculée par Hhm —h

réalisations de Monte Carlo, au nombre de 1000.
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Modele déterministe

L’étude Liavas et al

Liavas et al ont réalisé une étude de performances des algorithmes sous-espace [LIAV 99
et prédiction linéaire [LIAV 00] en modélisation effective de 'ordre. Par rapport a I'étude

de §7.4, ils ont fait les hypotheses supplémentaires suivantes

e La téte/queue d est déterministe.

mi,ma
e La matrice de corrélation des observations R est exactement connue.

e La sortie du canal est non bruitée.

L’estimée de la réponse effective dans ces conditions correspond a I'estimée asympto-
tique (lorsque le nombre d’observations tend vers 'infini), en effet :
Par continuité de alg on a limy_ o alg (ﬂ) = alg (limN_,OO f{)
Par ergodicité des observations, on a limy_, 4 R = R.
D’olt limy_ h,,, = alg,, (R).

A chaque fois, Liavas et al ont donné une borne supérieure de 'erreur d’estimation :

dm m
|Jim B, | <2 2<m+”agmt<i2hm>>*Hdmm
Sous-espace (7.16)
|

H limh —h H < m+1

N—oo 02m (Tmfl (hm))
+(2m—|—3)H el !
Ih(p)ll [o2m (Tps (hy,))]”
Prédiction linéaire (7.17)
Hdm1,m2 exprime I'importance des termes non modélisés alors que o est interprétée

d
comme une mesure de la diversité du canal. Le rapport ”mjjim?” traduit alors le compromis
une partie effective de bonne diversité vs une partie non modélisée de faible énergie
capacité de 'algorithme (a identifier h,,) vs validité du modele (d,y,, ,,,, st un terme de perturbation)

Ces bornes sont a comparer aux résultats du modele déterministe :

e Tab. 7.2, 7.3 et 7.4 font le récapitulatif des résultats des simulations, des valeurs asymptotiques
et des bornes de Liavas et al.

e Fig. 7.4 compare 'EQM obtenu par simulation a 'EQM asymptotique exprimé lui par

B (= ) = [ = 8 () [ Cov (i) = Bt

e Fig. 7.5 calcule le vecteur singulier & droite de B qui correspondent a la téte/queue la plus

1
+ NARCRAg

défavorable (les calculs ont été faits en réel (H7.2)).
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Ils ressort de ces tableaux et figures les conclusions suivantes

La validité des formules asymptotiques du biais et de 'EQM est confirmée sur une large plage
de SNR et de nombre d’observations V.

Pour les algorithmes LP et OPD, en comparant les tableaux (a) et (c), on constate amélioration
(baisse de la norme) du biais. Elle cache une détérioration plus importante de la variance de

Pestimateur. En définitif, 'EQM se trouve aggravée.

Les bornes (7.16) et (7.17) de Liavas et al s’avérent pessimistes comparées a celle de la Prop.

7.3 qui elle est atteinte (puisque les simulations sont faites en réel).

e Une mauvaise diversité du canal pénalise plus I'algorithme SS que les algorithmes LP et OPD.
Une explication qualitative peut étre trouvée dans I'expression de A. Dans le cas des algorithmes
LP et OPD, les matrices A font apparaitre des produits de la la matrice de corrélation 16 et de sa
pseudo-inverse. La baisse de diversité provoque une baisse des termes de la premiere compensée
par une augmentation de ceux de la deuxieme. D’oll une matrice A qui est moins sensible a la

diversité.

e Les résultats confirment la supériorité de ’algorithme SS par rapport aux algorithmes LP et
OPD. Cette supériorité tend toutefois a diminuer quand I'identification se fait dans de mauvaises

conditions (bruit important, diversité faible, la partie non modélisée d est importante ou

mi,m2

nombre de symboles insuffisant).

e La téte/queue théorique qui (lorsque non modélisée) détériore le plus (en terme de biais) les
performances de I'algorithme d’identification (cf. Fig. (7.5)) a toujours la forme prévue par
Prop. 7.11. Cette forme ressorte systématiquement pour d’autres choix de h

m, M1 et mo

laissant penser que Prop. 7.11 peut étre généralisée a LP et OPD également (dans le cas réel).

Modele probabiliste

Les termes de d,,, ,,,, sont générés comme étant des variables aléatoires gaussiennes, indépendantes,
b

2
. _ B( Ay | o : a1
centrées et de variance =y On continue d’envisager les deux parties effectives hf, et hy,.

Les résultats obtenus (cf. Fig. 7.6, 7.7, 7.8 et 7.9) confirment la validité des expressions asymptotiques

de TEQM sur de larges plages de nombre de symboles N, rapport signal sur bruit SN R et variance des

2
termes non modélisés E <Hd ) . Ils permettent d’étendre ces conclusions a ’égaliseur ZF d’ordre

mi,m2
m — 1, la réponse combinée canal-égaliseur et 'ouverture de 1'oeil. Pour ces derniers, le délai choisi est

le délai moyen (ici 2 durées symbole) qui habituellement [Touz 98] donne les meilleures performances.

Fig. 7.6 permet de séparer les effets des deux sources d’erreur, soit la modélisation effective de 'ordre
et 'insuffisance de 'information statistique. Fig 7.6.a confirme la supériorité de I'algorithme SS. Mais
SS s’avere plus sensible & la non modélisation des termes de la téte/queue. Ceci explique lallure des
courbes dans Fig. 7.7 ou I’écart entre SS et LP/OPD s’amincit & fur et & mesure que la partie non

modélisée est plus importante.

165u des matrices qui lui sont proportionnelles telle que R,
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Estimé (N=300) | Estimé (N=1000) | Asymptotique

0.0007 0.0004 0.0006

-0.0083 -0.0080 -0.0086
Biais -0.0002 0.0000 0.0010

-0.0088 -0.0087 -0.0079

-0.0121 -0.0122 -0.0114

-0.0048 -0.0046 -0.0052 Borne Prop. 7.3 | Borne (7.16)

Norme du Biais 0.0178 0.0176 0.0172 0.1141 0.5917

EQM 0.0008 0.0005 0.0008

(a) hy, = h? 4 d?

my,ma

Estimé (N=300) | Asymptotique

0.0008 0.0013
-0.0158 -0.0172
Biais -0.0018 0.0020
-0.0195 -0.0157
-0.0259 -0.0229

-0.0083 -0.0104 Borne Prop. 7.3 | Borne (7.16)

Norme du Biais 0.0370 0.0343 0.2282 1.1885
EQM 0.0021 0.0018
(b) hy, = h% +2d5,, i,
Estimé (N=300) | Asymptotique

-0.0042 -0.0046
-0.0176 -0.0184
Biais 0.0028 0.0055
-0.0038 -0.0028
0.0032 0.0044

-0.0102 -0.0123 Borne Prop. 7.3 | Borne (7.16)

Norme du Biais 0.02157 0.0239 0.2236 1.0362
EQM 0.0018 0.0017
(c) hy = h% +d5ms

Tableau 7.2: Méthode SS : Biais et EQM
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Estimé (N=300) | Estimé (N=1000) | Asymptotique

0.0142 0.0074 -0.0123

0.0074 0.0098 -0.0086
Biais -0.0019 -0.0030 0.0019

-0.0165 -0.0128 0.0152

-0.0253 -0.0281 0.0266

-0.0016 -0.0032 -0.0020 Borne Prop. 7.3 | Borne (7.17)

Norme du Biais 0.0343 0.0335 0.0342 0.0972 1.3403

EQM 0.0083 0.0033 0.0082

(a) hy, = h? 4 d?

my,ma

Estimé (N=300) | Asymptotique
0.0195 -0.0247
0.0192 -0.0171
Biais -0.0039 0.0037
-0.0297 0.0304
-0.0549 0.0532
-0.0080 -0.0040 Borne Prop. 7.3 | Borne (7.17)
Norme du Biais 0.0688 0.0685 0.1944 2.6809
EQM 0.0127 0.0121
(b) hy, = h% +2d5,, i,
Estimé (N=300) | Asymptotique
0.0139 -0.0115
0.0096 -0.0086
Biais -0.0050 0.0024
-0.0196 0.0168
-0.0216 0.0202
0.0017 -0.0014 Borne Prop. 7.3 | Borne (7.17)
Norme du Biais 0.0341 0.0301 0.0796 2.0633
EQM 0.0094 0.0086

(c) hy, =h’ +d2

mi,mz

Tableau 7.3: Méthode LP : Biais et EQM
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Estimé (N=300) | Estimé (N=1000) | Asymptotique
0.0093 0.0074 -0.0067
0.0122 0.0119 -0.0119
Biais -0.0066 -0.0035 0.0032
-0.0126 -0.0113 0.0099
-0.0257 -0.0254 0.0261
0.0019 0.0003 0.0001 Borne Prop. 7.3
Norme du Biais 0.0332 0.0314 0.0313 0.0912
EQM 0.0075 0.0029 0.0069
(a) by, = h(rlnz + dfnhmz
Estimé (N=300) | Asymptotique
0.0173 -0.0134
0.0245 -0.0237
Biais -0.0070 0.0065
-0.0260 0.0199
-0.0507 0.0522
0.0002 0.0002 Borne Prop. 7.3
Norme du Biais 0.0647 0.0625 0.1825
EQM 0.0114 0.0101
(b) hy, = h?rj + Qdfnl,mz
Estimé (N=300) | Asymptotique
0.0073 -0.0043
0.0109 -0.0115
Biais -0.0028 0.0033
-0.0124 0.0092
-0.0220 0.0223
-0.0011 0.0004 Borne Prop. 7.3
Norme du Biais 0.0286 0.0272 0.0761
EQM 0.0081 0.0080

(c) hy, =h’ +d2

mi,mz

Tableau 7.4: Méthode OP : Biais et EQM

102




Nombre de symboles

(a) Effet du nombre d’observations en
modélisation exacte.

o T T T T
o o SS/Ls
o o P

L .
o & OPD B : o

o
o

107 L L L L
10" 10° 107 10" 10°

E(lldml)

(b) Effet de la modélisation effective en statis-
tiques exactes.

SNR =17dB

Figure 7.6: Effets séparés du nombre d’observations
et de la modélisation effective

SS/LS
LP
OPD

<©oo
< oo

EQM

Nombre de symboles

(a) Effet du nombre des symboles.
E (||, m, [)* = 0.011, SNR = 17dB

[e]

SsiLs §
P
OPD

<©oo

oo

EQM

4 3 -2

10 10
E(lldmIP?)

10

(b) Effet de la modélisation effective de 1'ordre.
N =300,SNR = 17dB

0.02

SSILS
OPD

0.018F

0.016

0.014

0.01

0.008

0.006

0.004 -

10 15 20 25 30 35
SNR (dB)

(¢) Effet du bruit. N = 300, ([[d, 1, [*) =
0.011

Figure 7.7: Identification de la réponse effective

Modele probabiliste
03



<©oo

SS/LS
LP
OPD

< oo

Nombre de symboles

(a) Egaliseur

10

<00

SS/LS
LP
OPD

<00

10”
10° 10
Nombre de symboles
(b) Réponse globale

o SS/ILS
o o LP
o OPD

107 g

Moyenne

Nombre de symboles

(c) Ouverture de 1'oeil

10

B ([[dy, ma]*) = 0.011. SNR = 17dB. retard=1

Figure 7.8: Egalisation ZF en modélisation effective

10

EQM

10"

o o
*
ST *
S=iail *
- - %
TIT T ke — e K
o

SS

Nombre de symboles

(a)

LP

10
Nombre de symboles

(b)

EQM

<o <o

OPD

10
Nombre de symboles

(c)

B ([dy, a]*) = 0.011. SNR =170

Figure 7.9: Effet de la diversité.



7.7 Conclusion

La modélisation effective de 'ordre du canal est une approche pratique de la réponse impulsionnelle.
En s’affranchissant de certains termes trop faibles et souvent trés nombreux situés a la téte et a la

queue de la réponse du canal, on se ramene a des réponses plus courtes et mieux diversifiées.

On a établi une méthodologie d’analyse de performances en modélisation effective applicable & tout al-
gorithme du second ordre. Les termes non modélisés de la téte/queue ont été considérés comme connus

(modele déterministe) puis comme des variables aléatoires i.i.d. et centrés (modele probabiliste).

Cette méthodologie a permis de mener une étude comparative des algorithmes sous-espace, prédiction
linéaire et décomposition en produit extérieur qui confirme la supériorité du premier; les deux autres
étant tres proches. Comparée a I'étude faite par Liavas et al, elle repose sur des hypotheses plus
pratiques et moins restrictives et a donné des résultats plus précis qui ont porté aussi sur d’autres
parametres dérivés de la réponse impulsionnelle (égaliseur ZF, réponse combinée canal/égaliseur et

ouverture de l'oeil).

On a proposé une mesure (Prop. 7.3) de la sensibilité de I'algorithme a la non modélisation des termes
de la téte/queue et donné la forme (Prop. 7.11) de la téte/queue qui occasionne lerreur d’estimation
la plus importante. Sous certaines hypotheses (cf. remarques a la fin de §7.6.1), les performances de
I’algorithme en modélisation effective ne dépendent pas du nombre des termes non modélisés de la

téte/queue.

La notion d’ordre effectif reste tres liée a la classe de canaux du type Fig. 7.1. Elle reste une solution
adaptée a une famille de canaux large mais pas exhaustive. En particulier, I’examen des canaux issus
de conditions séveres de propagation (trajets multiples avec des retards importants) met en évidence

les limites de son applicabilité (cf. §7.1.3).
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Chapitre 8

Conclusion

8.1 Résultats

Depuis la démonstration par Tong et al [ TONG 94] que l'identification aveugle est possible au second
ordre, les travaux dédiés a ce types d’algorithmes se sont multipliés, motivés par 'importance des
applications potentielles et les promesses en termes de performances de ces algorithmes. Ainsi, de
nombreux algorithmes ont été proposés depuis. Ce rapport a été consacre aux algorithmes, dits
stochastiques, qui estiment la réponse du canal a partir d’'une estimation de la matrice de corrélation;
et dont les plus courants sont les algorithmes sous-espace, prédiction linéaire et décomposition en
produit extérieur. Leur examen dans des conditions pratiques de réception (bruit de mesure, temps
d’observation limité, canaux & bande limitée) souléve deux types de non robustesse. Premiérement,
la connaissance (en pratique improbable) de l'ordre exact du canal est requise. Deuxiémement, les

performances dépendent d’une bonne diversité du canal.

Dans ce rapport, on pallie & la premiére insuffisance en proposant (§5) un algorithme robuste capable
de bien estimer la réponse du canal & partir d’'une estimée de la matrice de corrélation lorsque 1'on
dispose d’une valeur surestimée de l'ordre du canal; des situations ou les autres algorithmes sont
incapables d’opérer. Cet algorithme montre également des propriétés intéressantes en termes du choix

de Pambiguité et en termes de performances.

Quant a la diversité des canaux, le rapport y apporte une meilleure compréhension. Elle se base sur
Pextension du théoreme de Szegd aux matrices blocs de Toeplitz; dont une nouvelle démonstration
est donnée. L’interprétation de ces résultats pour les matrices de filtrage des canaux SIMO permet
de fixer une définition de la diversité comme étant sa plus petite valeur singuliére lorsque la taille de
cette matrice (ou encore le facteur de lissage) tend vers I'infini. Vu que les plus petites/grandes valeurs
singulieres des matrices de Toeplitz convergent! & la vitesse #, il se confirme que cette limite approxime
bien la plus petite valeur singuliere d’'une matrice de filtrage d’une taille pratique. Ainsi définie, la
diversité permet d’apprécier 'identification en aveugle et dans des conditions pratique d’observation

des canaux SIMO indépendamment de ’algorithme utilisé. L’application du théoréme de Szegd permet

Horsque la taille n de ces matrices tend vers 'infini. Ce résultat est prouvé théoriquement dans [GREN 84, Théoréme

p. 72] pour les matrices de Toeplitz. Fait constaté numériquement pour les matrices blocs de Toeplitz.
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de déduire une borne supérieure sur cette mesure qui s’exprime en termes des fonctions de transfert
des différents sous-canaux. Son évaluation dans le cas de canaux & bande limitée sur-échantillonnés
a la réception montre de faibles valeurs et prouve ainsi I'incapacité du sur-échantillonnage & créer

suffisamment de diversité pour identifier en aveugle.

Le rapport s’est intéressé a la proposition de Liavas et al de ne chercher a estimer que [’ordre effectif
du canal, sur la base duquel identification et égalisation seront effectuées. L’étude de performances
faite dans ce cadre aboutit a la proposition de mesure pour apprécier la sensibilité d’un algorithme a la
non prise en compte de termes faibles & la téte/queue de la réponse. Elle montre I'insensibilité (sous
certaines conditions) des algorithmes au nombre de ces termes 1a. De part U'inspiration méme de cette
approche de 'ordre, elle n’adresse que des situations particulieres (fut elles fréquentes); celles ou la
mauvaise diversité (de la réponse globale) est le fait de la présence de termes faibles & la téte/queue.
Elle ne résout pas les problemes de robustesse (& l'ordre et & la diversité) qui se trouvent transposés
a la réponse effective. Ainsi, le probleme du comportement des algorithmes d’identification dans le

cas de canaux mal diversifiés reste entierement posé.

8.2 Perspectives

Figure 8.1: Exploitation de la connaissance du signal de mise en forme

Ce travail a proposé une solution au probléeme de la surestimation de 'ordre d’un canal. Il a apporté
une meilleure compréhension du probleme de la (mauvaise) diversité des canaux; mais n’a pas proposé
de solution. Le cas particulier des signaux a bande limitée (du type cosinus sur-élevé) se propageant
dans des canaux & trajets multiples constitue un cadre réaliste pour tester la vraie robustesse des
algorithmes d’identification proposés. La prise en compte des connaissances sur le signal de mise
en forme (cf. Fig. 8.1) permet non seulement de réduire la dimension du probléme mais surtout
de séparer l'aspect propagation (multi-trajets) de Paspect bande limitée (lié au signal de mise en
forme). Ce dernier est pressenti comme étant la cause principale de la mauvaise diversité du canal.
Certains travaux [Ding 95, DING 97, SCHL 94] ont proposé de prendre en compte les connaissances
sur le signal de mise en forme pour améliorer les performances des algorithmes d’identification. La
matrice de filtrage du canal se factorise en un terme mal conditionné mais connu (fonction du signal
de mise en forme) et d'un terme court et inconnu (le multi-trajets)?. Dans [Ding 95, DING 97] (resp.

[SCHL 94, DING 97]), cette factorisation est exploitée dans une approche sous-espace (SS) (resp.

20n preferera cette modélisation & celle, dite spéculaire, proposée dans [Veen 98] puis dans [Perr 99] ou le canal
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moindres-carrés (L.S)). Les solutions proposées ont ainsi hérité la non robustesse des algorithmes SS
et LS & la surestimation de 'ordre du canal. Nous pensons qu’il serait utile de mettre & profit cette
information sur la structure du canal mais dans une démarche semblable a celle de I'algorithme proposé
dans §5. Ainsi défini, le probleme est mieux (et probablement bien) conditionné puisque I'inconnue du
probleme n’est pas & bande limitée et serait en méme temps robuste a une surestimation de ’ordre a la
maniere de 'algorithme dans §5. Le peu de capacité de la réception fractionnée a créer suffisamment

de diversité incite & explorer cette approche dans le cadre d’une réception multi-capteurs.

Egalement concernant 'algorithme proposé dans §5, une amélioration possible est d’introduire un
critére autre que le critére 5.1 qui lui a été introduit d’une maniere intuitive et donc probablement non
optimale. En particulier, la définition d’un critere sur les égaliseurs permet de réduire significativement
la complexité de Ialgorithme, notamment lorsque le facteur de lissage est important, ce qui est le cas

lorsqu’une surestimation de 'ordre du canal est envisagée.

Une piste prometteuse consiste a calculer directement des égaliseurs a partir des statistiques du second
ordre du canal, sans passer par 'estimation de la réponse au préalable. L’égalisation directe est
d’autant plus intéressante qu’elle est possible avec des filtres de longueurs limitées, contrairement au
cas de la réception synchrone. Comparée a I'approche identifier puis €galiser, elle présente les deux
avantages suivants. Premiérement, elle est intrinséquement robuste a la surestimation de lordre (cf.
§4.4)% Deuxiémement, on peut étre conduit & penser que I'dgalisation directe est immunisée contre
un mauvais conditionnement de la matrice de corrélation, donc robuste a une mauvaise diversité du
canal. En effet, 'identification de la réponse du canal implique toujours une inversion de la matrice
de corrélation (donc de la matrice de filtrage). Le calcul, a partir de cette réponse identifiée, d'un
égaliseur MMSE (resp. ZF) s’obtient par une inversion de la matrice de corrélation (resp. de la matrice
de filtrage). Le chemin direct (calculer les égaliseurs directement a partir des SOS) ne se traduirait
pas par une inversion et serait alors insensible a la (mauvaise) diversité du canal. Le peu de travaux
proposés dans cette direction [Touz 98, Liu 97, GESB 97, Papa 98, GIAN 97] laisse espérer que de
meilleures solutions en termes de performances peuvent étre développées. L’égalisation directe pose

cependant le probléeme du choix du délai, d’autant plus critique qu’il s’agit d’égaliseurs ZF.

Réception fractionnée et réception multi-capteurs sont toutes les deux traitées dans le cadre unique
des canaux SIMO. Cette formulation théorique commune cache des performances tres différentes en
pratique. 1l a souvent été constaté que la réception fractionnée échoue a créer suffisamment de diversité
pour identifier les canaux en aveugle et dans des conditions pratiques d’observation. De 'autre coté,
la réception multi-capteurs a souvent été citée [Redd 95] comme capable de fournir des conditions

favorables a l'identification aveugle des canaux. La borne proposée dans Th. 6.10 fournit un outil

physique y est modélisé comme étant un canal multi-trajets paramétré par les différents délais et atténuations qui de-
viennent l'inconnue du probléme. Dans [Veen 98, Perr 99], cette modélisation est exploitée pour réécrire lalgorithme
sous-espace. Plus fine, elle montre de meilleures performances [Veen 98], et éventuellement une robustesse a la suresti-
mation de 'ordre [Perr 99]. Cependant, le probléme ainsi formulé n’est plus vraiment du sous-espace, puisque I'inconnue
du probléme n’est plus identifiée comme étant dans un sous-espace de dimension 1. On se raméne & la minimisation

d’une fonction colit par le moyen de techniques multi-dimentionnelles, complexes et éventuellement sous-optimales.
3La robustesse & la surestimation de 'ordre est verifiée aussi par les approches spectrales d’identification, tel dans

[LI 94, POZI 97]. Ces méthodes déduisent la réponse fréquentielle du canal & partir du cyclo-spectre de sa sortie, et ne
nécessitent donc pas la pré-détermination de I'ordre. Elles sont ainsi robustes aux erreurs d’estimation de 'ordre. Par

contre, leurs performances sont faibles, méme en fort SNR [DING 97].
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simple pour ’évaluation de 'une et 'autre des techniques de diversité; chose faite dans ce rapport pour
la réception fractionnée. Il est intéressant d’étendre cet emploi au cas de la réception multi-capteurs;

et examiner en particulier la borne de Th. 6.10 en fonction des parameétres d’un réseau de capteurs.
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Annexe A

Démonstrations de §7

A.1 Démonstration de (7.5)

Montrons que

Vee (0R?) = Cdjy, my + Kemst) Ciy (A1)
avec  Cgpo = (Ic(m+l) ® Topi1,spc (hy, )) T +1,spe,mIgpe (A.2)
Répe = Tni1spc (hi) T spo (dfnl,m)

+ [Tm+1,SPC (h) Ti1 spo (dfm’m)}H

Vec ((5RdSPC) = Vec (Tm+1’spc (h;,) Tnlj-i-l spC <d7zm m2>)

+Kc(m+1)VeC ( mr1,spc (h5) Tl spo (din mg))*
Vec (Tm—l—LSPC (h7) 7 1 sp0 (dfnl,m)) = (Ic(m+1 Tynt1,5pc ( )) Vec ( m+1,5PC ( - m2>>
= (Ic(m+1 Tont1,spc ( )) m+1,8PC,M A, o SPC
- (Ic(mﬂ Tni1,5pc ( )) m+1,5PC,MLgpedn,, m,y sPC

A.2 Démonstration de (7.4)

Montrons que
Vee (0R?) = C'd

mi,ma2

avec

Cg“S = (Kc(m—H) + Ic2(m+1)2> (Ic(m+1) ®17, m+1,TS (h )) <I ® CT) (A?’)
Chr = (Kegme) + Lagninz) (Kmi1e ® Toprsr (05)) (L@ C) Kearm  (A4)
ke
Omt1,M—m

IZ

mi,ma2

on Ct =
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Cspc = <Kc m+1) + Le2(mt1 2) ( em+1) ® Tyi1 5P (hfn)) T+1,5Po,mIspe
TS = (Kc m+1) T Le2(nin 2) ( e(m+1) ® Ty pg (B, )) Tms1,r5,m g
— (Kc 1) + L 2> (Ic(m+1 Tonp1rs ( ) ( ® Tl M) (I =3 mZ)
= <Kc m+1) T L2 (my1 2) ( emt1) @ Topp1 1 ( ) { ( m+1,]\41fn1,M2)}

On peut facilement vérifier que Tm+1 mI? n’est autre que Ct. D’ou (A.3).

mi,ma

Cor = (KC(m+1) + Icz(m+1)2) (IC(mH) ® Tong,st (hrzn)) Tt st0lsr
= (Kepman) + i) (Temr) © Trgr,sr (05,)) (Kinge © Iaggm)
(IC @ Tyt M) K mt1 (Ifm my @1 )
(i o) (R oo 05 (15 o) (55 )
= (Kc(m+1) + Ic2(m+1)2) (Km+1,c ® Tm+1,ST (hm)) [(Ic) ® (Tm+1,MIfnl,m2H Kev—m

d’ou (A.4).

A.3 Démonstration de (7.8)

(7 (05) S22 (1) + T (30,10, ) S35 (1) 4 By ()]

+N . 3 [T (dfnl,mz) SQm-}—l(n)} [T (dfnl,m) 52m+1(n)]H (A.6)

b 30 (T (080 (1) + By (0)] [T () S0 ()] (A7)

T (07,) s0m11(1n) + by (0)] [T (h7,) $241(n) + bm+1(n)]H =Ry, + R}

n=m

m,hm

tel que d’apres §4.1, limy_ o ([Vec <5Rth)] [Vec (6R}]ym)}H) = %CR

111



e Terme A.6

N—im EnN:_nlz [T (dfm,m2> SQm—{—l(”)} [T (dfnl,mg) 52m+1(n)} " =0 (Hdml,mz

e Terme (A.7)

En généralisant Prop. 4.1 aux intercorrélations, on a

N— 1 H
N _ ) Some1(n) + b1 (n)] [T (dfmm) s2m+1(n)}

n=m

(m ) S (1) 4 Byt (0] [T (5 00) saia )] ) + 50 40 ()

m1,ma2

tel que C,, = O (Hd

2
> . Donc

1 = H
2 (T 05 sama(0) + s (] [T (5 ma) S2mia ()]

” )0 (2)

T W) T (€,0) + O (3 [,

e Terme (A.8) (pareil que terme (A.7))

On reconnait 7 (hz,) TH (dm1 mg) +7 (d TH (hz) = 6R%. Dot le résultat.

m1 mz)

A.4 Démonstration de (7.9)

Les grandeurs sont exprimées dans le format ST

Crgmeti = L (hyy) &, 1
= T} (h,)g,,_ 1T T (dm1 m) 8m—1,i
02/ 1
= |7} (h,) 8m_1| T Tk (dm1 m2> 8m—1,i
02y, 1

Tnf (hm) gm—l,i = Tnj; (l:lm> gm—l,i - Tnj’; (flm - hm) gm—l,i
= €2m;i — 77;1; (flm - hm) 8m—1,i — Tnj; (flm - hm) (gm—l,i - gm—l,i)

= e — Tt (gm—l,i) (Bm —h,)+0 (Hflm B hmH2>

Aussi, ona: T7L (dm1 mz) Em-1i = 7.0 (dm1 mz) &m—1,: T T.) <dm1 m2) <gm—1,i - gm—l,i)
= TM+1 (gmfl,i> dm1 , M2 +0 ((hm - hm)dm1 ,mz)
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Ainsi, on obtient

M 4+m—1,i — €M4m,mi1+i

d’ou le résultat.

7}\§+1 (gmfl,i> dTan,mQ - |7t (gm—l,i>
01y c(m+1)

40 ([ = b [7) +0 (0 = 1) )

A.5 Démonstration de (7.10)

Skt T(E)?
EMyp, +i mo1i) = o
O i (TMm—1,0) r(my +4)?
) ]
r(mi+i—1)
2 - (k)2
OEM;,, 4 m—1,i —— | =kt
mitt (rM+ L ) T‘(ml + i)2 r(m11+i)
r(mi+i+1)
| (M +m) |
1 0 0
0 :
—or(1) Cor(myti1) 3k TR or(migit1)
OEMy,, 4 i(Earpm—1) = ok X | Tlmi+0) r(mi+1) e O om0
0 1
0 0

(A.9)

0

0

—2r(M+m)

r(m1+1)

Ainsi OEMy, i(€01-mmy +i) = 0, OEMY, i (€1 1mmy +i) = Ot m1 et OEMY, L i(€nryummy+i) = 2 1,
avec I; est la matrice diagonale donnée par <I7> =1lpouri=1,---,mi+i—1,mi+i+1,---,M+m
21

et (ii)ml—l—i,ml—!—i =0.

OEM,, 44 (T ar4m—1,i)

- OEMm1+i(eM+m,m1+i + (rM+m—1,i - eM—i—m,mH—i))
= OEMml—I—i (eM+m,m1 +i)

+ (Cartm—1,i — €Mtmmy+i). OEML, L (€nrsm,my+i)

+=(Crrpm—14 — eM+m,m1+i)TOEM7nl+i(eM+m,m1+i)(1“M+m—1,i — €M tm,mi+i)

2

+0 (”rj\i-i—m—l,i - eM—i—m,ml-i—iHS)
_ (I‘M+m—1,i — e]V[+m,m1+i)T IZ (I‘M+m—1,i - eM+m7m1+i)

+0 (”rj\i-i—m—l,i - eM—i—m,ml-i—iHS)
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A.6 Démonstration de (7.11)

ApVec(R) = T, <(RT - U(R)Ig(m_,_l))h ® vecp(R)H ) Vec (R)
= —T,,Vec (vecp(R)H R (R - o—(R)IQ(mH))h)

— T, Vec (a(R)vecp(R)H (R- a(R)Iz(mH))”) (A.10)
= O(mt1),1 (A.11)

(A.10) est donnée par vecp(R) vecteur propre & R. (A.11) est vraie car vecp(R) est orthogonal a la
matrice Hermitienne (R — U(R)Ig(m+1)> .

A.7 Démonstration de (7.12)

Ay, Vec(dR7)

_ Tm+1([:r* (h,) 77 (h,)]" @ [bZ, TMHDVeC (oR)

_ T, Vec (h T, 10R? [T,, (,,) T (hm)}”>

= —Tmy1 by, Tpp16R |:Tm (h,) T, (hm)ﬂT
= Tt |75 (h,)T( )u(SRd*TmHhm
= Tyt [T (0,) 77 (0,)] [T (83) 77 (3, 0, ) Tonsahy, + T (5,1, ) 77 (B3,) Tonah,,

(h,,) ”T(hZ)TT (di2y.m; ) Tonsihy,  d'aprés Prop. 4.10
= T |7 (h,) 7T  (h,) hT(hf;)TT( Tyiih,,) d, ., dapres (4.9)
T

* T i z 2z \
= Tp1 |77 (hy) T (b)) T (B3) Ty (Tongahy) Tdyy, n, d'apres (7.3)

Ainsi
B = T [T°(0,) 7" ()] T (05) Ty (Trish,,) T

= T [T*(hm)TT(hm)]hT ( )TM+1( m) I?

A.8 Démonstration de Prop. 7.10

Rappelons que B = T,,,11 [T* (h,)T" (hm)} : T (h;ﬁ;) Tii41 (Tigah,,) I7. Notons d’abord que

[T* (h,)TT (hm)} n’est fonction ni de m; ni de mg. Dans ce qui suit, on exprime tout dans le format

T'S. On s’intéresse au produit :

T (b)) Tifo1 (Vi) T Ty (v,,) T7 ()

114



7’(hi)7xa4<vm>—-[zigiizgl[7$a4(v;>'25;1<v%ﬂ = [

ot Dy =T (h,") T, (vi,), ietje{1,2)

En regardant une colonne de ’]}{f 41 (vﬁn) comme une séquences de données, son produit par 7 (hf;l>
est le vecteur sortie du filtre hf;l excité par cette séquence. Les colonnes de 7 11 (vi,) sont des
versions décalées les unes des autres, ainsi on peut dire la méme chose de D;;. D’ou la structure de
Toeplitz de D;;, dont chaque élément (Dj;), . est le produit scalaire de la ligne v de T (hf:) et la
ligne v de T;7,4 (v,), i.e., :

H
{0..0 hy, (0)---hy,(m) 0..0 ] ycued{l,..,m+1}

u—1+my m~+1—u+msg

H

J ceid

[O..Ovm(O) vl (m) 0..0] oe{l,..,M+1}
v—1 M+1—v

Ce produit est nul dans les cas v > u+mq + (m+1) ou v < u-+my — (m+ 1) et éventuellement non

nul pour m; —m < v —u < mj +m ie., sur 2m + 1 diagonales :

m2

_ o1 ;

dimt 0 S 0

: e 0

dz;

dij di :

Dij= 1o a, &m0
0 0 !

7‘7]

1 2
L 0 . . 0 dZ,J dl,) i
my
En particulier, pour my = m+mj > m, on a :
2m+1
0 . . 0 dy; d&; . . &7 0 .0
0 dj,
D, — | .
oo .0 0 .0 dy
0m+1,m/1 D;j
ou la matrice D;j n’est pas fonction de mi. Par la suite,
\ D11 Dy D{i DJ}
T (03 )T (v, ) TPTaT 0 (v,) TE (hE) = 1% (1)
(h52) Tt 1 (V) P Ty (vin) T (17,) [Dm by, | T | pi pit

[P D
- |D3 Dy
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Sachant que

) = (Lol
[ Im1 0m1,m+1 0m1,m2
= = Omt1,m4 Opt1 Om41,mo
L 0m2,m1 Imz,m+1 Im2
_Im’l
— Im
= 0
L I,

chacune des matrices ]~)j est de la forme :
f)w = Di1i2 I** ngz + Dklkg I# D{fb 41,12, 71, J2, k1, ko, l1, 12 € {1, 2}

Dans le cas m; = m+m} >m,m} >0, on a

L,
1 0,,
L 722 H _ ! m my,m+1
Dllzz I Dj1j2 - [Om—i-l,m’l Dilig] 0 DIH
m+1 Jij2
L,
L,
o / 1H
- Di1i2 0m+1 Djl.j2

L.,
ce qui est n’est pas fonction de mi. D’ou (7.14). En résonnant par rapport a mg, (7.13) se démontre

d’une maniére similaire. (7.14) est alors évidente.

A.9 Démonstration de Prop. 7.11

On reprend les notations de §A.8. On prend m; = m + m} et mg = m + mb avec m), m5 > 0.

T (45) Tkt (v

uT

I, Oy me
Rappelons que I7 = <Ig ® Ifmmz) o I, o= | Ot 11 Ot 1,mo
0m27m1 Im2
2\ H . | Du Do _,
T (hm> Tarr (Vi) P = [Dzl Dzzl I
B [Dnlfnl,mg D12I7an,m2]
N D2115n1,m2 DQQIfm,mz
Puisque my = m +mj > m et mo =m +my > m alors Dij = [0,,11 5 D};0p 11,1, | €6 DyyL7, ) =
Om’m/1 L, 0,, Om’m/2
DL o T = | Opiimt Omtion Omitsn Oyt |- Alnsi,
0y 0 Lo Oy

* H lllIf llzlf
T (b)) Ty (v) T° [ ]

Dy, If Dol
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' D
[ /H 12](12@’11)
o1 D2

/

/
Ainsi, on peut écrire B = BT (I ® I?) ot1 la matrice Bf=—T,,7,, (h,,) 7,7 (hm)bT l /11 12] n’est

m /
21 22

fonction ni de m/ ni de mb.

Soit le vecteur normé X, 1m, € C2™1+m2)  On Pécrit comme la somme de deux vecteurs orthogonaux

Xmi+ms = Xa + Xp tel que

Xaq = [ Ol,m'1 Xinl—i—mz (ml + 1) m1+m2 (mll + 2m) Ol,m’2
T
Ol,m’1 X727”Ll+m2 (ml + 1) T X%nl—i—mz (ml + Qm) 01,771/2 }
On a alors I7x} = 03y,41,1 done (Iy ® If) xp = Oa(3,,41),1- Ainsi, Bxy, 4m, = Bxq = B (I, ® I}) x

Par conséquent, le vecteur X, +m, qui maximise ||BX,, +m,| est de la forme

1\ o1 T 2\ (.2 \T 4
Ol,m’1 (um—1> (vm—l> Ol,m’2 Ol,m'1 (um—1> (Vm—1> Ol,m’2 (A12)
BXmtm, = Bf (I ® IT) xq
r T T T 71T
= Bf (urln—l) 01,m+1 (Vrln—1> (ugn—1> 01,m+1 (v’?n—l)
) 1
u,.,_
L, Onm mt
Vm—1
= BT 12 &® 0m+1,m Om—f—l,m 2
U1
Vim—1
roal
U1
vl |
- Bt o
W1
2
LVin—1
L, 0,,
ot BF=BT | L® | Opt1m Oms1m n’est pas fonction de m) ni de m). Donc elle n’est pas fonction
Om Im
ni de mi ni de ms.
1
W1
Xy +m, €5t un vecteur singulier de B ssi il vérifie (A.12) et | 7' | est le vecteur normé singulier
L |
2
Vin—1

A droite de B¥. 1l n’est donc pas fonction ni de m1 ni de ms.

Reste a montrer que o1 (B) elle aussi n’est pas fonction ni de mj ni de mg. Il est facile de voir que

c
|

|
_

o1 (B) = |BXpm; 1m, | = ||B? =0 (Bi) laquelle n’est pas fonction ni de m; ni de meo.

< &
Sll\DS‘l\DSHS)—‘
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Annexe B

Différentiation des algorithmes

d’identification

Dans ce chapitre, on calcule les différentielles, au sens défini dans §7.3, des algorithmes sous-espace

(SS), prédiction linéaire (LP) et décomposition en produit extérieur (OPD), rappelés dans §4.4.1,

§4.4.2 et §4.4.3, respectivement. Les démonstrations sont faites dans le cas ¢ = 2 et font appels a la

la théorie de perturbation des matrices (§E).

On commence par donner le résultat suivant, utile pour la suite des calculs.

Proposition B.1 Soient Ay, k € {0,---, D} des matrices ¢ x ¢

Ay Ay
Vec A.l A2
Ap 0
avec
Se,p

AD AO Al
0, _ A Ay
) =S¢ pVec ]
0. Ag o Al

[002(D+1)2,c2(p+1)p SZ,D}

(o)

(Ic ® J%+IIJFD+1) o1,

| (LeoIphTh,,)

Ic(D+1)
(Ic ® J1T7+1>

(leeTh,)| oL
i (Ic ®J ,5?1)
[ T4

(Ic ® t].%—i-l) (Ic . ITD+1) oL,

L (Ic ® J£+1>D
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B.1 Estimation du bruit

La puissance du bruit est estimée par (cf §4.3) la plus petite valeur propre de la matrice de corrélation.
Si X est 2(M 4 1) x 2(M + 1)), 07(X) = Ayar41)(X) et

AX+E) = Ny (X) +veep(X)?Evecp(X) + O (|[E[)

= 02(X) + (veep(X)" @ veep(X)™ ) Vec (E) + O (|[E[)

Proposition B.2 Soient X une matrice Hermitienne 2(M + 1) x 2(M + 1) définie positive et E une

matrice perturbation ’faible’. Alors
Vee (8 (X — 0} (X) Lz ) ) = G(X)Vee (B) + O (|BJF)
avec! G(X) = Tyari1y2 — Vee (g ) (veep(X)T @ veep(X) ).
Démonstration:

Vec (E — 60'5 (X)IQ(A4+1))

= Vec(E) — [(vecp(X)T ® vecp(X)H> Vec (E)] Vec (12(M+1)> +0 (HE||2>
= Vec (E) — Vec (IQ(MH)) [(vecp(X)T ® vecp(X)H> Vec (E)] +0 (HEHQ)
= Vec (B) — Ve (Tyarr)) (veep(X)" @ veep(X)™ ) Vec (E) + O (| B[]*)

Proposition B.3

G(X)Kort1) = Koars1)G (X)

Démonstration:
G(X)Koms1) = Kousr) — Vee (12(J\/I+1 ) (Uecp X)'® UBCP(X)H) Koy
= Kyry1) — Vec <I2(M+1 ) (UGCP X)" @ UGCP(X)T)
= Kyr41) — Vec ( (M+1) ) (vecp X) ® vecp(X)T)
= K2(M+1) [14(M+1)2 — Vec (IQ(M—H)) (WCP(X)H ® UGCP(X)T”
= Kou41)G"(X)
|

1G(X) est indépendante du choix (3 une phase pres) de veep(X).
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B.2 L’algorithme sous-espace
L’application de I'algorithme SS & une matrice X Hermitienne donne alg(X) = Tpsyivecp(X)*.

Proposition B.4 Soit Xe C2M+D) x C2M+Y) Hermitienne pour laquelle la valeur propre la plus
petite est simple (de multiplicité 1). Alors

A%( = 02(M+1),4(zv1+1)2
. ’
A% = —-Tus (UeCP(X)H ® (XT — A(m+1)(X) 12(M+1)) )
. ’
Ax = —Tun ((XT = Ao(ar+1) (X)Iz(M+1)> ® UGCP(X)H>
Démonstration:

Soit Ee C2M+1) 5 C2(M+1) ype matrice perturbation ’faible’. On a la relation suivante :

h *
alg(X +E) = alg(X) — Tarp [(x — X4 (X)agrsn ) E vecp<x>} +0 (JE[?)
— alg(X) ~ T Vee ( (X = daqarsn (Xlaar ) B vecpoc)) +o (IBfP)

= alg(X) — Ty (vecp<X>H®(x—A2<M+l) Magurry) ) Vee (B) + 0 (E|?)

— alg(X) — Tarsa (veep(X)" © (X = Naqarsn (XLaqarsn) ) Vo (B9 + 0 (JEI?)

o
&

= alg(X) — TM+1 (U@CP(X)H ® (XT )‘Q(M-i-l) 12(M+1) ) Vec E* + O (HE” )

B.3 L’algorithme prédiction linéaire

On rappelle ici les étapes et les parametres intermédiaires au calcul de alg(X) = LP(X) ou X est

une matrice Hermitienne définie positive ¢(M + 1) x ¢(M + 1).

= X-— af(X)Ic( Mm+1) Hermitienne définie positive
Z = [0care LoarY[0oare Tear]”
= [0care Ters)X[0are Tens]” — 02(X)Tens Hermitienne définie positive
= X(c+1:e(M+1),c+1:¢(M+1)) (notations MATLAB)
Y (0)y(1)---v(M)] = [Le Ocer]Y Lol (i) est cx ¢
[Ar---Ax] = (1) y(M)] 2
D = [LA;- Ayl [y(0)y(1) -y (M)]7
= 7(0) = [y(1) - /(M) Z° [y(1) - - -y (M) 7
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différence entre deux matrices Hermitiennes définies positives ¢ X ¢

On émet 'hypotheése non restrictive qu’elle n’est pas strictement définie négative

(A1) = la plus grande valeur propre de D et le vecteur propre normé associé
1
f = ﬁl
g = [LA;---Ay]'f* (B.1)
7(0) (1) V(M)
1 2 0.
Yo = Han(y(0),-0n) = | 7P
v(M) O 0.
alg(X) = Y°g"
On peut montrer que
v — [ 7(0) [y(1) -y (M)]
(1) - (M) /
Y1)y (M)] = [L Ocer]Y[Ocrre Tens]”
[Ar-An] = [LAr-- Au][0care Tear]”
AL An]Y = [[LA; - A (O (1) - y(M)]T [y(1) - y(M)] = [Ay -+ An] Z]
= [D Oc,c]\l] (BQ)

Proposition B.5 Soit X une matrice Hermitienne définie positive 2(M + 1) x 2(M + 1).

AL = AsG(X)
s = [(r [y, S])e e
M

S G GRSl L

AG = <gH®IC(1\4+1)) 32,M+YO [IQAIAM]H AS

As = —% {(ﬁ ® (D - AL)") + % (M) e (11H)H (T2A1 -+ Ay]" @ T2A1 - Ay))
Démonstration:

2Soit E une matrice ‘perturbation’ faible.

5 (zﬂ) — 78778 + 7867 P —PsZHZY + 0 (||5YH2>

O[Ar--An] = Sly(1) (M) ZE - [y(1)---y(M)] 6 (2F)
?Démonstration inspirée du calcul de différentiation dans [ABED 97] fait en réel et autour d’une matrice X dans

M.
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+0 (8(1)--~(M)] 5 (27))
= —[L Oeen]dY [Ocare Lena] 28 — [y (1) (M)] 6 (2¢) + O (|lY %)
2
)y (M) 8 (28) =~ [1(1) -+ /(M) ZE6ZZE + [(1) - - (M) 25 621 P
+[A1- A Z'POZH ZF + O (||oY )
= [A1-- AN 6ZZF — [A;--- Ay ZHZHP + O (||6Y||2)
On fait 'hypotheése non restrictive que Z est inversible, réduisant P a une matrice
nulle et Z% & Z~1.
(1) y(M)] 8 (277 = [Ar- Ay]6ZZ71 + O (umP)

OA1 Al = (L 0cen]0Y[Onre Ter] 27! — [Ar -+ An] 02271 + O (oY |°)

[/
= —[L 00,car]0Y [0cns,c L)' Z
— A1 Ap] [0care Tem)0Y [Ocare Load] Z71 + O (||5Y||2)
= ([ Ocenr] + [0.A1 -+ Anr)) 6Y [Ocare Tna] "Z7" + O ([0Y )
= —[LA1Au]0Y[0unse L] Z71 4+ 0 (||(5Y||2)
Vee (6 A1+ Anl) = ArVee (6Y) +0 ([oY|?)
Ay = — |:(Z7T[Oc]\l,c IcM]) @ (T.Aq--- AMD}
0D = [LAy-- An]d[y(0)y(1) - (M) +
O[A1-+ Ay] [Y(1) /(M) + 0 (JlsY )

En utilisant ~ [y(1)---y(M)]Z7' = —[A;--- Ay
et [y(1)---y(M)]P

||
|
>
>
=
N
&
|
=)

On montre que :

0 [Al t Am] [7(1) e V(M)]H

= =0l (M) ZT (1) -y (M) = [y (1) -y (M)] 027 [y(1) -4 (M) + O (8 |17)
= Ol YD) [Ar - An] T+ [y (1) -y (MD)) 2710227 [3(1) - (M)
+ (1) -y (M) PSZZE [y(1) -y (M)]"
~ () A (M) ZE6ZP [y(1) - /(M) + O (||6Y )
] ]

= Sh() (M) [Ar - Ayl + Ay Ay 0Z A1 Ay + O (J0Y )

0D = LAy An YL Ocens]” + [Te Ocenr]0Y [Ocare Tens]” [Ar -+ Apr]™
+ A1 Ap] [Ocnr,e Tear]0Y [Ocnr e L)' [Ar-- Ay +0 (H(SYHQ)
= [LA1--Ay]0Y L Opcrs]” + [Ie 0pcrs]0Y [0.A7 - Apg)?
+[0cA1 - A 6Y [0.A1 - Ayl + 0O (62
= LAy Ay]6Y[L Opens]” + [TeAr - An] Y [0,A1 -+ Ap] + 0 (H(SYHQ)
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= [LAs - Ay]3Y LAy Ayl +0 (|6Y?)
Vee (0D) = AgVee (5Y) + O (||sY )
A2 = ([ICAIA]W]*®[ICA1AMD

On fait ’hypotheése non restrictive que la valeur propre la plus grande de D est de

multiplicité 1 et est réelle positive.

o1 = —(D—AL)"DI+0 ([aY]?)
ox = 175D1+0 (|aY?)
1 1
o = —=dl— oinlon
_ _% (D — AL)!6DI — 2;3/2 14501+ 0 ([6Y )
— AyVec (6Y)+O<H6YH2>
Ay = —% {(1T ® (D = AL)") + % (M) e (11H)H Ag

6g = [0. 6[A;--- Al £ +[LAL--- Ayt of
= [0carclep]) O [A1 - A )t £ 4 [LAL--- Ayt o
= AyVec (8Y) + AsVee (0Y)" + O (||6Y )
Ay = (fH ® [OcM,cIcM]T> KccnrAr
= ([OcM,cIcM]T ® fH) Ay
= - ([OC]\/[,CIC]\/[]T ® fH) {(ZiT[Oc]\/[,c IcM]) ® ([TAy--- AM])}
= — [([OCM,CICM]T Z T(0chrc IcM]) ® (gTﬂ

= (o, 57]o)

As = [LA;---Ay]" A

sh = 5Y°g" +Y°sg*
= (8" @ Lqars1)) SerVee (3Y) + Y (AgVee (5Y) + Ay Vee (5Y)")" + 0 (Y] )
= AgVec (8Y) + ArVee (0Y)" + 0 ([0Y )

Ag = (gH ® Ic(M+1)) Se,m + YOAR
Ar = Y°A;

Oc Oc cM H
= —Y° n |98
( [OCM7C Z " ]
0. Oc,cM H
= —(1eY°) | ®8
Oc]\/[,c Z !

A )

Vec (6Y) = G(X)Vec (E)+ O (HEHQ)
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O(lloYl) = O(|El)
sh = AgVec(5Y)+ ArVec (5Y)*+O(H6YH2)
= AgG(X)Vec (E) + A7G" (X)Vec (E)* + O (HaYH?)

d’ot1 les expressions de Ak et A%.

Ax = Ak +AxKouss
ASKoriny = A7G (X)Kyari)
= A7Ko1)G(X)

° Oc Oc,cM
AKoaryy = — KY Ourre Z-1 ]) ® (gH)] Koy

- s (o, 5)

Proposition B.6 Soient x); € C<M+Y) ¢t 2 € RT.

Soit X = Ty (xp) T]g (xnr) + L ary1) € My

— 1
_ H _irim T
Alors  Ag = (g ®IC(M+1))SC,M 2[(%‘ )®(XMg )}
Démonstration:
Y = o2 Tyry (xa0) Tife (Xa1)
Y = ol T°(xar)Tif 41 (xar)
D = \IZ

D M, = )\ (11H - Ic)

(llH — Ic) est un projecteur. Il est égale a sa propre pseudo-inverse. (D — )\Ic)h =

(- 1),
Ag = (g @I, M+1))3c,M+YOA§
As = [LA;---Ay]" A}
Af = [LA;--- Ay Ag

By = o (e @) - 55 (M) @ ()] s
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LA Ayl [(1T) @ (D - L))

— E @ LA A]") [(1T) @ (D - AL)Y)]

1
<1T) ( LA Ay (D - /\Ic)n>]
1

- %[( " & (LA Ayl (07 -1))]

(B2) = (L—17)[LA: Au]Y =0 c(ar)

= Ty () Tifey (xar) TeAy - Ay (Ic - HH) = 0c(ar+1),c
Ty1 (Xar) est  de rang colonne plein
= T (xar) LA - Ap)? (Ic — llH) = 0274 1,c
Ou encore Y°[I.A;--- AM}H <IC — llH) = Og(ar+1),¢

(B.1) implique ~ [LA; -- AM] 1 = Vg
oubien W [LA;---Ay] = Vgl
Ainsi 7 (A Ay = (LA Ap) [0oase Loag]”
= Vg"[0care Ten]”
YT = g e A [(17) & (1) o
= Y (1o LA AyE) [(T) @ (1)) A,
N *2;3/2YO (1) @ (eAr- Ay 1) | A,
= v () e ()] 8
- Raev[(f)e ()] o
= o l(M)e (e o
= 5 ") @ (o)) &,
= 5 (") @ (xart)] (LA Aur]* © AL~ Aw]
= —% (P LA Ay]) @ (xal LA Ay])]
= 5 [(") @ (ae")]
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B.4 L’algorithme décomposition en produit extérieur

Soit X une matrice Hermitienne définie positive ¢(M + 1) x ¢(M + 1). L’application de I'algorithme
OPD a X suit les étapes suivantes (cf §4.4.3)

Y = X ag(X)IC( wv+1) Hermitienne définie positive
Y(O)y(1)---y(M)] = [LOcen/]Y 0 (i) est cx ¢
Y° = Han(y(0),---,v(m))
D, = LQYOYHYOH (B.3)
O—S
Dy = Iy ©1) Dy (T ©1)F (B.4)

A = A (Dy—Dy)
alg(X) = VECP(D;—D,)

Si X = o2 Ty (x0r) 7}\14{ (xar) + Lo pr41) € M et ¢ =2,

Y = o} Ty (xm) Tof (xar)
Yo = ol T°(xm)Tyf (xur)
D, =  T°(xa)T°" (xa1)
(D; —Dy) = XarXhy
VECP(D: -Ds) =  xu
A= xul?

Proposition B.7 Soit X une matrice Hermitienne définie positive 2(M + 1) x 2(M +1). Si X est

inwversible
1 b
Ak = - ([VECP (D1 — D))" @ (Dy — Dy — Ayar1) )
(14(M+1)2 — (10 I2) ® (1 ® IQ)))
AsG(X)
2 1 T b
A% = —= (VECP (D - Dy)]" ® (D1 — Dy — Alyarn))
(14(M+1)2 (19 I2) ® Jy11® 12)))
N3G (X)
1 . :
Ax = 5 ([VECP (D; - Dy)|" ® (D1 D, AIQ(MH)) )
(14(M+1)2 —((Iv+10L2)® Iy ® 12)))
(Az + A3K2(M+1)> G(X)
avec
e = [ 0 ()] o (v (4%

>

Az = [(12(1\4+1)) ® (YOYU)} K2(M+1)g;,M + (Yo" ®Y°) A1Ko(pr41)

(PT ® Y”Q) . (YUQT ® P)

>

Ay
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Démonstration:
Soit E une matrice de 'perturbation’ faible. On suppose que A soit de multiplicité 1.
ALG(X +E)

1
= VECP(D;-D,)— (D1 ~D, - /\IC(MH)) §(Dy — Dy) VECP (D — Dy) + O (||E||2)
:
= ALG(X) - (D1 = Dy = M,y4)) 8 (D1 — D) VECP (Dy — Ds) + O (|| E|?)
:
= ALG(X) — Vec ((D1 D, — AIC(MH)) 5 (Dy — Dy) VECP (Dy — D2)> +0 (||E||2>

= ALG(X) - ([VEOP (D) ~ D))" @ (D) ~ D — AIC<MH>)h) Vec (8 (D1 — D)) + O (|[B]*)

Vee (0 (D1 = D)) = (Larsne — (1@ L) @ (3541 © 1)) ) Vec (6D1)
020Dy = Y YRYH 4 Y05 (V) Yol 1 yevis(YeH) + O (Y )
Vec (6Y°) = ScaVec (dY)
Vee (3(Y°M)) = K ars1)Vee (0Y)
= Kc(M+1)Ez,MV6C (0Y)"
5(YH) = —YWYY?+YHSYHP - PoYAYY 4 0 (||Y)?)
Vee (0(Y9)) = — (Y @ Y5) Vec (6Y) + (P” © YY) K (ar41) Vec (5Y)"
- (YhQT ® P) K, (141 Vee (6Y)" + 0 (||Y]?)
= — (Y @ Y¥) Vec (0Y) + AiK s Vee (5Y)" + O (| Y[?)
A = (PreY?) - (YhQT ® P)

P étant le projecteur sur le noyau de Y .

02 Voo (6D1) = [(Y'Y®) @ (Larsr))| SeoarVeo (5Y)
+(Y*®Y°) (f (Y”T ® Yh) Ve (0Y) + AiK 41 Vec (5Y)*)
| Larn) @ (YY) KorinSoarVee (0Y)" +0 (Y1)

Vee (0D1) = = [AgVee (8Y) + AgVee (3Y)] + O (1Y)

A, = [(Y — ) <c(1\1+1 )} pM_KYo*YuT)@(YOYn)}

= (YY) @ (Larey)[Sear = [(Yr¥) @ (Y5,

Az = [(IC(M+1> ( )} 1) Senr + (Y @ Y°) A1K (1741
Sie=2

Vec (9Y) = G(X)Vec (E) + O (|E[?)
02 Voo (0D1) = AsG(X)Vee (E) + Mg (X)Vee (E)* + O (|[E[)
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d’olt les expressions de A% et A%. Enremarquant que C*(X)KQ( m+1) = Ko G(X),
on déduit Ax. W

Proposition B.8

Si X e My, alors Az = [(12(1\4+1)) & (YOYH>} K2(]\/I+1)g;,]\l

Démonstration:

Si X = 02 Ty (xa0) Tif o (x00) + aLorn) € Raa, Y = 02 Ty (xar) T (x0) et

P= _T]M—f-lXR/[X]\H]T]M—f-l- OnaYP = Oc(M—H) et 7;\[;+1 (X]\,{) P= Oc(M—H)'
Y°P = o) T°(xm)Tif (xa0) P = Ocarn)

(Y 0Y)A = (Y @Y {(PT ®Y*) - (Y”QT ® P)}

(P oY?) - (YhQT ® P)}

Oc(r+1),c(n+1)

— (Yo* ®YO)
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Annexe C

Démonstration de Prop. 4.1

Résultat C.1

B B—A
Yo fm=n)y= 3 (B=A+1-1h|)f(h)
n,m=A h=—(B—A)

On note 7§ le reste de la division euclidienne de a par b. Ainsi, rj = a — |§]b.

Résultat C.2

Vke{l,---,cD}, [XD,ST(n)}k = 2P (n = T(k)) avec c(k)=rF"'+1 et T(k)=|

Il s’en suit que

(Rpsr)yy = B 20 (n=T(k) 2D (n = TW)| = Yooy [T(1) = T (k)]
) 1 N-1
(RD,ST>M = N_D+1 oy [XD,ST(R)]Z. {XD,ST(”)] .
-1
- N D 2 # W= Tw) e (- T)

Résultat C.3

k—1
cD

Vee (Rp,s1)), = (RD,sT) gy avee a(k)=rip' +1 et b(k)=| J+1

Par définition du reste, on a

Résultat C.4

E = clk)+T(k)
= a(k)+ (b(k) —1)eD
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Résultat C.5

. R H
E {VGC (RD,ST - RD,ST) Vec (RD,ST - RD,ST) } =ANx+By+Cy

. N-1
Ay, = ——— clalkNela n—m—"T(a(k)) + T (a(l
N, N D) 7L,7r§)—17( (k))e(a@)) ( (a(k)) +T'(a(l)))
Ye(b@))e(b(k)) (M —mn —T(b(1)) +T(b(k)))
. N-1
By, , —_— Tola(k))e n—m—"T(a(k)) +T(b(
N, N D17 n,m;)—1 (a(k))e (D)) ( (a(k)) +T'(b(1)))
Te(b(k))e(a(t)) (. —m —T(b(k)) +T(a(l)))"
. N-1
= - - Te ola m—n—T(b(1)) +T(alk
(ND+1)2n,m;)1 (b)e(ah) ( (b(1) +T(a(k))
Te(b(k))e(a()) (0 —m — T(b(k)) + T(a(1)))"
. N-1
Cn,, _— cum [ 2R (n — T(a(k))),2C) (m — T(b())),
Ni N D117 n,ngl [ ( (a(k))) ( (6(1)))
2 CE) (0 — T(b(k)))*, 2D) (m — T(a(1)))* ]
Démonstration:

E {Vec (RD,ST - RD,ST) Vec <IA{D’ST - RD,ST) H}

=E |:VeC <RD,ST> Vec (RD’ST)H} — Vec (RD,ST) Vec (RD’ST)H.

~ ~ H
Calculons les éléments de la matrice E [Vec (RD75T> Vec (RD,ST) , soit

l

= E l:(RD’ST>a(Ic)b(k) (RD,ST):(l)b(l):|

’ >
kl
N-1

- E [ S @) (0 T(a(k)) 2D (n - T(b(R)))" 2D (m — T(a(1)))" 2O (m T(b(lm]

(E {Vec (lf{D,ST) Vec (f{D,ST)H

)., = B[Vee(Rosr), Vee (Roysr),|

Ainsi (N = D +1)? (E {Vec (Rp,s1) Vec (Rp,s)

~ B [z (n = T(a(k))) 2D (m — T (b(1))) 2“8 (n = T(b(k)))* 2D (m — T(a(1)))"]

x(n) étant supposé centré, ainsi

B [2<®) (= T(a(k))) 2D (m — T(b(1))) 2PH) (0 — T (b(k)))* 29D (m — T(a(1)))*]
= cum (2°®) (n — T(a(k))) ,2“*O (m — T(b(1))), 2" (.~ T(b(k)))", 2D (m — T(a()))")

130



+
=

W) (0~ T(a(k)) 2“0 (m = TO(L)] B [z (0 = T(6(k)))" 2D (m — T (a(1)))"]
2® (n = T(a(k)) 2™ (n = TOR) | E [0 (m = T(0(1)) 2O (m — T(a(1)))’]
+8 [29®) (n — T(a(k))) 2D (m — T(a(0)))*] B[00 (m — T(b(1))) 2P0 (n — T(b(k)))"]

+
=

E
E
— 2 ecC : ecC : "
Donc (N — D +1) (E {v (Rp,s1) Vee (Rp,s7) Dkl
= ). cum (wc(“(k) (n —T(a(k))) , =D (m — T(b(1))) ,2""™) (n — T(b(k)))* ,z°“D) (m — T(a(l)))*)
+ Y Teaenn) (n—m —T(a(k)) + T(6(1))) Tewm)etay) (n—m — T(b(k)) +T(a(l)))"
D Yetalk)ewn) (L 0K)) = T(alk))) Yewayetay) (L(al)) = T(b(1)))

+ Ye(a(k))e(a()) (M —m = T(a(k)) + T(a(l))) Yew@)ewr)) (m —n—T(b(1)) + T(b(k)))

On & b S p—1 Ye(a)e) (T (k) — T(a(k) Yetpiayetay) (T(a(l)) — T(0(1))
= Ye(atk))e@k)) (T(0(k)) — T(alk))) Yew))ea)) (T(all)) —T(b(1)))
= (Rp.s1)4y00) BD.51)510a01)
= (RD,ST)a(k)b(k) (Rp,s7), a(l)b(l)
= Vec(Rp,sr), Vec (Rp.s7);

= [Vec (Rp,sr) Vec (RD,ST)H} .

N ~ H
Finalement E {Vec (Rp.s7 —Rop,sr) — Vee (Rp,sr — Rps7) ]

= E [Vec (RD,ST) Vec (RD,ST) H] — [Vec (Rp,s7) Vec (RD,ST)H}
= AN+By+Cyn

avec
1 N-1
Ay, = ———— Ye(a(®))e(awy) (0 —m —T(a(k)) +T(a(l)))
o (N -D + 1)2 n,m=D—1
Yeb(@))epk)) (M —n—="T(b(1)) +T(b(k)))
1 N-1
By, = —— Te(a(k))e@) (m—m —T(a(k)) +T(b(1)))
* (N -D+ 1)2 n,m=D—1
Te(v(k))e(a)) (1 —m —T(b(k)) + T(a(l)))"
1 N-—1
= — Te(b(1)e(a m—n—T(b()) +T(alk
N-Dr1?,.% b(0))e(a(k)) ( (0(1)) + T(a(k)))
Te(b(k))e(a)) (1 —m — T(b(k)) + T(a(l)))"
1 N-1
CNM

> e [ 270D (0~ T(a(k))) a0 (m ~ T(B(1)

2<CE) (n — T(b(k)))*, D) (m — T(a(1)))* ]
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|
On s’intéresse au calcul de A=limy 100 NAN, BElimy_ 10 NBy, CElimy—+00NCy.

Résultat C.6

1 r jw (T (a(l))=T (a(k T (b(k))=T(b(l
A= / S sta (et (10)S (bt () T OO T@RNFTOEN=TOW) gy,

Démonstration:
Ly
Ay, = ——— Ye(a(k))e(a(t)) (1 —m —T(a(k)) +T(a(l)))
o (N - D+ 1) ny,m=D—1
Ye(b(@))eb(k)) (M —n—=T(b(1)) + T(b(k)))
1 N—-1 n+T11—D+1
= — > > Ye(a(k))e@®) M Ve ey (T2 —m')
(N -D+ 1)2 n=D—1m/=n+T1—N+1

ot T = T(a(l)) — T(a(k))
Ty Ty + T(b(k)) —T'(b(1))

>

On défini fN(m/)=1sim’ € {n+T1 — N +1---n+T; — D + 1}, nulle si non.

Ay, = (NT P ; lmZEZ Ye(a(e)e(a)) (M) Ve(b@)epiey) (Te —m') ¥ (m)
/ /! 1 = N !/
= mZE:Z Ve(a®)e(a®) (M) Ve@@)eo(r)) (T2 — M) (m n:%:—1 fa (m ))
Ay = Zz Ye(a(k)eta@®) (M) Ye@ewry) (Te —m') f(m')
m'e
! ~ . N = N /!
avec f(m) = A}gnoo m n:%zq fa (M)

Soit N ’tres grand’ et m’ € Z, alors m' >n+T) — N + 1.

ANm/y = 1 sim’<n+T, - D+1lie,sin>m/'+D T}
= 0 sim'>n+T; —D+1ie., sinon
N-1 N-1
> ) - 3 |
n=D—1 n=max(D,m'+D—T;)—1
f(m')y = lim % (N —max(D,m'+ D —Ty) + 1)
N—oo (N — D+ 1)
=1
Finalement
Apy = Z Ye(a(k))e(a(l)) (m) Ye(b(1))e(b(k)) (T —m/)
m'€Z
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= (%(a(k))c(a(z)) * %(b(z))c(b(k))) (T>)
= (Vetak)etaty * Ve ) (T(ald)) = T(a(k)) + T(b(k)) = T(b(1)))

s

! jwT:
~ or / TF (Ye(a(k)eta)) * Yepne(vii ) (w)e™™ dw

wW=—T

- 2i / S ta(ie(att) ()Suonyetoiny (W) TEDI=TEENITOE-TOW) gy,
™

W=—T

Résultat C.7

By = % / Tc(b(l))c(a(k))(w)TZ(a(l))C(b(k»(w)ejW(T(a(l))—T(a(k))+T(b(l))—T(b(k))) dw
Démonstration:
1 N-1
By, = ———— Te(b())e(a(k)) (M —n —T(b(1)) + T(a(k)))
k.l (N—D + 1)2 wnh (b(1))e(a(k))

Te(b(k))e(a(t)) (N —m — T(b(k)) + T(a(l)))"
N-1 —-n+T/[+N-1

= ) Yo Tew@)etatr) (M) ety (1o —m')”
(N —D+1)° n=D—1m/=—n+T/+D

>

o T = T(a(k)) — T(b())
Ty = ] +T(a(l)) — T(b(k))

On défini g (m/) =1sim’ € {~n+T{+ D —1---—n+T{+ N — 1}, nulle si non.

B = T - 9 Te( c(a ! c c(a T,—m/*gévm/
N = NTDED) nglmgz b@)etat) (M) Tewee(aw) (T2 = ™) gn (M)
1 N-—1
= Teb())c(alk (m/)chk cla(l (Té_m/)* ) grjlv(m/)
mZe:Z (b(D)c(a(k) (b(k))e(aD)) (N*D+1)2n§_1
= > Tew)eta) (M) Tewr)eany) (Lo —m')" g(m’)
m/€Z
N
/ -~
avec g(m') = lim_ N DD nzD: 1gn
Soit N ’tres grand’ et m’ € Z, alors m’ < —n+T{ + N — 1.
gN(m') = 1 sim/>-n4+T{+D lie,sin>-m' +T]+D 1

= 0 sim'<-n+T{+D-11ie,sinon
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N-1 N-1

Yo og(m) = 3 1

n=D-1 n=max(D,—m'+T}+D)—1
g(m') = 1\}1_{1100 m (N —max(D,—m' +T{ + D) + 1)
=1
Finalement
B, = ZZ Tew@)e(at)) (M) Tep))ea@y Tz —m')”
m'e

= (Tc(b(l>)c(a(k')) * T:(b(k))c(a(z))> (T3)
= (Tc(b(l))c(a(k)) * T:(b(k))c(a(l))> (T(a(l)) +T(a(k)) = T(b(1)) — T(b(k)))

T

1 . -
= 5 / TF (Tc(b(l))c(a(k)) *Tc(b(k))c(a(l))> (w)e™"2 dw

wW=—T

17 w(T(a(l a(k))=T (b)) =T (b(k
- £ / Tot00et0) )T (apetaty) 7 COHTH)TEO-T06) g,

wW=—T

* - * —jwk
TF (Tot)etay) = zk:%(b(k»c(a(l))(’f)e !
= D Toa)eiiy (R
k
= > (Tetayetsiiy (- R)E)

k

— Z (TC(a(l))c(b(k)) (k)e—jwk>

p
T2 (a@)evr) (W)

Dans ce qui suit, on cherche a factoriser les matrices A et B.

Résultat C.8

T

1

A=y [ My e Msr(w) du

W=—T

Démonstration:

On note I¢={cz + 1,---,c(z + 1)}. Soit z € I¢. On peut écrirve 2 — 1 = cz + r& L, z et r&7 !
sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de x — 1 par ¢. Pour un tel z,
déterminons ce que vaut a(z), b(z), c(a(zx)), c(b(w)) T(a(z)) et T'(b(x)).

b(x):LiBIJle:LCZ—i——C—j +1=1% J—Irl—L— tg;—lj—kl.Puisquez:L%JD—i—r%,on
w@ztﬁ+%+“J+L¢%J”ﬁ“J+L
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—1
cri4re

et <c—1letrj <D —1doncery +rf~t <eD — 1 <D, soit =2Z=— < 1. Et puisque | %] est

c

z —1
un entier, || 5] + CTD:DTZC ] =1%]. Ainsi

b(z) = L%J +1,Vz eI’

= cz+r,  — LEJCD
= c {Z — LBJD + Tg?—l
Ainsi
a(z) —C{Z— L%JD} +r*t vz e IS
cla(z)) =1 = ro@=1 = TZ?S*I = po-l
cb(z)) -1 = @1 = TCL%J
_a(z) 1 z
T(a(2)) = |[=———] = 2-[5ID
T(b(z)) = Lb(x)c_ 1J _ LL?JJ

Soit k,1 € {1,---,c?D?}. On s’intéresse aux sous-blocs de A définis par k € I¢ et [ € I¢

¢, ouu,v €
{0,---,eD? —1}.

1 ™
A = o / S (ali)e(att)) (WS ey (w)e ™ dw
cb(k)) = 7P J+1
cb(l)) = rPl 41
T = T(a(l)) —T(a(k)) +T(b(k)) —T(b(1))
- U—L%JD—U%—L%JD‘FLL?JJ_L%J

Le terme Sc(b(l))c(b(k))(w)ej“’(TQ) est fonction de u et v et est donc constant sur le sous-bloc en ques-

tion. Quand k,1 décrivent If, x I, Le terme S.(q(k))c(ar))(w) = S,x-1 décrit la matrice

+1,ré*1+1(w)

Sll(w) Slg(w) cee Slc(w)
Su(w) S2:(0) | _ g
Se1(w) + See(w)

135



On peut alors écrire A = % Ik [(A(1)> ® (S(w))} dw, ot AW est une matrice carrée cD?-dim

définie par ses termes -
( -1 k—1 k Tl
jw| (I-1)=|% |D=(k=1)+| 5= 1D+t J E J)
](;)_S J =ty (w)e 3
TC +1,rc P 41

On factorise A & son tour. On note I°={Dz 4 1,---,D(z + 1)}. Soit z € I?. On peut écrire
r—1=Dz+ r% z et vy ! sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de
xz — 1 par D.

On regarde les sous-blocs de A1) définis par A,(Cll), keIl etl eIl u,ve{0,---,cD -1}

Ai(i) = T”+1r“+1(ﬂ))€]w( —(k=1)+uD+|2%]—|2])
= T”+1r“+1(w)6]w(l k)+(u—0)D+ %] -[2])
- TUHMH(w)eyw(v w) D+(rly =% ) - (u—v) D+ £ |~ | 2])
— Spui1pup(w)el? (-1 giv(rb—rp)

On peut écrire A = [(A(2)> ® (A(?’))], ott A®@ est une matrice carrée ¢D-dim et A®) est une

matrice carrée D-dim, définies comme suit

AD = gk k) [e—jw(z—n]* = [ep(w)], [en(w)]}
Donc A® = ep(w)el (w)
él) =S, 11, ke 14 (w )ejw( -1, Factorisons A®. Lorsque k et [ décrivent le sous-blocs k € IS
et [ € IS, onu,v € {0,---,D — 1}, on a A,(j) = STzCH,T/gH(w)ejw(“_v), ot ¥ + 1 et vl 4+ 1 décrivent
1,---,c. Ainsi
A® = [(a®) & (s"w)]
o AR = ¢ = fep(w)filep(w), = (len(w) lep()]})’
soit, AW = {eD(w)eg(w)]*
Finalement
17
— ¢
A= o / (AD) @ (S(w))] du
1 s
= 5 | [([(aA®) @ (epiew)]) & (S(w))] du
1 o *
= 5 | [([([([eo@eB)]) & (s"w)]) @ (entwrebw)]) © (sw)] du
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En rappelant que S(w) est Hermitienne et en définissant la matrice Hermitienne

Mgt (w)= KeD(w)eg(w)) ® (S(w))}

on a
T
A= o [ M@)o Msi(w) du
1 [
= 5 [ (M eMsi(w) du
|

Résultat C.9

1
o

[ (Nr(w) © Nsr(w) duKep.eo

w=—m
La démonstration est analogue a celle de Res. C.8.

Résultat C.10

Cri= 3 cum (28 (= (a(k))) O (h = (b)) 2D (~T(6(8)" 2O (h = T(a(1)))")
h=—o0
Démonstration:

(N —-D+ 1)2 CNk,l =
V-1 cum (400 (n = T(a(k))) 200 (m — T((0)) , 20 (n = TO(8)" 2900 (m — T(a(1)))").

Par stationnarité de x(n), on a

cum (20D (0 — T (a(k))) , 2O (m — T(b(1) 2 (n — T(b(k))" 2D (m — T(a(1)))")
= cum (20 (T (a(k))) 2O (m 0 T(b(1))) ") (T (b(k))" 2D (m 0~ T(a(1)))")

= 2 (N=D+1—[nl)
(N-D+1)*,_F p
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N %f N—D+1—|h|
N—-D+1

On peut faire 'hypothese qu'’il existe Ny telle que V|h| > Ny — D,

cum (2“0 (~(a(k))) , 20D (h = T(6(1))) ,2""®) (~T(b(k)))* 2D (h — T(a(1)))7) =0

Ch,

i 1%? N—D+1—|h|
= m ———

NewN-D+1, &= =~ N-D+l

cum (20 (~T(a(k))) , 2®D) (b = T(b(1))) , 2P0 (=T (b(k)))" , 2D (h = T(a(1)))")
-3 am (2D (=T (a(k))) , 2D (b = T (b)) , 2P (~T(b(k)))" , 2D (b — T(a(1)))")
h=—(No—D)
=3 cum (450D (“T(a(R) PO (b — (1)), 2 U (~T(B(R)))* 29O (b — T(a(D)))")

h=—c

|
On déduit de ce qui précede le résultat suivant:
Résultat C.11

~ N H
lim E |:VeC <RD,ST — RD,ST) Vec (RD,ST — RD,ST) ] =A+B+C

N—oo

Résultat C.12

~ ~ T
lim E [Vec (RpﬁsT — RD,ST) Vec (RD,ST — RD,ST) =(A+B+C)K.p

N—o0

Démonstration:

E {Vec (RD,ST - RD,ST> Vec (RD,ST - RD,ST)T}

_ E {Vec (RD,ST _ RD,ST) [Vec (RD,ST — RD,ST) *}H}

= E I:VGC (RDVS'T — RD,ST) [KCDVGC (RD,ST — RpﬁsT)]H} cf. §4.1.3
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E {VGC (RD,ST — RD,ST) [VeC (RD,ST — RD,ST)]H KCD:|
E [VGC <RD,ST - RD,ST) Vec (RD,ST - RD,ST)] K.p
|

Les matrices A, B et C ci-dessus, sont relatives au format ST. On les note Agy, Bgr et Cgp. On

note Apg, Brg et Cpg les matrices correspondantes dans le format 7'S. On montre alors,

Résultat C.13

™

Avs = % / (Mg (w) © My (w)) duw
Brs = 5= [ (Nistw)®Nos(w) duKep
Mys(w) = [(S(w))® (ep(w)ef(w))]
Nrs(w) = [(T(w)® (ep(w)efi(w))]

Crs = (Kep®K.p)Csr(Kp.®Kp,)

Démonstration:

E _Vec (RD,TS — RD,Ts) Vec <RD,TS - RD,TS) H}
= E _VeC (KQD(RQST — RD,ST)KD,c> Vec (KC,D(RD,ST - RD,ST)KD,C) H}
= E _Vec (KC,D(RD,ST — RD,ST)KD,C> Vec (KC,D(]-:A{D,ST - RD,ST)KD,C) H:|

= E|(K.p®Kp) Vec ((RD,ST —Rp,sr) [ .0 @ K. p) Vec ((RD,ST - RD,ST))} }

)
r H
= E|(K.p®Kp) Vec ( RD,ST —Rp,sr) ) Vec ( RD,ST - RD,ST)) (Kp,e® KD,C)}
= Kp®K.p)E {VGC ( RD,ST —Rp,sr) ) Vec ( RD,ST - RD,ST)>H} (Kp,c®Kp,)
(¢ )

H
= Kep®K.p)E {Vec Rp.sr — Rpsr)) Vec ( Rp.sr — RD,ST))

(KD,C ® KD,C)

On peut écrire

Ars = (Kep®@Kep)Asr (Kp®Kp)
Brs = (Kep®K.p)Bsr(Kp.®Kp,)
Crs = (Kep®K.p)Csr(Kp.®Kp,)

Ars = (Kep®Kep)Asr (Kp.?@Kp,)
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avec

avec

(Kop @ Kop) — / (M (w) © Mp(w)) dw (Kpo©Kp.)

2r
17 .
o | (Kep©Kep) (Mir(w) € Msr(w) (Kb, ¢ Kp,.) du
1 Ky
or [ KoM (@)Kp,) @ (KopMsr(w)Kp,)] de
I
o [ Mis(w)eMrsw) de
Mrs(w) = K.pMgr(w)Kp,

(Kep @Kep)Bsr (Kp.®Kp.)

1

(Kep ©Kep) o= / (N%p(w) ® Ngp(w)) dwKep (Kp.®Kp.)

W=—T

1

- / (Kop ® Ko.p) (Nip(w) ® Nsp(w) Kep (Kpo © Kp.) duw

W=—T
m

| (Kep©Kep) (Ngp(w) © Nor(w)) (Kp,e © Kp,o) Kep du

W=—T

1

2

1

2

| (Nis(w) ©Nas(w) Kep du

w=—"m
Nys(w) = K¢ pNsr(w)Kp.

= Kep [(ep(w)ef(w)) ® (T(w)] Ko,
= [(T(w)) ® (ep(w)ep (w))]
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Annexe D

Démonstration de Prop. 4.11

Cry
> o (2D (=T (a(k))) 2D (w =T (b)) , 2 (=T(b(k)))" 2D (u = T(a(1)))")
i cum  ( i 51, bR (—T(a(k)) — t;) i 51, hCD) (. — T (b(1)) — t3)
U=—00 t1=—00 to=—00
> s BT ) Y s (- T(a) ~ ) )

> Y KC(T(ak) - O - T(b) — 1)

u=—00 t1,t2,t3,t4=—00

R (T (b)) = t3)"h D (w = T(a(l)) — ta)" cum(sy,, 5,557, 57,)

Si parmi t1, g, t3 et t4, deux sont différents, cum(sy,, s,, sf;, s,) sera nul. De plus, par stationnarité,

* k) * % ~ * ok
cum(sy, , 8¢, , 57, ¢, ) = cum(so, s, 55, 55). On note Ky, =cum(so, s, 55, 55)-

Ciy

-k Y Y

U=—00 t=—0o0

R (T (a(k)) — RO (w — T((D) — AT (T (b(k)) — 6B (u — T(a(D)) — ¢

SRPIDS

t=—00 u=—00

R (T (a(k)) — RO (u— TEW) — ORD (T ((R) — 17 A0 (u— Tla(l)) 1)

= K, i W@ (=T (a(k)) — )R CE (=T (b(k)) — 1)

t=—00

i RO (4, — T (b(1)) — )R (4, — T(a(l)) — t)*

— Ka 3 AT (ak) A (T ((R)) 1)
> RO (- TR (w — T(al))’
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K., i Re@®) (1) Re®E) (¢ 4 T(a(k)) — T(b(k)))*

t=—o00

( i @) () W) (4 + T(a(l)) — T(b(l)))*> *

U=—00

On défini le vecteur v € C<P” tel que

>

i Re@®) ()R (t 4 T(a(k)) — T(b(k)))*

t=—00

Vi

_ f: R (ype®®) (¢ 4 T(a(k)) — T(b(k)))*
t=0

= Te(a(k)),c(b(k)) (T(b(k)) B T(a(k)))

= (RD,ST)a(k),a(k)

= Vec (Rp,s7),

Ainsi v. = Vec(Rp,s7)

Par conséquent, Cy; = Ky, viv]

et donc C = K, Vec(Rp,s7) Vee (Rp s7)™
C ci-dessus calculé correspond au format ST, soit
Csr = Ks,Vec(Rp,sr) Vec (Rp,sr)”
On déduit Cprg = (KC,D &® KC,D) Csr (KD,c X KD,c)
= K., (Kep ® Ke,p) Vee (Rp,s1) Vec (Rp,s1) (Kp,e @ Kp.c)
= K., (Ke,p ® Ke,p) Ve (Rp,s7) (Ke,p ® Ke,p) Ve (Rp,s1))”

Or (Kc,D & Kc,D) Vec (RD,ST) = Vec (KC,DRD,STKD,c) = Vec (RD,TS)a et donc

Crs = Ky, Vee (Rp 1) Vec (Rp7s)?
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Annexe E

Théorie de perturbation des matrices

Soit X une matrice m X n avec m > n. k étant le rang de X. le sous-espace colonne R(X) C C™
et le sous espace ligne R(XH) C C™ ont la méme dimension k. Les projecteurs respectifs sont notés
P (mxm)et R (nxn). OnaP = XX et R = X!X. Dans la suite, on se donne E matrice de

‘perturbation faible’.
Proposition E.1 Perturbation de la Pseudo-inverse! [STEW 90, (3.35), p.150]

(X + E)f = X! - X'PERX" + (XHX)h REX (I, — P) — (I, - R) E¥P (XXH)h +0 (||E|*)
Si X est Hermitienne, alors

(X +E)f = X! - X*EX* + X¥EY (I, - P) - (I, - P)E”X* 1+ O (|E|)
Proposition E.2 Perturbation du projecteur image? [STEW 90, p.155]

P =P + (I, - P)ERX’ + X*'RE" (I, - P) + O (||E|”)

S1 X est Hermitienne

~

P =P+ (I, - P)EX® + X*E" (I, - P) + O (|E|?)

Proposition E.3 Perturbation des vecteurs propres® simples [STEW 90, §2.3, p.240]

Si X est carrée et si X est une valeur propre de multiplicité * 1 associée au vecteur propre x, alors
% =x — (X = M,) Ex+ 0 (|E|)

ot ()1 est la pseudo-inverse de groupe ou de Drazin [STEW 90, p.133], qui est égale a la pseudo-

inverse de Moore (.)! lorsque la matrice est Hermitienne.

H

Le projecteur Px=xx" associé est perturbé au sens

P, =%% = Py — PoE (X = \L)* — (X — AL) EPy + O (| E[?)

'au sens de Moore. Lorsque X est inversible, remplacer P et R par I, [STEW 90, p.118].
2est la méme perturbation sur le noyau vu que (Im — f’) —(In—-P)= (P — f’)

33 gauche.

“multiplicité géométrique [STEW 90, p.15].
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