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Chapitre 1

Présentation générale

Le traitement d’antenne est un domaine du traitement du signal qui a suscité beaucoup d’intérét dans
la communauté scientifique au cours de ces trois dernieéres décennies. Le probleme de I'estimation de
direction d’arrivée (DOA) de sources en particulier a fait I'objet de nombreuses études qui ont permis
notamment I’élaboration de méthodes du second ordre performantes telles que les méthodes dites “haute
résolution” comme MUSIC, ESPRIT ou MIN-NORM pour ne citer qu’elles.

Les performances de ces méthodes sont en général évaluées en supposant d’une part que les réseaux
d’antennes utilisés sont linéaires, a répartition réguliere uniforme des capteurs et d’autre part que les
signaux sources et le bruit, sont gaussiens, temporellement non corrélés et indépendants entre eux.

Les signaux observés sont d’autre part supposés, soit “bande étroite” soit “large bande” selon que leur
enveloppe complexe reste constante ou non durant la traversée du réseau. Des méthodes spécifiques,
adaptées a chacune de ces situations, ont été développées. Les méthodes dites “bande étroite” sont en
général plus simples & mettre en ceuvre que les méthodes dites “large bande” dont la complexité de calcul
est beaucoup importante.

Dans ce cadre général notre étude a porté sur les points suivants :

e [’étude de géométries de réseaux d’antennes, régulieres non uniformes, optimales selon certains
criteres, pouvant permettre I’amélioration des performances des méthodes conventionnelles en DOA,

e ’étude des performances des méthodes du second ordre d’estimation de DOA utilisées dans des
situations non conventionnelles, en particulier si les signaux sources et/ou le bruit sont des processus
aléatoires éventuellement corrélés temporellement et éventuellement non gaussiens,

e ’étude de la robustesse des algorithmes bande étroite d’estimation de DOA vis & vis de la largeur
de bande des signaux et de la symétrie de leurs spectres,

e ’étude enfin d’une méthode dite de “covariance matching estimation” (COMET) appliquée a
I’estimation de DOA ainsi qu’a I'estimation de fréquences de sinusoides qui fournit, sous certaines
conditions, des estimations asymptotiquement de variance minimale.

Plus précisément, ce document est organisé de la fagon suivante :

Le chapitre 2 présente les notations et rappelle un certain nombre de définitions et de propriétés
d’opérateurs utilisés dans la suite.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude des géométries de réseaux d’antennes, réguliéres non-uniformes,
mono ou multidimensionnelles. Apres avoir rappelé 'intérét que peut présenter ce type de réseaux, un
panorama en est dressé en s’appuyant sur certains criteres d’optimalité géométrique que ’on peut leur
associer. Nous rappelons ensuite le principe de I’augmentation des réseaux linéaires non-uniformes c’est a
dire comment de tels réseaux peuvent permettre d’améliorer les performances des méthodes d’estimation
de DOA. Enfin, dans le cas des réseaux linéaires non-uniformes, nous proposons des bornes plus fines
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que celles précédemment données par d’autres auteurs et nous étendons ces bornes au cas des réseaux
multidimensionnels.

Le chapitre 4 est consacré a I’étude des performances asymptotiques des algorithmes du second ordre
d’estimation de DOA de sources bande étroite placés dans des situations non conventionnelles. Contraire-
ment aux hypothéses habituelles nous supposons en effet que les signaux des sources et/ou le bruit sont
des processus aléatoires éventuellement corrélés temporellement et éventuellement non gaussiens. Avec
nos hypotheéses et grace a une approche fonctionnelle, nous déduisons les lois asymptotiques gaussiennes
des diverses estimées de DOA de la distribution asymptotique gaussienne de la matrice de covariance
spatiale empirique. Nous montrons dans quelles conditions certains algorithmes ne sont pas sensibles
a la distribution de probabilité et a la corrélation temporelle des sources. Nous examinons également
I'influence de la corrélation temporelle du bruit et nous montrons en particulier que le parametre d’intérét
dans I’étude de performance de DOA en présence de bruit additif temporellement blanc & temps continu
est le temps d’observation et non le nombre de snapshots. Enfin, nous considérons certains algorithmes
particuliers tels que les méthodes de “Toeplitzation” et d’“augmentation” et I’algorithme de “covariance
matching estimation” (COMET) et nous montrons que les performances de ces algorithmes sont tres
sensibles a la corrélation temporelle des signaux sources.

Le chapitre 5 est consacré & I’étude de la robustesse des algorithmes bande étroite du second ordre
d’estimation de DOA vis a vis de la largeur de bande du signal. Comme nous ’avons dit précédemment,
dans le domaine de I’estimation de DOA on distingue deux types d’algorithmes selon que ’enveloppe
complexe des signaux est considérée ou non comme constante durant la traversée du réseau, en d’autres
termes, selon que les signaux sont considérés comme bande étroite ou large bande. Les méthodes as-
sociées a chacune de ces hypotheses n’ont pas le méme degré de complexité, les méthodes large bande
étant en général plus lourdes en charge de calcul que les méthodes bande étroite. Il est alors intéressant
d’examiner ou se situe la frontiere entre ces deux domaines et d’étudier dans quelle mesure, en terme de
dégradation de performance, des méthodes bande-étroite peuvent étre appliquées a des signaux a bande
étendue. Dans ce chapitre nous généralisons une étude faite par Sorelius et al. dans un contexte restreint
aux signaux a spectre symétrique par rapport a la fréquence de démodulation, au cas plus général des
signaux & spectre non symétrique et/ou non centrés sur cette fréquence. D’autre part, en considérant la
détection d’ordre, la borne de Cramer-Rao et la comparaison des performances asymptotiques entre des
algorithmes bande étroite et large bande, nous montrons que la définition empirique de ’hypothese bande
étroite souvent utilisée dans la littérature selon laquelle 'ouverture du réseau est beaucoup plus petite
que 'inverse de la bande relative du signal (i.e., % < 1 ou M représente le nombre de capteurs) est bien
trop sévere dans le cas de sources a spectres symétriques par rapport a la fréquence de démodulation.
Par contre, dans le cas de spectres dissymmétriques par rapport a la fréquence de démodulation (en
particulier pour les spectres symétriques mais démodulés avec une fréquence de démodulation différente
de la fréquence centrale de leur spectre), cette propriété de robustesse des algorithmes bande étroite est
perdue.

Le chapitre 6 enfin est consacré a ’étude des techniques dites de “Covariance Matching Estimation”
(COMET) qui sont des méthodes d’estimation de type “moindres carrés pondérés non linéaires du
deuxieme ordre” pour lesquelles I'existence, parmi I’ensemble des parametres inconnus, de parametres in-
tervenant linéairement permet une simplification du probleme d’optimisation a résoudre. Ces techniques
ont été présentées dans le cadre d’observations complexes circulaires gaussiennes et indépendantes ou elles
s’averent asymptotiquement efficaces. Dans ce chapitre, nous étudions les performances de I’algorithme
COMET, appliqué a I’estimation de parametres réels, lorsque les observations ne sont plus nécessairement
gaussiennes et indépendantes et nous les relions a la notion d’estimateur asymptotiquement de variance
minimale (AMV). Les résultats généraux de cette étude sont illustrés en considérant I'application de
la méthode COMET & deux problemes classiques en traitement du signal : ’estimation de direction
d’arrivée de sources et I'estimation de fréquences de sinusoides en présence de bruit additif MA.
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Chapitre 2

Formulaire et notations

D’une facon générale, dans ce document, les matrices sont représentées par des majuscules grasses, les
vecteurs par des minuscules grasses et les scalaires par des minuscules non grasses. Les vecteurs, par
défaut, sont orientés “colonne”. Nous utiliserons les notations suivantes :

AT : la matrice transposée de A

Af : la matrice transposée-conjuguée de A

a* :  complexe conjugué de a

A# : la matrice pseudo-inverse de A au sens de Moore-Penrose

Tr(A) : trace de la matrice A

Det(A) : déterminant de la matrice A

Vec(A) :  vecteur obtenu en “empilant” les colonnes de la matrice A les unes sous les autres

Vet(A) . vecteur obtenu en “empilant” les colonnes du bloc triangulaire inférieur,
diagonale principale comprise, de la matrice A les unes sous les autres

A®.B :  produit de Kronecker “réel”, matrice dont le bloc (i, j) est a; ;B

A®.B :  produit de Kronecker “complexe”, matrice dont le bloc (7, ) est b;]-A

Le produit de Kronecker complexe sera souvent utilisé dans la suite, aussi nous en rappelons les principales
propriétés.

Propriétés du produit de Kronecker complexe et de 'opérateur de vec-
torisation

En adaptant les propriétés du produit de Kronecker réel et de I'opérateur de vectorisation, démontrées
notamment dans [1] , au produit de Kronecker complexe, nous avons les propriétés suivantes (dans ces
différentes expressions, les dimensions des matrices sont supposées telles que ces expressions aient un
sens) :

(A®.B)(C®.D)=AC®.BD (0.1)
Vec(ABC) = (A ®. C) Vec(B) (0.2)
(A@.B)" = Af ¢, B (0.3)

13
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Vec (ab”) =a @, b (0.4)

Vec (Abe”) = (Ab)®.c=(A®.c)b (0.5)

Vec” (eb” AT) = ©. (bTAT) =b" (7 ©. AT) (0.6)
Tr(AB) = VecT (AT) Vec(B). (0.7)

Matrice de commutation K¢

Soit A une matrice n x n, Vec(A) et Vec(AT) contiennent les mémes termes mais dans un ordre différent.
Il existe donc une matrice de permutation n? x n? unique K¢, appelée matrice de commutation, telle que

Vec(AT) = K& Vec(A). (0.8)

Propriétés de K¢
Puisque K¢ est une matrice de permutation, elle est orthogonale et (K2)T = (K2)™'. D’autre part, en
multipliant a gauche (0.8) par K on obtient Vec(A) = K K¢ Vec(A) donc

(K;)" = (K™ = K;. (0.9)

n

Matrice de duplication K¢

Soit A une matrice (n x n). Nous noterons Vet(A) le @ X 1 vecteur obtenu en “vectorisant” le bloc

triangulaire inférieur de la matrice A, diagonale principale comprise.
Si la matrice A est symétrique, Vec(A) et Vet(A) contiennent les mémes éléments. Il existe donc une
matrice n? x % unique K¢ dite matrice de duplication telle que :

Vec(A) = K4 Vet(A). (0.10)

Propriétés de K¢

aT

-1
Les colonnes de K¢ sont linéairement indépendantes ce qui implique K;‘i# = (KfLTKfi) K? et par
suite, pour toute matrice A symétrique
Vet(A) = K% Vec(A). (0.11)
D’autre part
KiK! = (1. 4 K7
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Chapitre 3

Réseaux réguliers non uniformes mono
et multidimensionnels

3.1 Introduction

Le domaine du traitement d’antenne a largement évolué au cours des trois dernieres décennies, depuis
I’apparition des toutes premieres techniques utilisant principalement le filtrage spatial jusqu’a I’avenement
des dernieres méthodes dites “a haute résolution” fondées sur des approches statistiques optimales. Ces
différentes techniques, bien que de principes différents, ont toutes a la base comme point commun d’utiliser
des réseaux de capteurs, linéaires ou plans, a répartition uniforme. Les raisons de ce choix initial provi-
ennent principalement de la facilité de conception et d’étude de tels réseaux et du fait qu’ils permettent
I'implémentation efficaces de certains d’algorithmes. Dans un 2&me temps et pratiquement pour cha-
cune de ces techniques s’est ensuite posée la question de savoir s8’il existait d’autres types de réseaux,
a répartition non-uniforme, qui soient plus intéressants car offrant des performances comparables voire
supérieures a celles des réseaux uniformes pour un nombre inférieur de capteurs. Dans le domaine du
filtrage spatial (formation de voie), les performances d’un réseau sont liées a son diagramme de rayon-
nement (largeur du lobe principal, hauteur des lobes secondaires) [1] alors que dans le domaine de la
localisation de sources par des méthodes du second ordre, les performances (en nombre maximum de
sources détectables et en variance des estimées) dépendent essentiellement, pour une méthode donnée,
de la maniere dont le réseau “échantillonne” la fonction de corrélation spatiale du champ d’onde.
Rappelons brievement les relations existant entre la géométrie du réseau et les notions respectives
de diagramme de rayonnement et de matrice de corrélation spatiale. Considérons pour cela un réseau
quelconque de M capteurs dont les positions sont repérées, dans un référentiel donné, par leurs coordonnée
cartésiennes s, = [Zm, Ym, 2m]. m =1,..., M. Dans ce méme référentiel la direction d’arrivée d’une
onde plane de fréquence fy, de longueur d’onde Ag, sera repérée par son azimut ¢ et son élévation 6

def £ ing def s; ing def
fw 1e ospsin del singsin ot fz 1el cosd

ou encore par les fréquences spatiales associées : oSy = T %2 Le gain

complexe du réseau est alors
M
G fyr ) = 3 e2rtUsembluomefoom)
m=1

c’est a dire la transformée de Fourier de la distribution i(z,y, z) = 2%21 5z — T, Y — Ym, 2 — Zm) qui
peut étre considérée comme la “distribution indicatrice” du réseau.

Le gain du réseau, définissant son diagramme de rayonnement, est finalement donné par G(f, fy, f) =
lg(fuy fys 2)|%, c’est & dire par la transformée de Fourier de R;(z,y,2) : la fonction d’autocorrélation de
i(z,y,z). Ceci montre que la largeur du lobe principal du diagramme de rayonnement est inversement
proportionnelle au support de la fonction R;(z, y, z) et par suite a 'ouverture du réseau. Pour illustrer ceci
considérons 3 répartitions linéaires de 5 capteurs (F1G.3.1). Chacune de ces répartitions est “réguliere”
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en ce sens que les capteurs se situent sur des graduations entiéres de I’axe (I'unité de longueur étant égale
a Aog/2) . La répartition Ay est uniforme, d’ouverture égale & 4 par opposition aux répartitions Ay et
As, dont les propriétés géométriques seront étudiées dans le paragraphe 3.2 et qui offrent des ouvertures
respectivement égales a 9 et 11. On constate (F1G.3.2) que la largeur du lobe principal du diagramme
de rayonnement correspondant est d’autant plus faible que I'ouverture du réseau est grande .

.....IIIIIIII Al
01 5 10
—+o——0—+—0—+—0+———
01 5 10
—o———o—+————0—+—0—+—
01 5 10

Fic. 3.1: Trois exemples de répartition linéaire, réguliere de 5 capteurs, d’ouvertures respectives 4, 9 et 11.

F1G. 3.2: Diagrammes de rayonnement associés aux 3 réseaux précédents.

Concernant maintenant la matrice de corrélation spatiale, si nous utilisons un réseau régulier pour
échantillonner spatialement un champ d’onde aléatoire e(s,?) résultant de K sources spatialement et

temporellement stationnaires, de fonction de corrélation R.(x, 7) def Ele(s,t)e*(s — x,t — 7)], le terme
général de la matrice de covariance du signal de sortie y(¢) du réseau sera donné par

R, (7)],,,, = Re(sm — sn, 7)
qui ne dépend spatialement que de I’écart d,, ,, = s,, —s,, entre les capteurs. L’ensemble des points d,, ,,
en lesquels le réseau fournit une estimée de R.(y, 7) constitue ce que l'on appelle le co-réseau [2] et, un
méme écart d pouvant apparaitre plusieurs fois dans le réseau, la fonction A(d), représentant le nombre
de fois ou un écart d apparait dans le réseau, est appelée fonction co-réseau [3] (notons que, quel que soit
le réseau, A(0) = M). Lorsqu’un écart, autre que d = 0, apparait plusieurs fois dans le réseau, cet écart
est dit redondant et le réseau est lui méme qualifié de redondant. Dans le cas contraire, si chaque écart,

!Nous ne considérerons dans ce chapitre que des répartitions de ce type que nous qualifierons de régulieres
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autre que d = 0, n’apparait au plus qu’une seule fois, le réseau est dit sans redondance. Enfin, lorsqu’un
écart n’apparalt pas dans le réseau, on dit que celui-ci présente un trou pour cet écart.

Pour illustrer ceci, la F1G.3.3 présente les fonctions co-réseau des 3 réseaux précédents, représentées
uniquement dans le domaine d > 0, puisqu’il s’agit de fonctions paires.

4 Al i
2F T B
0 ? L L L

0 2 4 6 8 10 12
6
4+ A2 -

O?I???l?????

6 8 10 12

F1G. 3.3: Fonctions co-réseau des 3 réseaux de la F1c.3.1.

Le réseau A est “sans trou” et ne présente (hormis pour d = 0) de redondance que pour d = 3 (et
d = —3). Nous verrons qu’il correspond en fait a ['un des réseaux réguliers, linéaires, de 5 capteurs ne
présentant pas de trou et un nombre de redondances minimum. Ce type de réseau sera qualifié de linéaire
a redondance minimum (LMR).

Le réseau As pour sa part est sans redondance et ne présente qu’un seul trou. Il s’agit cette fois d’un
exemple de réseau régulier, linéaire, de 5 capteurs présentant un minimum de trous. Ce type de réseau
sera qualifié de linéaire a minimum de trous (LMH).

Les matrices de covariance spatiale des signaux de sortie de ces réseaux sont de dimension 5 X 5 et
permettent donc la détection et la localisation de 4 sources non corrélées. Toutefois, sous les hypotheses
précédentes, la matrice de covariance spatiale associée a un réseau uniforme de M capteurs, hermitienne
Toeplitz est caractérisée par M termes uniquement. D’autre part, le réseau Ay fournit au moins une
estimation de la fonction de corrélation pour y = 0,1,...,9. Avec ces 10 valeurs on peut alors envisager
d’estimer “correctement” la matrice de covariance associée a un réseau virtuel linéaire uniforme de 10
capteurs et permettre ainsi le traitement d’un maximum de 9 sources. Le méme principe peut étre
envisagé avec le réseau As dont le co-réseau toutefois présente lui un trou et qui donc nécessiterait une
technique d’augmentation légérement différente.

[’intérét des réseaux non uniformes dans le domaine de la détection-localisation de sources ne se
limite toutefois pas a ’accroissement du nombre de sources que I’on peut traiter mais permet également,
dans certaines situations, d’améliorer la précision de ’estimation des directions d’arrivée fournie par des
méthodes du second ordre. En utilisant un critere de D-optimalité consistant & minimiser le déterminant
de la matrice de covariance des estimées au sens du maximum de vraisemblance, Huang et al. [5] ont
ainsi proposé des réseaux linéaires réguliers non-uniformes offrant, & nombre de capteurs identique, des
performances, en terme de variance d’estimée, supérieures a celles de réseaux a redondance minimum
elles mémes supérieures a celles des réseaux uniformes. Abramovich et al. [4, 6, 7] de leur coté ont
proposé différentes méthodes d’augmentation adaptées aux réseaux sans trou et aux réseaux sans re-
dondance qu’ils qualifient respectivement de complétement augmentables (fully augmentable array) et de
partiellement augmentable (partially augmentable array) et ont montré dans quelle mesure ces réseaux
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pouvaient améliorer les performances des réseaux uniformes. Une synthese de leur étude est présentée
dans le paragraphe 3.3.

Un réseau quelconque de M capteurs fournit au maximum M (M — 1) écarts non nuls distincts, ce
nombre étant d’autant plus grand que la redondance est petite. De ce fait, pour un nombre donné
de capteurs, les réseaux a redondance minimum ou éventuellement & minimum de trous permettront
d’optimiser la démarche précédente.

Le probleme qui se pose alors est de déterminer, pour un nombre fixé de capteurs, les différentes
configurations, mono ou multidimensionnelles, présentant ces propriétés.

3.2 Panorama des réseaux d’antennes non uniformes

La majorité des études et des recherches qui ont été menées sur les réseaux non-uniformes s’est focalisée
sur les réseaux linéaires et ce sont eux que nous décrirons tout d’abord. Nous verrons ensuite comment
certaines notions introduites en dimension 1 peuvent s’étendre en dimension 2 ou 3.

3.2.1 Réseaux linéaires non uniformes

S’appuyant sur les travaux de Leech [8] en Théorie des nombres, Moffet [9] fut parmi les premiers & définir
les notions de réseau & minimum de redondance au “sens strict” et au “sens large” . Une caractéristique
de ces géométries particulieres est qu’il n’existe pas de relation analytique permettant de donner la
répartition optimale d’un nombre fixé de capteurs. Les études dans ce domaine se sont alors orientées
d’une part vers la recherche de réseaux de plus en plus étendus [10] ou sous-optimaux [11] et d’autre
part, vers I’étude des performances de tels réseaux en localisation de sources [4, 6, 7].

Pour décrire ces réseaux de facon la plus simple et la plus complete possible nous utiliserons la
classification employée par Abramovich et al. dans [7].

Soient M capteurs répartis sur un axe de sorte que toutes les distances entre capteurs soient des
multiples entiers d’une distance fondamentale dy. Dans le repeére ayant pour origine le 1°” capteur, la
géométrie du réseau sera caractérisée par les coordonnées entieres [z1 = 0 < z9 < ... < zp] de ses
capteurs. Rappelons que l'ensemble D = {d;; = z; — z;|i,7 = 1,2,..., M} des écarts entre capteurs
constitue ce que 'on appelle le co-réseau et que la fonction A(d),d € 7 représentant le nombre de fois
ou un écart d apparait dans le réseau est appelée fonction co-réseau.

Le réseau est alors dit complétement augmentable ou simplement sans trou (ST) si tous les écarts
intermédiaires apparaissent au moins une fois dans le réseau ; en d’autres termes si Vd € 7Z tel que
—zpm < d<ay, A(d) > 1.

[’idéal serait que A(d) =1, ¥d = 1,...,2n de sorte que le réseau soit complétement augmentable
et strictement non-redondant ou encore parfait. Malheureusement ceci n’est possible, comme nous le
montrerons au paragraphe suivant, que si M < 4. Sinon, pour M > 5, certains écarts, autres que d = 0,
apparaissent plusieurs fois. Soit R, le nombre de ces redondances appelé redondance du réseau. Les
réseaux completement augmentables qui, pour un nombre fixé de capteurs, minimisent R sont dits a
minimum de redondance (MR) (ceci correspondant a la dénomination “minimum de redondance au sens
strict” utilisée par Moffet). Le réseau Ay : 1332 de la '1G.3.1 en est un exemple. Notons au passage que
pour spécifier ces réseaux nous emploierons la codification communément utilisée qui consiste a lister les
écarts entre capteurs plutot que leurs positions absolues.

Le TaB.3.1 fournit tous les réseaux linéaires MR obtenus pour M < 7. A notre connaissance le plus
grand réseau connu de ce type compte 17 capteurs (cf [11] pour une liste complete).

Comme il n’existe pas d’expression analytique de ces géométries optimales, ces différentes configura-
tions ont été obtenues par recherche exhaustive. Toutefois, certaines configurations “presque optimales”
ont été proposées par Pearson [12] et par Linebarger [11].
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Nb. de capt. | Redondance | Ouverture Réseaux
M R A
3 0 3 12
4 0 6 132
5 2 9 1332
1143
6 4 13 11443
13162
15322
7 8 17 114443
111554
116423
136232
173222

TAB. 3.1: Réseaux linéaires & minimum de redondance (LMR).

Par opposition aux réseaux completement augmentables, les réseaux dits partiellement augmentables
admettent un certain nombre de “trous” dans leur co-réseau. L’optimisation de ces réseaux peut alors se
faire selon 2 criteres différents :

On peut par exemple chercher & maximiser N4z, le plus grand multiple entier de I’écart unitaire
dy de telle sorte que tous les écarts de 0 & N4, inclus soient présents dans le réseau (ceci correspond
a la notion de réseau a minimum de redondance au sens large de Moffet). En d’autres termes, le plus
petit écart “manquant” dans le co-réseau est N,,,, + 1. Ces réseaux sont aussi appelés [7] : & mazimum
d’écarts contigus.

Le TaB.3.2 fournit tous les réseaux linéaires & minimum de redondance au sens large pour 5 < M <7
(pour 2 < M < 4, ces réseaux coincident avec les réseaux LMR).

Nb. de capt. | Npaer | Ouverture Réseaux
M A
5 9 11 3152
13 4126
6 13 16 41173
19 61228
17 13625
17 17324
7 18 24 631752
25 813652
31 1413625
31 1312546

TAB. 3.2: Réseaux lindaires & minimum de redondance au sens large.

Une autre facon d’optimiser les réseaux partiellement augmentables est de minimiser le nombre de
trous sous la contrainte que la redondance R soit nulle, en d’autres termes que chaque écart non nul
n’apparaisse au plus qu’une seule fois. Ce type de réseau est appelé réseau (ou regle) de Golomb ou
encore réseau a minimum de trous (MT). Le réseau A3 : 1352 de la F1G.3.1 en fournit un exemple.

Le TaB.3.3 fournit tous les réseaux linéaires & minimum de trous pour M < 7, un article récent a
étendu cette liste jusqu’a M = 19 [13].
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Nb. de capt. | Nb de trous | Ouverture Réseaux
M H A
3 0 3 12
4 0 6 132
5 1 11 1352
2513
6 2 17 17324
17423
13625
13652
7 4 25 1105342
164932
136852
256813
217654

TAB. 3.3: Réseaux linéaires & minimum de trous (LMT).

3.2.2 Réseaux non uniformes 2D et 3D

Les notions de minimum de redondance et de minimum de trous se généralisent facilement aux réseaux
réguliers plans ou de volume & condition de se limiter a des formes simples de réseaux : rectangles ou
parallélépipedes, comme nous le ferons dans la suite. Pas plus que dans le cas linéaire, il n’existe de
relation fournissant, a ouverture donnée, le nombre nécessaire ni la répartition des capteurs conduisant a
un réseau optimal. Toutefois, dans le cas des réseaux a minimum de redondance, il existe deux type de
structures particulieres qui fournissent des candidats intéressants.

Les premiers, appelés “cross product” (CP) par Pumphrey [14], sont construits a partir d’un (ou
plusieurs) réseau(x) linéaire(s) MR. Un réseau CP carré par exemple pourra étre construit a partir d’un
méme réseau linéaire MR et aura un capteur en (z,y) si ce réseau linéaire MR a un capteur en z et un
capteur en y (cf. I'1G.3.4). On peut bien sur utiliser des réseaux linéaires différents.

Les seconds ont été proposés par Greene et Wood (GW) [15] en tant que réseaux carrés. De fagon
générale la position (z,y, z) d’un capteur d’un tel réseau cubique d’ouverture A > 3 vérifie : z = 0 ou
y=0ouz=0ouz=y=2z2=2,...,A (2 =0 pour un réseau carré cf. F16.3.4 ).

La F1G.3.4 présente des exemples de réseaux carrés a minimum de redondance des deux types
précédents ou obtenus par recherche exhaustive pour des ouvertures allant de 2 a 6.

® - O ® & - ©o ® ° o - @ ® & - ® - © ® & - - ® - ©o
® - © e o e e ® - - ® - ® - - o - @ e e o o o o o
® &6 o ® & - ©o ® - ® - - e o o o @ - ® & - - ® - ©
M=7 R=18 ® ®© - ©o ® =+ o+ o o e e e ® - @ e e o e e e e
M=9 R=24 ® &©6 6 o © o ° ° ° ° o ° ° ° ° ° ° °
(cross product array) ® &6 - ® - ©o ® & - - ® - ©o

M=12 R=52
(Greene-Wood array) M =15 R =90 ® e - c ® - e

M=16 R=72
(cross product array)

F1G. 3.4: Exemples de réseaux carrés & minimum de redondance avec le nombre de capteurs (M) et la redondance
(R) associés.

La F1G.3.5 présente des exemples de réseaux carrés a minimum de trous pour des ouvertures allant
de 2 & 7 obtenus par recherche exhaustive.

Il est a noter que pour les réseaux carrés ou cubiques, contrairement a ce qui se passe pour les réseaux
linéaires, il n’existe pas nécessairement de solution optimale pour chaque valeur de M. La recherche
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F1G. 3.5: Exemples de réseaux carrés & minimum de trous avec le nombre de capteurs (M) et le nombre de trous
(H) associés.

des solutions optimales consiste donc, pour une ouverture donnée, a déterminer le nombre de capteurs
nécessaires et leur(s) répartition(s). Comme nous le montrerons au paragraphe 3.4 relation (4.1), les
ouvertures A,, A, et A, d’un réseau parallélépipédique dans chacune des dimensions, le nombre de
capteurs M, la redondance R et le nombre de trous H vérifient la relation

(24, + )24, + 1)(2A, + 1) = (M* -~ M + 1)+ H — R.

Dans le cas des réseaux MR, a ouvertures fixées, minimiser R sous la contrainte H = 0 est donc équivalent
a maximiser M sous cette méme contrainte. De facon analogue, dans le cas des réseaux & minimum de
trous, minimiser H sous la contrainte R = 0 est équivalent & minimiser M sous cette contrainte.

L’un des principaux intéréts des réseaux réguliers non-uniformes est d’améliorer les performances des
algorithmes de DOA en possibilité de détection et/ou en précision d’estimation. La section suivante
présente une synthese succincte des études menées par Abramovich et al. [4] dans ce but.

3.3 L’augmentation des réseaux linéaires non-uniformes

3.3.1 Réseaux completement augmentables

Dans le cas de ces réseaux sans trou, Abramovich et al. [4] distinguent 2 situations : le cas “conventionnel”
ou le nombre de sources non-corrélées K est inférieur au nombre M de capteurs du réseau lacunaire et
le cas “supérieur” ot M < K < M, , M, représentant le nombre de capteurs du réseau virtuel, linéaire
uniforme, ayant le méme co-réseau que le réseau lacunaire.

e cas conventionnel (K < M)

[’étude de la borne de Cramer-Rao (BCR) permet d’envisager une bonne précision, méme pour
des valeurs de rapport signal a bruit (S/B) et des tailles d’observation N relativement faibles.
Toutefois, et en dépit d’une optimalité asymptotique, comme le montre la F'1G.3.6, les performances
des méthodes du second ordre classiques sont assez éloignées de la BCR dans un domaine dit
“préasymptotique” ou séparation angulaire, S/B et N sont simultanément faibles. 1l est alors
possible de tirer parti des propriétés des réseaux completement augmentables pour améliorer les
performances de MUSIC, notamment dans ce domaine préasymptotique.

Le principe de la démarche proposée dans [4] est dans un premier temps de construire, a partir de

. . .. . , . def N .
la matrice de covariance empirique fournie par le réseau lacunaire Ry = % Doieq yiyP | la matrice

Toeplitz définie positive (d.p.) Ty d’ordre M, dont le spectre du maximum d’entropie (ME)
soit égal au pseudo-spectre MUSIC de Ry dans le domaine asymptotique. Cette premiere étape,
dénommée “MUSIC-ME equalization” (MMEE), fournit une matrice Toeplitz d.p. dont le sous-
espace signal n’est toutefois pas nécessairement de dimension K. On remédie a cet inconvénient
dans un deuxiéme temps par une troncature de 'espace signal (SST) obtenue par une méthode
itérative de projections alternées, d’une part sur ’espace des matrices Hermitiennes d.p. dont la
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dimension de I’espace signal est égale a K puis sur ’espace des matrices Toeplitz. [’algorithme
MUSIC est enfin appliqué a la matrice T ainsi obtenue.

Le principe de 'augmentation peut donc étre résumé par le schéma :

MMEE, SST,
7 7

Ry Ty Tk.

Des simulations [6] montrent que cette méthode permet une diminution significative du seuil car-
actérisant la zone préasymptotique tout en préservant les performances dans la zone asymptotique.

e cas supérieur (M < K < M,,)

L’étude de la BCR (cf. F1G.3.6 (b)) montre que, méme si le rapport S/B est relativement bon, cette
situation requiere une taille d’observation importante et que, contrairement a ce qui se passe dans
le cas conventionnel, une diminution de la taille de I’observation ne peut étre compensée par une
augmentation de S/B. De plus il est montré dans [16] que, méme asymptotiquement, la technique
d’augmentation directe (DAA) consistant a former la matrice de covariance Toeplitz du réseau
virtuel par moyennage sur chacune des diagonales des termes fournis par la matrice de covariance
directe ne permettrait d’approcher la BCR que dans le cas de signaux faibles (S/B < 0 dB). Dans
le cas de signaux forts, la précision obtenue en utilisant ’augmentation directe est bien plus faible
que ce que laisse espérer la BCR.

10 &) 10 {6y T

max(BCR)
max(BCR)

oo
RN w

L
-10 5 0 5 10 15 20 25 30 35
S/B (dB)

FiG. 3.6: (a) EQM (o) sur les fréq. spat. de K = 2 sources, séparées de 10 deg , estimées par MUSIC avec un
réseau lacunaire de M = 4 capteurs (1.3.2) comparée a la BCR (-) en fonction du rapport S/B (N = 200).

(b) Maximum, sur I’ensemble des sources, de la BCR pour le méme réseau et un nombre variable K = 1,...,6 de
sources.

Afin d’améliorer les performances des algorithmes du second ordre tels que MUSIC, en particulier
dans le cas de signaux sources forts, il est alors proposé de les faire opérer sur une matrice augmentée
obtenue en deux étapes :

DAA .~ SST =
Ry — Ty — Tk.

Une augmentation directe appliquée 3 Ry fournit une matrice Toeplitz Tq non nécessairement d.p.
a laquelle est appliquée une troncature de ’espace signal, telle que celle décrite précédemment,
fournissant ainsi une matrice Tx dont les (M, — K) plus petites valeurs propres sont égales.
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L’algorithme MUSIC appliqué a cette matrice fournit alors des premieres estimations des direc-
tions et des puissances des sources. La derniére étape consiste alors en une estimation, au sens
du maximum de vraisemblance, des directions d’arrivée a partir des valeurs initiales préalablement
obtenues. La encore des simulations [6]montrent que les performances de cette méthode sont beau-
coup plus proches de la BCR que celles obtenues par une simple augmentation directe, en particulier
dans le cas de signaux sources forts.

3.3.2 Réseaux partiellement augmentables

Si le nombre de sources est inférieur au nombre d’écarts contigus (K < N,,4z) les techniques évoquées dans
le paragraphe précédent concernant les réseaux complétement augmentables peuvent étre directement
appliquées. Sinon, si Ny, . < K < M,, des techniques d’augmentation similaires a ces dernieres ont été
proposées dans [7].

3.4 Bornes pour les réseaux lacunaires plans ou de volume

La recherche exhaustive de réseaux lacunaires, plan ou de volume, optimaux (a minimum de redondance
ou a minimum de trous) est un probleme de complexité tres élevé (de 'ordre de C%H)Q pour un réseau
plan de M capteurs, d’ouverture A x A), ce qui limite son emploi a des réseaux de faible dimension.
Il est alors important de disposer de bornes portant sur le nombre de capteurs permettant d’évaluer
la pertinence de solutions sous-optimales fournies par d’autres méthodes de recherche (recuit simulé ou
algorithmes génétiques [17]). De telles bornes ont été présentées par Linebarger [11] mais uniquement
pour des réseaux linéaires. Nous présentons dans cette partie les résultats d’une étude [18] consacrée a
’amélioration sensible de ces bornes et a leur extension au cas de réseaux plans ou volumiques 2.

Considérons une antenne volumique formée de M capteurs situés en des sommets d’un réseau
cartésien. Rappelons que le co-réseau D de cette antenne représente I’ensemble des écarts entre cap-
teurs fournis par ce réseau

D={d;;=s;—s;} 14,j=1,2,....M

ous; = (z;, yi, zi)T désigne la position du 7éme capteur et ou x;, y; and z; sont des entiers. Les ouvertures
Az, Ay, A, de ce réseau sont définies par

(Ag, Ay, A) = (max(z; — z;), max(y; — y;), max(z — z;))

Rappelons enfin que R et H désignent respectivement le nombre de redondances et le nombre de trous
de ce réseau. Si on désigne par F le nombre d’écarts différents dans le réseau (y compris I’écart 0)
alors le nombre total M? d’écarts d;; est composé de E écarts apparaissant au moins une fois et de
R+ M — 1 écarts strictement redondants et donc M? = E + R + (M — 1). Par ailleurs, chacun des
(2A; + 1)(24, 4+ 1)(2A, + 1) écarts du réseau parallélépipédique régulier uniforme associé apparait au
moins une fois ou pas du tout d’ott, ¥+ H = (2A,; + 1)(24, + 1)(2A4, 4+ 1). De ce fait les ouvertures et
les nombres de capteurs, de redondances et de trous vérifient la relation

(24, + 1) (24, + )(2A, + 1) = (M* -~ M + 1)+ H — R. (4.1)

Afin d’éliminer les ouvertures dans la relation précédente nous introduisons maintenant une nouvelle
fonction x4 : Z* — {0,1} définie de la facon suivante : y4(s) = 1 si il y a un capteur en position s
et xa(s) = 0 sinon. x4 peut étre considérée comme la “fonction indicatrice” du réseau. La fonction
d’autocorrélation A(d) : Z3> — IN de y 4 représente alors le nombre de fois ol I’écart d apparait dans le
réseau. Grice a ces notions nous pouvons maintenant montrer le résultat suivant qui affine et généralise
[11, rel. 19].

2 , , s s . ~ , , .
Remarquons qu’un réseau plan présente une ambiguité de “c6té” qui peut étre levée par un réseau volumique
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Résultat 3.1 Les nombres de capteurs M, de redondances R et de trous H de tout réseau régulier
linéaire, plan ou volumique vérifient l'inégalité : 3

RBr+2(14+ a))+ HBr —2(1+ ay)) > 2(1 + aa)M?* — (M — 1)(37 4+ 2(1 4+ ay)) (4.2)
ot as est donné en Annexe * .

Preuve Soit x3 la fonction indicatrice du réseau régulier uniforme d’ouvertures (A;, A,, A.) et

xo : 2% — {0,1} celle de 1’écart O dont les transformées de Fourier (TF) respectives sont
sinm(24541) fz sinw(24y+1) fy sinm(24-+1) f2 t1
sinm fg sin 7 fy sin 7 f € :

Comme A(d) représente le nombre de fois ou I’écart d apparait dans le réseau lacunaire, la différence

e(d) = A(d) - x5(d) — (M = 1)xo(d) (4.3)

vérifie pour tout d € D

nombre de redondances ded sid € Detd#0
ed)y=4¢ 0 sid=0
-1 sid¢gD
De ce fait 3 4 5le(d)] = H + R, et comme la T F(f) de la fonction réelle et paire ¢(d) est réelle,
E(f) <|E(f)] £ Y geple(d)| = H+ R. En prenant alors la TF de (4.3) et en remarquant que la TF L(f)
de la fonction d’autocorrélation A(d) est réelle non négative, il apparait que pour tout f = (f;, f,, f.) on
a:
sinm(24, + 1) fpsinw(24, + 1) fysin (24, + 1) f,

sin 7 f,. sin 7 f, sin 7 f,

-M-1)<H+R-L(f)<H+R.
Apres quelques manipulations simples détaillées en Annexe, on obtient :

2

3_77(1 +a4)(24, +1)(24, + 1)(24,+1)— (M - 1) < H+ R. (4.4)

En substituant (4.1) dans cette expression, on obtient finalement (4.2). [ |
Le Résultat 3.1 est identique a [11, rel. (19)] au coefficient a4 prés. Il améliore la borne classique du
cas mono-dimensionnel [1] et ’étend aux cas bi- et tri-dimensionnels. De fagon surprenante, ce résultat
ne dépend pas de la dimensionnalité du réseau.
En annulant respectivement H et R dans la relation (4.2) on obtient des bornes inférieures sur
respectivement le nombre de redondances des réseaux sans trou ou sur le nombre de trous des réseaux
sans redondance. Quel que soit la dimensionnalité du réseau nous obtenons

2(1+ aq) M?
T 3r+2(1+ aa)

~ (M- 1)

pour tout réseau sans trou et

H> 2(1+QA)M2
T 31— 2(1+ ag)

3+ 2(14 ay)
3 —2(14 ay)

- (M —1)
pour tout réseau sans redondance.
Ainsi, pour des réseaux relativement grands, les bornes inférieures fournies par [11, rel. (20) et (21)]

sont approximativement multipliées par 1.0237 .

Concernant les bornes sur M, on déduit facilement des relations (4.2) et (4.1) les résultats suivants :

3Selon notre formulation, les écarts entre capteurs d sont dans Z°, aussi nos définitions de H et R different-elles de
celles de [11, rel. 19] d’un facteur 2.
“En particulier il est montré en Annexe que aa < 1 et que a4 & 0.0237 pour des ouvertures > 6.
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1. Pour les réseaux parfaits (R =0 et H = 0) (4.2) implique 2(M? — M +1) —3x(M — 1) < 0, et donc
que M € {2,3,4}. Grace a (4.1) on en déduit que les seules solutions sont :

M=3;A4,=3;4,=A,=0
et

M=4;A4,=6;A,=A,=0.
Ceci montre que les seuls réseaux parfaits sont linéaires.

2. Pour les réseaux sans trou (H = 0) on obtient :

M2 > (24, + 1) (24, + 1)(24, + 1) (1 + w> : (4.5)
ce qui, pour A, = A, = 0 fournit une borne inférieure sur M sensiblement plus fine que [11, rel.
(17)]. Toutefois, en raison des effets d’arrondis, I'amélioration dans le cas mono-dimensionnel n’est
pas réguliere et n’apparait que pour certaines valeurs de A. Par exemple, pour les réseaux LMR,
A = 69 est la plus petite valeur de A pour laquelle les bornes inférieures sur M fournies par [11,
rel. (17)] et par (4.5) sont différentes (respectivement M > 13 et M > 14).

3. Pour les réseaux sans redondance (R = 0) on obtient :

3T

(M - 1)2 < (24, + 1)(24, + 1) (24, + 1) (1 - M) -1, (4.6)

ce qui, pour A, = A, = 0 fournit une borne supérieure sur M sensiblement plus fine que [11,
rel. (26)]. Mais, pour les mémes raisons que précédemment, I’amélioration dans le cas mono-
dimensionnel n’est pas réguliere. Par exemple, pour les réseaux LMH, A = 51 est la plus petite
valeur de A pour laquelle les bornes supérieures sur M fournies par [11, rel. (26)] et par (4.6) sont
différentes (respectivement M < 10 et M < 9).

Comme nous ’avons vu, les réseaux CP et GW sont sans trou et il est intéressant de comparer le
nombre de leur capteurs a la borne que I’on vient d’obtenir.

Un réseau CP carré (respectivement cubique) d’ouverture A formé de M., (respectivement M,,)
capteurs est construit & partir d’un réseau LMR de M, capteurs et de méme ouverture, avec M, = M}
(respectivement M., = M}). Or Leech [8] a montré que pour les réseau linéaires MR on a 2.434 <

2
limaz, 500 % < 3.348. 1l s’ensuit que

M.,
2434 < lim —2 < 3.348 (4.7)
Meg—r00
et
M
2.434 < lim < 3.348. (4.8)
Mey—oo A

Comparé & (4.5), qui donne respectivement pour des réseaux linéaire, carré et cubique M? > 2.434A +
1.217, M > 2.207A+1.103 et M2/3 > 2.135A+1.068, ces réseaux CP sont donc potentiellement efficaces.

Concernant les réseaux GW, un réseau carré de ce type nécessite M = 3A capteurs et un réseau
cubique M = A(3A + 4) capteurs 5. Rapprochés de (4.5) ces chiffres montrent qu’un réseau GW carré
est potentiellement efficace alors qu’un réseau cubique de ce type ne |’est pas.

Les nombres de structures carrées optimales MR et MH obtenues par recherche exhaustive sont
récapitulés dans les TAB.3.4 et TAB.3.5. Leur performance en terme de nombre de capteurs vis a vis des
bornes précédentes sont présentées F1¢.3.7.

5 A noter qu’une structure cubique plus performante peut étre obtenue en “empilant” des réseaux GW carrés pour laquelle
le nombre de capteurs est M = 3A(A+ 1)
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Ouv. M Mins | Nb. de configurations
Total | GW | CP
2 7 6 2
3 9 8 4 1 1
4 12 10 4 1
5 15 13 83 1
6 16 15 >1 1

TAB. 3.4: Nombre de capteurs et de configurations de réseaux carrés MR obtenus par recherche exhaustive comparé
& la borne inférieure (M;ny) en fonction de 'ouverture.

Ouv. M Mup Nb. de
configurations
2 5 5 1
3 6 7 36
4 8 8 4
5 9 10 347
6 11 12 1
7 12 14 113

TaB. 3.5: Nombre de capteurs et de configurations de réseaux carrés MH obtenus par recherche exhaustive comparé
a la borne supérieure (M,yp), en fonction de 'ouverture.

3.5 Conclusion

Apres avoir dressé un panorama des structures régulieres non uniformes de capteurs, nous avons présenté
les 2 principaux types de structures optimales pour des réseaux réguliers non uniformes : les réseaux a
minimum de redondance et les réseaux a minimum de trous. Une relation générale entre le nombre de
capteurs, le nombre de redondances, le nombre de trous et les ouvertures d’un réseau, indépendante de la
dimensionnalité de ce réseau, nous a permis de déterminer des bornes sur le nombre de capteurs pour ces
2 types de structures. Ces bornes permettent d’évaluer la pertinence de solutions sous optimales fournies
par des méthodes de recherche non exhaustives qu’il reste & élaborer pour des tailles de réseaux toujours

plus grandes.
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FiG. 3.7: Nombre de capteurs et bornes correspondantes des réseaux lacunaires réguliers carrés.
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Annexe

Annexe 1 : Preuve de la relation (4.4)

Posons s(A,f) = —Sinﬂs(?nA;ftl)fm Sinﬂs(an;le)fy Sinws(fn}ifftl)fz. Le calcul de maxs s(A,f) étant compliqué,

nous allons considérer deux valeurs légérement plus petites.

Tout d’abord, comme max, (—M) = %(1 + 04/) avec ' ~ 0.0237 et que sinz < z pour z > 0, un
calcul direct montre que :

2 ,
3—(1 +a)24,+1)(24,+1)(24,+1) < mtgxs(A,f).
37

def

En supposant ensuite que A, = min(A;, Ay, A;), pour fo = (fo7 0,0), et fo = on a:

2A +1)

_sinm(24; +1) fo

sin 7 fo

(24, + 1)(24,+ 1) = s(A,fy) < mt:cLXS(A,f).

sinm(24,+1) f

En remarquant alors que % est la transformée de Fourier d’un signal rectangulaire échantillonné

sin 7 fo
on a :
Csinm(A+ Dfe sin(r(24: +1)(fo— k) sinaA:+ Dfo <= (=1)*
sin 7 fo a k_z:m m(fo— k) B T Z fo—
o sinm@A. 4+ D)fo [ 1 N (=nk
= - (fo+2f°;7f02—k2>
_ 2 9 = (_1)k def 2 "
= 3-(24:+1) (1 - 5; AT %) S (24, +1)(1+ ).
De ce fait

2 1"
3—(1 +ay)(24,+1)(24, + 1)(24,+ 1) < mt:cLXS(A, f).
T

En posant alors a4 def max(a/,aZl), on obtient la relation (4.4). On peut remarquer que oz:1 est une

fonction décroissante de A, et une étude minutieuse montre que ay = oz;; pour A, < 6 (par ex. ag =
0.0797) et oy = o' ~ 0.0237 pour A, > 6.

31
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Chapitre 4

Sensibilité des algorithmes d’estimation
de DOA “bande étroite” a la

distribution des signaux et a la
corrélation temporelle des signaux

4.1 Introduction

[’étude statistique des performances asymptotiques des algorithmes du second ordre d’estimation de
directions d’arrivée (DOA) de sources bande étroite a fait I'objet de nombreux articles. Deux types de
modele ont été utilisés pour réaliser cette étude : le modele déterministe ou le modele stochastique. Le
modele déterministe considere que les signaux des sources sont fixés a priori et identiques pour chaque
réalisations et que le bruit est un processus aléatoire gaussien temporellement non corrélé. Le modele
stochastique, quant a lui suppose en général que les signaux des sources et le bruit sont des processus
aléatoires gaussiens temporellement non corrélés et indépendants entre eux. De nombreuses publications
(cf. [1] [2] [3] [4]) ont été consacrées a la comparaison des performances asymptotiques des algorithmes
d’estimation de DOA en utilisant ces deux modeles et ont comparé ces performances aux bornes de
Cramer-Rao associées. Il s’avere que la plupart des estimateurs de DOA ont les mémes performances
asymptotiques sous chacun de ces deux modeles (cf. [3] [4]) et ceci indépendamment de la distribution
statistique des signaux des sources dans le modele stochastique (cf. [5]). Toutefois ces différentes études
présupposent que les observations successives des signaux de sortie des capteurs sont statistiquement
indépendantes. On peut alors légitimement se demander ce que deviennent ces performances si cette
derniere hypothese est levée.

Le but de ce chapitre est donc d’étudier les performances asymptotiques des algorithmes d’estimation
de DOA en utilisant le modeéle stochastique et en considérant que les signaux des sources et/ou le bruit
sont des processus aléatoires éventuellement corrélés temporellement et éventuellement non gaussiens.

Sous les hypotheses classiques d’indépendance et de distribution gaussienne des observations, les
analyses de performances reposent, soit sur des calculs de perturbation induits par la loi de Wishart

complexe de la matrice de covariance spatiale empirique R;(n) def %Z?:l x;x!T, soit sur un théoréme de
continuité (voir par exemple [6, théoreme p. 122]) exploitant la loi asymptotique gaussienne de R, (n)
issue du théoréme central limite classique. Lorsque les échantillons ne sont pas indépendants aucune de ces
deux approches ne peut étre envisagée car, d’une part la distribution de probabilité de R, (n) ne suit pas
une loi de Wishart complexe méme dans le cas gaussien et d’autre part le théoréme central limit ne peut
étre appliqué dans la seconde approche. Avec nos hypotheses, nous adoptons ’approche fonctionnelle
de [7] dans laquelle les lois asymptotiques gaussiennes des diverses estimées de DOA sont déduites de la
distribution asymptotique gaussienne de R, (n). Cela nous permet de donner des expressions analytiques
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des matrices de covariance asymptotique des estimées de DOA pour la plupart des algorithmes du second
ordre et pour différents modeles de dépendance statistique des échantillons.

Apres avoir introduit les notations classiques de 'imagerie d’antenne bande étroite et précisé le modele
de corrélation temporelle des observations x;, un théoréme central limit portant sur R, (n) est donné
dans un cadre général ou signaux sources et bruit, tout en étant complexes circulaires peuvent étre non
gaussiens et temporellement corrélés. Nous en déduisons, par une approche fonctionnelle, la gaussianité
asymptotique des estimées au second ordre de DOA ainsi que des contraintes que doivent satisfaire les
différentielles associées a différentes classes d’algorithmes du second ordre. Ces contraintes nous perme-
ttront de démontrer des propriétés de non sensibilité aux distributions de probabilité et aux corrélations
temporelles de signaux sources pour certains algorithmes. L’influence de la corrélation temporelle du
bruit est examinée et les cas particuliers des algorithmes de “Toeplitzation”, d’“augmentation” et de
“covariance matching estimation” (COMET) sont considérés.

4.2 Modele et notations

Considérons un réseau d’antennes composé de M capteurs recevant les signaux “bande-étroite” provenant
de K sources discréetes. On suppose que ces signaux ont une méme fréquence centrale fy et sont dans
une méme bande B. Pour la source k (k =1, ..., K) on note respectivement u; 3, O et e(0y) 'enveloppe
complexe du signal émis a I'instant ¢ par cette source, les parameétres spatiaux inconnus a estimer et le
vecteur directionnel de cette source qui modélise la réponse du réseau a une onde de parametres spatiaux
Oy. Le M-vecteur d’observation des enveloppes complexes des sorties des capteurs du réseau s’écrit alors :

K
X = ur pe(O) + vy,
k=1

ou v; représente le M-vecteur d’observation de I’enveloppe complexe du bruit additif a I'instant ¢.
Habituellement on suppose que les sorties des capteurs sont échantillonnées a une fréquence suffisamment
basse pour que les (ut , V¢)¢=1,... » puissent étre considérés comme indépendants. Nous supposerons pour
notre part que la fréquence d’échantillonnage est supérieure ou égale & B de sorte que les observations
(Xt)tzl,...,n ne peuvent plus étre supposées toujours indépendantes. Par ailleurs, le bruit additif v; et les
signaux des sources uj sont considérés comme des processus aléatoires stationnaires complexes circu-

laires centrés indépendants, non nécessairement gaussiens et de moments du quatriéeme ordre finis. La

. . . def ;oo
matrice de covariance spatiale R, = F(x;x/) s’écrit :

def def H def H 2 N def T
avec E(©) = [e(04),...,e(Ok)], R, = F(uu,’) et R, = E(vyv{’) =0;C ol us = (ut1,...,ux) .
. . . . . . . . ., def
Pour déterminer la distribution asymptotique de la matrice de covariance estimée R (n) = % Dot xixH,
nous considérons deux modeles de corrélation temporelle de sources :

1. Les u;) sont des processus aléatoires harmoniques : w;p = 2{;’“1 ahlemkyleﬂ”fkylt ol
(fe)k=1,.. .K,i=1,..1, sont fixées et distinctes dans | — 1/2,+1/2[, ay; sont des réels fixés posi-
tifs et ay,; sont des variables aléatoires uniformément distribuées dans [0, 27[, indépendantes entre
elles et de v;.

2. Les u; ) sont des processus ARMA complexes circulaires centrés, de puissance Uz, de densité spec-
trale de puissance Sy, (f) et de densité interspectrale de puissance la matrice K X K S, (f) (ceci
inclut le cas ot les échantillons x; sont indépendants pour lequel S,(f) = R,). Leur matrice
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K? x K? des cumulants d’ordre quatre Q, est définie par

def +1/2
[Qulig K (j-1)k+F(1-1) I/

—-1/2

+1/2
/_ | Pt S (2.1)

OU Pk, ko ka ks (fy [/, f") désigne le polyspectre :

, 1! "1
P (£, S ) =D Cumuo by s 0 g,y g g ufn g, )e 2T T,

7,77

Pour ce qui concerne le bruit vy, nous utiliserons le méme type d’hypothese ARMA et le méme type de
notation.

Habituellement, dans le contexte de sources bande étroite, les observations (x¢)¢=1,... », sont supposées
gaussiennes complexes circulaires centrées et indépendantes. Dans ces conditions la matrice de covariance
spatiale empirique R;(n) est une statistique exhaustive sur laquelle se fondent tous les algorithmes
d’estimation de DOA. Les analyses de performance asymptotique de ces algorithmes se fondent sur la
loi de probabilité suivie par cette matrice qui, dans ce contexte, est une loi de Wishart complexe. Dans
ce chapitre nous considérons toujours des algorithmes du second ordre mais, comme les observations ne
sont plus supposées indépendantes, tous les résultats basés sur la loi de Wishart complexe ne sont plus
utilisables. Il nous est donc nécessaire de déterminer la distribution asymptotique de R;(n) sous nos
hypotheses.

4.3 Distribution asymptotique de la matrice de covariance empirique
R.(n)

Nous allons montrer, grace a un théoreme central limit, que la matrice R, (n) vectorisée a une distribution
asymptotique gaussienne complexe centrée dont la matrice de covariance dépend fortement du modeéle de
dépendance envisagé entre les observations. Plus précisément nous démontrons en Annexe 1, le théoreme
suivant :

Résultat 4.1 \/n (Vec(R.(n)) — Vec(R,)) converge en loi vers une loi gaussienne compleze ' non cir-
culaire centrée de matrice de covariance Cp, :

Vi (Vec(Ry(n)) — Vee(R,)) 5 N(0,Cr,, Cr,K5,) (3.1)
De plus
E(R;(n)) = Ry
et ?
lim nCov (Vec(R,(n))) = Ck, (3.2)

!Une variable aléatoire p-dimensionnelle complexe centrée z a une distribution complexe gaussienne non circulaire car-
actérisée par une matrice p x p définie positive £; et une matrice complexe symétrique X, distribution notée N(0, X1, X»),
si le vecteur aléatoire réel de dimension 2p formé des parties réelles et imaginaires de z est gaussien centré, c’est a dire si
pour tout p-vecteur complexe w, la v.a. scalaire réelle w¥z + (WHZ)H a une distribution gaussienne centrée de variance
2w w4+ wESow* + wISiw ol E(ZZH) =3 et E(ZZT) =3,.

2Cov (Vec(Rz(n))) dénote la matrice E(Vec(Rz(n) —Rm)VecH(Rx(n) —R.)) et puisque E(Vec(Rz(n) —Rx)VecT(Rx(n) —
R.)) = E(Vec(Rz(n) — RI)VeCH(RZ(n) —R;))K4 2 (ott K92 désigne la matrice de commutation définie dans le Formulaire
relation (0.8)) la loi asymptotique de Vec(R.(n)), gaussienne complexe non circulaire, est caractérisée par Cg, uniquement.
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avec !

Cr, = (E(0)®.E(0))Cg, (E"(©)®.E"(0))+Ckg,
+ (E(0) ®:Iy) Cr,, (E”(0) ®. In) + (In @ E(©)) Cr, , (In @ E7(0)) (3-3)

ot dans le cas d’un modéle de signauz source ARMA

+1/2
Cr, = / Su(f) @ Su()df + Qu (3.4)

1/2

et dans le cas harmonique Cr, = O et avec

+1/2
CR';) :/ Sv(f) e Sv(f)df+Qv7

n n n

Croo = fin LSS RCORT a cp = i LYY R R

n—oo N
=1 ¢t'=1 t=1t'=1

_ 41 def _ 4 def
avec R = E(uull) et RV E E(vyvil).

Remarques

1. Des formules simplifiées des matrices d’intercovariance Cg,, et Cg,, sont obtenues si les suites
(REORY) = —10.41,.. et (REQRL)i=. _1041,.. sont absolument sommables ®. Dans ce cas nous
obtenons & partir de [8, A10, p.411] et du théoréme de Parseval :

+oo +1/2

Cr,, = R! ®.R! = S. :Su(f)d
me= X RO / L Sl @S0

et

+oo +1/2
Cr.= Y RiecR, = [ s, e s.0d.

t=—o00 —1/2
2. Dans le cas ou les échantillons de bruit v; sont temporellement non corrélés, les matrices
d’intercovariance Cg, , et Cg,, se réduisent respectivement a R, ® R, et R, @ R,. Dans cette
situation, l'information de corrélation temporelle des signaux sources disparait dans les matrices
- .
d’intercovariance Cg, , et Cg, -

3. Dans le cas de signaux complexes circulaires gaussiens et d’observations x; indépendantes, Q, = O,
Q. =0, S,(f) =Ry et S,(f) = R,. La relation (3.3) s’écrit alors :

Cg, = (E(O)R.E7(©) +R,) @. (E(O)R,E¥(©) +R,) =R, ®. R, (3.5)

T

ce qui constitue un résultat classique ([9, p. 336]).

3 Cette condition est satisfaite si les suites RY, et R! sont absolument sommables ou si I'une de ces suites est absolument
sommable et I’autre bornée.
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4. Dans le cas de signaux ARMA complexes circulaires gaussiens non nécessairement indépendants,
la relation (3.3) peut s’écrire :

1/2
Cr, = / "R @, RO (3.6)

~1/2
ot R(f) = E(0)S.(f)EF (©) + S,(f) ce qui constitue une extension de (3.5).

5. Toujours dans le cas de signaux ARMA complexes gaussiens, on peut noter que si 'un des sig-
naux source u;y tend a devenir blanc dans la bande [fy — b, fr + b] tout en conservant une

puissance finie o7, I'expression (3.3) n’est pas bornée par rapport a b car S,,(f) tend vers

% (recty (f — fr) + recty(f + fi)) et donc Cpg, contient le terme f_+11//22 Sz (f)df qui tend vers %
En conséquence, la covariance asymptotique de la matrice de covariance spatiale empirique est
non bornée quand la largeur de bande des signaux devient tres petite par rapport a la fréquence
d’échantillonnage. En fait, dans cette situation, I’expression (3.3) correspondant aux signaux
ARMA complexes ne converge pas vers ’expression correspondant aux signaux harmoniques car

dans ce dernier cas I’enveloppe complexe u;; n’est pas gaussienne.

6. On peut noter que si deux fréquences de deux signaux sources harmoniques provenant de direc-
tions différentes sont égales, lim,,_,o, nCov (Vec(R;(n))) # 0. Par exemple, si on considere le cas
particulier : K =2, Ly = Ly =1, fi1 = fa,,

lim Cov (Vec(Ry(n))) = af ya3 , (e(©1)e™ (1) @, e(0)e™ () + e(02)e” (0,) @.e(01)e (0)) .

n—r o0
Ce cas est exclu de notre modeéle harmonique défini au paragraphe 4.2.

Alors que R;(n) est trés sensible a la distribution et au modeéle de corrélation temporelle des sources,
nous montrons dans la section suivante que les estimées ©(n) n’y sont en général pas sensibles.

4.4 Distribution asymptotique des estimées de DOA

4.4.1 Approche fonctionnelle

Pour déterminer les performances asymptotiques des algorithmes de DOA fondés sur la matrice de co-
variance spatiale, nous adoptons une analyse fonctionnelle [10] qui consiste & considérer tout algorithme
fournissant une estimée ©(n) de © comme une relation fonctionnelle entre cette estimée ©(n) et la statis-
tique R, (n) dont elle est déduite. Cette relation fonctionnelle est notée ©(n) = alg(R;(n)). Comme
© = alg(R,), ces algorithmes alg(.) constituent diverses extensions de I’application R, — © générées
par les matrices non structurées R, (n). Dans la suite nous allons considérer des algorithmes “réguliers”.
Plus précisément nous supposerons que ces algorithmes remplissent 2 conditions :

1. La fonctionnelle alg(.) est différentiable dans un voisinage de R, i.e. si Dz)lng 4 désigne la K x M?
matrice de la différentielle de cette fonctionnelle évaluée au point R,

alg(R, + 0R) = © + D3% Vec(dR) + o(SR) (4.1)

2. Pour tout © et pour toute matrice définie positive R, (condition 2a) ou pour tout © et pour toute
matrice diagonale définie positive R, (condition 2b) :

alg(E(0)R,ET(0) + ¢2C) = ©. (4.2)

. 1 ,
“Des expressions de D%gRI sont données dans 1’Annexe 2.
,



40 CHAdAriirs 4. SUINOIDILE L DD ALGU. D DUA A A CURLU L., L EVIEEU. 12050 DIGINAUA

Remarques :

e La condition 1 est vérifiée par tous les algorithmes du second ordre. En effet, que ces algorithmes
soient purement empiriques (issues de exploitation de la structure de R;) ou répondent & des
criteres particuliers (maximum de vraisemblance déterministe gaussien, maximum de vraisem-
blance stochastique gaussien ou minimum de variance asymptotique), ils sont toujours suffisamment
“réguliers” pour étre différentiables au point R,.

e La condition 2a est vérifiée par des algorithmes qui dans leur conception ne supposent aucune
information sur la corrélation spatiale des sources. Nous appellerons ces algorithmes, “algorithmes
standards” dans les paragraphes suivants. Ils considerent donc que les sources sont spatialement
corrélées. C’est en particulier le cas des algorithmes MUSIC, ESPRIT, . ...

e Au contraire, la condition 2b ne s’applique qu’aux algorithmes qui dans leur conception exigent
des sources spatialement non corrélées. C’est le cas par exemple des algorithmes de Toeplization et
d’augmentation appliqués a des réseaux linéaires ou plans que I'on examinera respectivement aux
paragraphes 4.7.1 et 4.7.2.

e Certains algorithmes vérifient la condition 2a ou 2b selon la connaissance a priori sur la corrélation
spatiale des sources qu’ils integrent. Ainsi les algorithmes de type COMET [11] introduits par
Ottersten et al. vérifient la condition 2a ou 2b selon le paramétrage choisi pour la matrice R, .

.. ;. . . . . 1
Les conditions précédentes impliquent des contraintes suivantes sur D%gRI

Lemme 4.1 Sous les conditions 1 et 2a [resp. les conditions 1 et 2b], on a les contraintes respectives

. alg
sutvantes sur D@,Rm

D% (E(©)©.E©) = O (4.3)
[resp. D% (e(Or) ®c e(O4))

I
=
o
I
—_
=
—
~~~
N
o
SN

Preuve : Pour les conditions 1 et 2a, nous avons :
alg (E(O)(R, + 6R,)E7(©) +02C) = ©
= O+ D%, Vec (E(©)IR,E"(0)) + o(dR,)
= O+ Dy%, (E(6) @ E(0))Vec(SR,) + o(dR,),

et pour les conditions 1 et 2b, la perturbation §R, est diagonale, R, = Diag(dof,...,d0%), ainsi
Vec (E(Q)R,ET(0)) = Y1, o7 Vec (e(0r)e! (01)) = Soie, 307 (e(Or) ©. e(Or)). u

Remarque : La condition 2a est plus forte que la condition 2b et par suite la contrainte (4.3) est aussi
plus forte que la contrainte (4.4). Plus I’étendue de I’application d’un algorithme du second ordre est
grande et plus la contrainte que doit suivre sa différentielle est forte.

4.4.2 Algorithmes standards

La condition de régularité (4.1) nous permet de déduire directement les propriétés asymptotiques de ©(n)
de celles de R;(n). En utilisant un théoreme classique de continuité (ex [6, théoreme, p. 122]) nous avons
en effet :

Vi (8(n) - 0) 5 N (0, Co) (4.5)
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avec

Co = lim nF ((6(n) - ©)(6(n) - ©)") = D¥%, Cr. (DgéRI)H. (4.6)
Selon qu’un algorithme satisfait les conditions 2a ou 2b du lemme 4.1, différentes propriétés de sensi-
bilité aux distributions des signaux et & leurs corrélations temporelles peuvent étre déduites. Ainsi les
algorithmes que I’on appelle ici “algorithmes standards”, satisfaisant les conditions 1 et 2a ne sont pas
sensibles a la distribution de probabilité des signaux sources qu’elle que soit la corrélation temporelle
du bruit ou des signaux sources. Ce résultat généralise un résultat présenté dans [5] dans le cadre
d’observations indépendantes.

Résultat 4.2 Pour des sources complexes gaussiennes ou non gaussiennes, ARMA ou harmoniques, la
covariance asymptotique des estimées des algorithmes de DOA du second ordre qui n’exigent pas des
sources spatialement non corrélées ne dépend pas de la distribution de probabilité des sources et a pour
expression :

Co = Dg%, ((E(©) @ In) Cr,, (E"(©)©.Tn) + (Iu @ E(©))Cp,, (I @ E”(0))
+ o) (o3%)" (4.7

Preuve:
Les termes Cp, , et Cp, , apparaissant dans (3.3) ne contiennent que des termes du second ordre E(u;ul/)
et E(Vtvf,l) et par suite ne dépendent pas de la distribution de probabilité des signaux.

e Dans le cas de signaux harmoniques, le résultat est immédiat compte tenu de (3.3) avec Cp, = O.

e Dans le cas de signaux ARMA, méme si les termes f_+11/22 Su(f) ®cSu(f)df et Q, ne sont pas nuls,

ils disparaissent néanmoins lors de I’évaluation de (4.6) grace a la contrainte (4.3) sur D%lng. |

En conséquence, les performances asymptotiques des algorithmes du second ordre “standards” (ceux
qui n’intégrent pas d’information de non corrélation spatiale des signaux sources) dépendent en général de
la corrélation temporelle des signaux source par I'intermédiaire des termes Cg, , et Cg, , qui contiennent
(RY)n=..—1,01,.. Par contre, comme nous le verrons dans la suite, lorsque le bruit est temporellement
non corrélé, 'expression précédente se simplifie et ne dépend plus, ni de la distribution, ni de la corrélation
temporelle des sources. Ceci nous conduit a distinguer ces deux cas.

4.5 Bruit temporellement corrélé

Comme nous venons de le remarquer, la corrélation entre les échantillons du bruit peut influencer les
performances des algorithmes de DOA. Afin d’évaluer cette influence, nous proposons deux approches.
D’une part, en remarquant que la corrélation entre les échantillons d’un bruit de caractéristiques données
dépend de la fréquence d’échantillonnage f. = T%? il semble intéressant d’exprimer la covariance asympto-
tique des estimées en fonction de cette fréquence d’échantillonnage. Nous verrons d’autre part comment

cette covariance asymptotique dépend de la densité spectrale de puissance du bruit.

4.5.1 Covariance asymptotique des estimées et fréquence d’échantillonnage

Habituellement, les performances des algorithmes de DOA sont évaluées en fonction du nombre de
“snapshots” observés sans tenir compte de la fréquence d’échantillonnage. En fait, selon la valeur de
cette fréquence, les échantillons sont plus ou moins temporellement corrélés. Il s’agit d’échantillons de
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I’enveloppe complexe du signal bande-étroite obtenue par filtrage passe-bande, dans une bande de largeur
B autour de la fréquence de la porteuse, du signal recu par les capteurs. Si le bruit recu par les capteurs
est blanc, le signal & temps continu v(¢), correspondant a 'enveloppe complexe de ce bruit en sortie de
I’ensemble des capteurs, est blanc dans la bande [—— +5 ] de densité spectrale de puissance Ny dans
cette bande et complexe circulaire. Nous supposerons en outre que v(t) est gaussien, spatialement non
corrélé. Le matrice de densité inter-spectrale de puissance de 'enveloppe complexe a temps continu
des sources, noté S (f) a son support dans [-% ,—I— ] Apres échantillonnage de I’enveloppe complexe
des signaux a la fréquence f. = T , les densités spectrales de puissance des signaux source et du bruit
échantillonnés sont respectivement

. k
Su(f) =7 3 Si(F- 1)
e k:—OO [+
1 L k
Su(f) = iNO Z Diag (ﬂ[_§,+§](f - i) ., Diag(1l [~ (f - _e))

k=—o0

Selon que les signaux sont sur-échantillonnés ou sous-échantillonnés par rapport a la fréquence de Nyquist,
les termes de covariance de (4.7) deviennent alors

e dans le cas de sur-échantillonnage (f. > B) :

+1/2Te. 2 4
Cr, = T‘f/ Si(f)®sc(f)df—N0 iag(B, ..., B) = =%

—1/2T. T BT.
-|-1/2Te N +B/2 1

CRun = Te/ Su(f)@Sy(f / f@Iydf = ——R, ®cly
—1/2T. B/2 BT,

oll 02 = NyB représente la puissance du bruit.

e dans le cas de sous-échantillonnage (f. < B) :
Selon la valeur de f., les spectres de signaux continus se recouvrent plus ou moins pour former
les spectres des signaux discrets et les valeurs des intégrales précédentes varient autour de leur
valeur limite obtenue quand T, — oo, c’est a dire les valeurs correspondant a des “snapshots”
indépendants :

CRv — R’U ®C R’U — O-’?)IM2 et CRu,v = R’u ®C RU = Ru ®C UzIM

En considérant maintenant la matrice de covariance du parameétre ©® comme une fonction de la durée
d’observation T' = nT¢, les expressions précédentes de Cg, et de Cg, , montrent que :

e si les signaux sont sur-échantillonnés :

E((0(T) ~ 0)(O(T) ~0)T) & -Co > - Co quand n>> 1

et ceci quel que soit f. > B.

e si les signaux sont sous-échantillonnés :

T. 1 1
E((O(T)-6)O(T)-0)") ~ TC@ =—Ceo >> =Co quand n>>1 et BT, >>1
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e si les signaux sont échantillonnés a la fréquence de Nyquist (f. = B) :
Cg, et de Cg, , prennent les valeurs correspondantes au cas de “snapshots” indépendants et

\ 1 1
E(O(T)-0)©O(T)-0)")~ —Co = —-Co quand n>>1
n BT
ol Cg représente la matrice de covariance asymptotique du parametre © sous I’hypothése d’indépendance
des “snapshots”.

Dans la plupart des applications, le parametre primordial des performances asymptotiques est le temps
d’observation 7" = nT. et non le nombre n de “snapshots”. Avec ce parametre T, nous voyons que les
performances asymptotiques (i.e. pour n >> 1) ne dépendent que de la durée d’observation T = nT,
et non de la fréquence d’échantillonnage f. dés que f. > B. De plus, du point de vue de la durée
d’observation, nous n’avons jamais intérét a sous échantillonner les signaux issus des capteurs.

4.5.2 Covariance asymptotique des estimées et densité spectrale de puissance du
bruit

Nous étudions dans cette partie 'influence de la densité spectrale de puissance de bruit sur les perfor-
mances des algorithmes de DOA. D’apres la relation (4.7), ces performances dépendent des intégrales

+1/2

+1/2 +1/2
/ S.(f) ®CSU(f)df,/ S.(f) @. S (f)df et/ S, (f) @0 Su(f)dF.

—1/2 —1/2 -1/2

contenues respectivement dans les termes Cg,, Cg, , et Cg, ,. A puissance de bruit o? fixée, la premiere
intégrale diverge lorsque la largeur de la bande de fréquence du bruit devient trés petite vis a vis de la
fréquence d’échantillonnage. Les deux autres, ou bien s’annulent si les spectres S, (f) et S,(f) ont des
supports disjoints, ou bien divergent également si le support commun a ces spectres devient tres étroit a
puissances o2 et o2 fixées.

Ces remarques peuvent étre illustrées par un “exemple d’école” trés simple. Considérons en effet un
réseau ne recevant qu’une seule source de densité spectrale de puissance S,(f), le bruit étant supposé
gaussien complexe circulaire et spatialement non corrélé dont chaque composante a la méme densité
spectrale de puissance S,(f). La variance asymptotique de 'estimé de # par 'algorithme MUSIC est
donnée d’apres (4.7) et d’apres expression (4.10) de la matrice Dle\/[gflc de la différentielle de I’algorithme
MUSIC donnée au chapitre 5. Il est démontré en Annexe 3 : 7

1/2 1/2
Var(h) = — </+ SulD)Su(F)df + /+ SZ(f)df). (5.1)

0‘—‘73 1/2 lle(8)]]? —1/2

avec o & 2e'H(0)Pe’(0) ot e (8) e d‘;—(;) et P est la matrice de projection sur ’espace bruit. Cette
expression généralise celle déduite de la borne de Cramer Rao évaluée sous I’hypothese classique de
“snapshots” indépendants (cf. par exemple [2] et [3]), qui représente la variance asymptotique pour
I’algorithme MUSIC qui est efficace dans le cas d’une seule source :

_ b (22, 1 4
Var(f) = ppen (G’uO'U + He(e)HQUU) . (5.2)

Dans le cas particulier ol les signaux source et les différentes composantes du bruit sont des signaux AR
d’ordre 1 de coefficients respectifs a, et a,, dont les densités spectrales de puissance sont séparées de
A f,, expression (5.1) devient (voir Annexe 4) :

1 1 — a2q? ct 1+4d?
Var(8 — 2 2 u Y v v
ar(6) ao (U“UU 14+ a2a? — 2a,a, cos(2n A f) + [le(8)]|21 - a%)
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Les figures F1G.4.1 et F'1G.4.2 proposent une illustration numérique de ces remarques dans le cas de cet
exemple. Elles représentent, respectivement pour un rapport S/B de 0 dB et de 10 dB, la variance asymp-
totique théorique et estimée de I'estimation #(n) de la direction d’arrivée d’une source par 'algorithme
MUSIC dans le cas d’un réseau linéaire de 5 capteurs en fonction du coefficient AR commun (a, = a,).
Deux situations sont envisagées : les fréquences centrales des densités spectrales de puissance des signaux
source et bruit sont les mémes (A f. = 0) ou sont séparées de 1/2 (Af. = 0.5). Le nombre de snapshots
est de 500 et I’estimation de la variance asymptotique est réalisée a partir de 1000 itérations et représentée
avec un intervalle de confiance a 99%.

10

lAfc=0

S/B=0dB

1Afc=05

10‘5 \ \ \ \ \ \ ! ! \
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 4.1: Variance asymptotique théorique et estimée de #(n) en fonction du coefficient AR identique du signal
source et du bruit pour 2 valeurs Af. d’écartement des fréquences centrales de ces signaux, un rapport S/B = 0
dB et n = 500 snapshots.

En considérant les courbes correspondant & A f. = 0.5, on constate, lorsque le coefficient AR augmente
progressivement que, les supports de S, (f) et de S,(f) tendant a se disjoindre, la variance asymptotique
diminue corrélativement avec la diminution de la valeur de I'intégrale f_—l_ll/; Su(f) ® Syu(f)df. Ensuite,
pour des valeurs importantes du coefficient AR, la variance asymptotique augmente corrélativement avec
’augmentation de la valeur de I'intégrale f_+11/22 S.(f)%df. Au contraire, dans le cas olt S, (f) et S,(f)
ont méme support (A f. = 0), les deux intégrales précédentes augmentent continiment avec le coefficient
AR ce qui se traduit par une augmentation continue de la variance asymptotique.

Dans de nombreuses situations, méme si les signaux source sont temporellement corrélés, le bruit peut
néanmoins étre considéré comme temporellement non corrélé. Cette situation se présente par exemple
si le bruit & temps continu est blanc et si aprées démodulation, la fréquence d’échantillonnage est choisie
égale a la largeur de bande du filtre antirepliement (f. = B). Il convient donc d’étudier en détail ce cas
particulier.



4.0, DUttt L ovirOURnLraviruiNy 1 INUIN CUIRICEV LT

10°
: A fc=0
S/B=10dB
107 } ]
10° .

Afc =05

6 \ \ \ \ \ \ ! ! \

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10

F1G. 4.2: Variance asymptotique théorique et estimée de #(n) en fonction du coefficient AR identique du signal
source et du bruit pour 2 valeurs Af, d’écartement des fréquences centrales de ces signaux, un rapport S/B = 10
dB et n = 500 snapshots.

4.6 Bruit temporellement non corrélé

4.6.1 Antenne de géométrie quelconque

Dans le cas ou le bruit est temporellement non corrélé, ’expression des matrices de covariance du bruit
est extrémement simple : R? = & ,02C. Il s’en suit une simplification de I’expression (4.7) qui nous
amene au résultat suivant :

Résultat 4.3 Dans le cas d’un bruit temporellement non corrélé et pour des sources complexes circulaires
gaussiennes ou non gaussiennes, ARMA ou harmoniques, la covariance asymptotique des estimées des
algorithmes de DOA du second ordre qui n’exigent pas des sources spatialement non corrélées n’est pas
sensible a la distribution de probabilité et au modéle de corrélation temporelle des sources et a pour
expression :

Co = D?fm (E(O)R,ET(0) @, 02C +02C ®. E(O)R,ET(©) + slC®.C+Q,) (DgéRm)H (6.1)
Preuve : Si le bruit est temporellement non corrélé
Cpr,=0,C®.C+Q,, Cpr,, =R,®:.0.C et Cp,,6=0.C®:R,.
Le résultat s’en déduit car la propriété (0.1) du produit de Kronecker assure que :

(B(6) ©.Tn) Cr,, (B¥(0) 9. Tw) = (B(O)R,E¥(8) 0. 0C
(B(6) ©.Tnr) Cr,, (B7(0) ©.Tw) = 0’C e, (B(O)R,E”(O).
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Remarque : Le résultat précédent montre que, méme si la covariance asymptotique de R, (n) dépend
de la distribution de probabilité et du modele de corrélation temporelle des sources, les performances
asymptotiques des algorithmes de DOA du second ordre qui n’exigent pas des sources spatialement non
corrélées n’y sont au contraire pas sensibles.

Le résultat 4.3 nous permet d’étudier la sensibilité des algorithmes du second ordre d’estimation de
DOA & diverses transformations, notées trans(.), de R,(n) appropriées a des géométries d’antenne par-
ticulieres en considérant I’application composée alg[trans(.)] des applications alg(.) et trans(.) comme un
nouvel algorithme alg™"(.)
“standards” appliqués aux antennes centrosymétriques.

. Ainsi dans la paragraphe suivant, nous considérerons le cas des algorithmes

4.6.2 Antenne centrosymétrique

Les antennes centrosymétriques dont les capteurs sont symétriques par rapport & un centre géométrique
(les réseaux uniformes linéaires et carrés en sont des exemples) sont souvent utilisées pour leur facilité
d’implémentation. Une propriété importante et intéressante de ce type de réseau est que les vecteurs
directionnels possedent la propriété dite de centro-symétrie :

e(0y) = Je*(0y), (6.2)

ol J est la matrice M x M identité antidiagonale. Cette propriété entraine que la matrice de covariance

moyennée RSP = 1 5 (R + JR;J) est centro-Hermitienne (CH). Si C est elle méme centro-Hermitienne
alors®
R, +R;
R = E(O) (%) E7(0) + o2C.

Les algorithmes de DOA peuvent alors étre appliqués a la matrice de covariance estimée et moyennée

CH,
chy, y def 1 * 1 T
ReP(n) % 2 (Ra(n) + IRE(0)) = & (Ra(n) + IR (n)])
La précision de I'estimation de la matrice de covariance spatiale est alors améliorée de facon significative.

Par exemple, pour un réseau linéaire uniforme, un calcul simple montre que lim,, .. n||R;(n) — R,||* =
Tr(Cp,) décroit pour une source ARMA complexe circulaire gaussienne de

+1/2 +1/2 M M+ 1
w? ( | st 420t ot+ a;*) v st (nar+ M o 24 o)
—1/2 -1/2
et pour des sources harmoniques de
a

<22 (a20? + o) ) M+1 (22 (a2o? + o) )

Comme Vec(RI(n)) = 2 (I+ (J ®.J)KS,) Vec(R,(n)) (grace a la propriété (0.2) du produit de Kro-
necker), ce moyennage CH effectue une transformation linéaire sur R, (n) grace a 'opérateur de symétrie

CH

def 1
K

5Pour des sources spatialement non corrélées R.,, = R:i et Rih =R..
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Les algorithmes de DOA alg(.) appliqués & RP(n) définissent une application algCh(.) appliquée a
R, (n). Comme 'opérateur de symétrie CH ne suppose aucune structure particuliere pour la matrice Ry,
I’application algCh(.) vérifie la condition 2.a du paragraphe 4.4.1 pour tout algorithme alg “standard” et
par suite le résultat 4.3 s’applique en utilisant comme matrice de la différentielle, celle de I’application

ch , , . ) T i alg®h  Lalg
alg®(.) évaluée au point R, c’est a dire : DgR, = D@,RghACh'

Comme il est montré dans [12] que pour des sources complexes circulaires gaussiennes, temporellement
non corrélées et indépendantes entre elles, la matrice de covariance Cg est invariante par moyennage CH
pour les algorithmes MUSIC et ESPRIT, nous avons dans ces conditions pour ces algorithmes :

H
Co = D% (EO)R,E”(0)@, oIy + 021y @. E(O)R,E (0) + olL2) <D%1§Rm)
= D35 AL(EO)R,E"(0)®, 0 1 E(O)R,E" (6 110) A (D25 )"
= DgRr,Ach u c 0.l + 0Ty ®. E(©)R,E™(0) + 0,Ix2)Ach ( Do,

Par suite, comme les termes de corrélations temporelles des sources et la distribution de probabilité
de ces sources n’interviennent pas dans ces expressions, 'invariante de Cg par moyennage CH pour les
algorithmes MUSIC et ESPRIT s’étend au cas de sources indépendantes, gaussiennes ou non gaussiennes,
ARMA ou harmoniques. Ainsi dans le cas de ces algorithmes, ’amélioration de ’estimation de la matrice
de covariance n’apporte aucune amélioration sur les performances asymptotiques de ’estimation des DOA
sous ces conditions tres générales.

4.7 Algorithmes non standards

Nous allons maintenant examiner quelques algorithmes qui utilisent explicitement ’hypothése de non
corrélation spatiale des sources. Nous porterons notre attention successivement sur des algorithmes de
Toeplization, d’augmentation et de type COMET.

4.7.1 Algorithmes de Toeplization

Ces algorithmes sont utilisés dans le cadre de réseaux d’antennes réguliers M-linéaires [respectivement
M, x Mj-rectangulaires|, de sources spatialement non corrélées et d’un bruit spatialement blanc. Dans
cette situation, la matrice R, a une structure Toeplitz [resp., Toeplitz, bloc-Toeplitz]

K
R, = Z UzeM(Hk)e]\HJ(Ok) + U?]IM
k=1
K
[resp. Ry = ) oi(enr, (6k) @ enr, (61)) (el (6x) @, efiy, (6r)) + o7 Iu]
k=1

avec epr(6g) def (1, €% 20 . eM=-1))T Lo moyennage le long des diagonales [resp. le long des

blocs diagonaux] de R, (n) améliore sensiblement la précision de ’estimation de la matrice de covariance
spatiale. Par exemple, un calcul simple montre que lim,_, ., n||R,(n) — R;||* = Tr(Cg,) décroit pour un
source ARMA complexe circulaire gaussienne de

+1/2
v ([t () + 2020 4 o

—-1/2

ot

+1/2
M? [ S (df + (26 - 1)(20%, 0% + o)

—-1/2

et pour des sources harmoniques de

K
v (2 S (atet 1 a;*>)
k=1

=

E

|

=
TN

)
M~

=

ol )

Q

(S )

+

)

L
N~
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Soit RE(n) la matrice “Toeplitzée” ainsi obtenue. La “Toeplitzation” effectue une transformation linéaire
sur R, (n) par I'intermédiaire d’une matrice de projection Ay, telle que Vec(R!(n)) = Ay, Vec(Ry(n)).
Cette transformation linéaire permet d’appliquer le résultat 4.1 & R°(n) avec comme matrice de covari-
ance asymptotique ng = A(,CR,A¢. Compte tenu de la condition de régularité (4.1), les estimées de
DOA sont asymptotiquement normales, de matrice de covariance asymptotique

H
CE = D%, AwCr.Aw (D85, ) - (7.1)

Les algorithmes de DOA alg(.) appliqués & R°(n) définissent comme précédemment une application
alg™(.) appliquée & R, (n). Cette application vérifie bien la condition 2b du lemme 4.1, par contre elle ne
vérifie pas en général la condition 2a et ceci quel que soit Ialgorithme de DOA alg(.) appliqué & R (n)
qu’il soit “standard” ou non. Le résultat 4.3 ne peut donc plus s’appliquer et les algorithmes de DOA
basés sur la matrice de covariance “Toeplitzée” sont a priori sensibles & la distribution de probabilité et a
la forme du spectre des sources dans le cas de bruit temporellement non corrélé. Plus précisément, nous
allons démontrer les résultats suivants :

Résultat 4.4 La “Toeplitzation” n’est pas sensible a la distribution de probabilité des sources ARMA si
ces sources sont non seulement spatialement décorrélées mais aussi indépendantes.

Preuve : Si les sources sont indépendantes, les seuls termes non nuls de la matrice des cumulants du
4eme ordre Q, (2.1) sont les termes

def +1/2 +1/2 / ! !
[Qu]K(k—1)+k,K(k—1)+k = Ck :/ / Pk,k,k,k(f7f7_f)dfdf-

—1/2 J—-1/2
Ainsi Q devient :

K K

Q. = Z Ck(elx",ke};"k) ®e (elx',ke£'7k) = Z ck(er k @c ex k) (e%k ®e e%k)

ou e i est le kieme vecteur unité de CX, et le terme correspondant aux cumulants d’ordre quatre de
(3.3) s’écrit alors sous la forme :

K
D ek (B(O) ®. E(0)) (ex k ®c ex k) (ef s @c €f i) (B (0) @. EY(0))
k=1

qui, en utilisant la propriété (0.1) du produit de Kronecker, se réduit a Efyzl cr(enm(0x) ®.
en(0x)) (el (6,) ®. el (8;)). De plus :

Aio(enm(0r) @cen(0r)) = AgoVec (eM(Hk)eﬂ(Hk)) = Vec (eM(Hk)eﬂ(Hk))
= eum(r) @cenm(br)

ou la structure de Toeplitz est utilisée dans la deuxieme égalité. Les algorithmes de DOA alg(.) appliqués
a R°(n) définissent alors de nouveaux algorithmes alg™(.) qui satisfont la condition 2b du lemme 4.1.
La contribution de Q, dans C¥ disparait alors grice a la contrainte (4.4), ce qui établit le résultat. M

Résultat 4.5 Dans le cas d’une seule source, la “Toeplitzation” n’est pas sensible a la corrélation tem-
porelle de la source.

Preuve : Dans le cas d’une seule source en effet, la condition 2a du lemme 4.1 se ramene a la condition
. L’expression de ans le cas d’une source ou harmonique est alors :
2b. I de C¥ d 1 d’ ARMA ou h t al

H
Cl = D%, Awo (Fer (1)l (81) @ oPTar + 02Tas @ oFerr(8)elh (01) + 0iTas2) Aco (D5, )
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Résultat 4.6 Dans le cas de plusieurs sources, la “Toeplitzation” est sensible a la corrélation temporelle
des sources.

Preuve : Comme eM(Hk)e]\HJ(Hl), pour k # [, n’a pas une structure Toeplitz, I'espace engendré par
les vecteurs colonnes de A (E(0) ®, E(0©)) n’est pas inclus dans celui engendré par les colonnes de
E(O) ®. E(©). La condition 2a du lemme 4.1 n’est en général pas remplie et les termes correspondants
dans (7.1) ne s’annulent pas. De ce fait, le terme

1/2
Aol D ( / ' Suk(f)Sul(f)df) (enr(Br) @ enr (1)) (el (0r) @ efr(6) | Ao (7.2)

1<I£k<K \’/~1/2
qui apparait dans le cas de sources ARMA, ne s’annule pas dans I’expression de Cf. [ |

Remarques :

e Lorsque les spectres des sources ARMA tendent a se disjoindre, les performances des algorithmes
de Toeplization coincident avec celles obtenues dans le cas de sources harmoniques et sont donc
insensibles a la corrélation temporelle des sources. Par ailleurs, pour de faibles rapports S/B, Cg,
peut étre approximé par o1 et cette fois 'opération de “Toeplitzation” elle méme devient insensible
a la corrélation temporelle des sources.

e De plus, les expressions analytiques données pour 2 sources proches et pour de faibles rapports S/B
dans [13, rel. 9.118 et 9.119] demeurent valides pour des sources colorées. Pour des rapports S/B
élevés, le terme (7.2) devient dominant dans Cp, et la “Toeplitzation” devient tres sensible a la
corrélation temporelle des sources, ce qui sera confirmé par les simulations du paragraphe 4.8.

e Les expressions analytiques de la covariance asymptotique Cov(8x(n),8;(n)) des DOA es-
timées par les algorithmes Min Norm et MUSIC données dans le cas de sources gaussiennes,
blanches et spatialement décorrélées dans [13, rel. 9.101 et 9.103] restent valables pour des
sources ARMA, non gaussiennes et indépendantes a condition de remplacer Tr(R, ]§ka]§1) par

f+11//22 Tr ( f)ﬁkR(f)Bl) df car R;®.R, est maintenant remplacé par f+11//22 (f)®.R(f) d’apres

la remarque 4 (3.6).

Nous venons de monter que les algorithmes de DOA fondés sur la matrice de covariance “Toeplitzée”
peuvent étre sensibles a la distribution de probabilité et a la forme du spectre des sources dans le cas de
bruit temporellement non corrélé. Signalons que dans le cas de sources gaussiennes complexes circulaires
non corrélées spatialement et d’observations indépendantes, I’amélioration de I’estimation de la matrice
de covariance apportée par l'opérateur de Toeplization n’améliore pas la variance des DOA estimées.
Cette propriété a été mise en évidence pour les algorithmes MUSIC et MIN NORM dans [13, chap. 9] et
[14]. Par contre il est démontré également dans [13, chap. 9] et [14] que, dans le cas de deux sources, sous
ces hypotheses, cet opérateur de Toeplization améliore la résolution de ces algorithmes. Ces résultats
en apparence contradictoires peuvent s’interpréter a ’aide des termes d’intercovariance de Cg. En effet,
considérons par exemple le cas de deux sources de méme puissance et de parametres spatiaux 6; et 6.
Si on compare les coefficients de corrélation asymptotiques des estimées 8 (n) et 0z(n) de 6; et #; dans
un domaine de valeurs du rapport S/B, du nombre d’observations ou de I’écart spatial entre sources,
ou les deux directions ne sont pas toujours résolues, on constate que, sans Toeplization, ce coefficient
est voisin de 0 alors qu’il est voisin de 1 avec Toeplization. En d’autres termes, les variables aléatoires
dq def 61(n) — 01 et dy def #2(n) — 03, asymptotiquement gaussiennes centrées, sont “pratiquement”
indépendantes sans Toeplization ou “pratiquement” égales avec Toeplization dans le domaine considéré.

p . def . p . , ; sy
En conséquence, si d = 6;(n) — 6;(n) est la variable aléatoire représentant I’écart entre les estimées,
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d=dy—dy+ 63 — 0, et E(d) = 02 — 61 dans les deux cas. Cependant, dans le cas “sans Toeplization”,
d est asymptotiquement gaussienne, de moyenne #, — 6,1, de variance 2Var(#,(n)) et la probabilité que
d prenne, dans le domaine considéré, de tres petites valeurs n’est pas négligeable. Par contre, dans le
cas “avec Toeplization”, d est “pratiquement” constante, égale a 8, — 01, ce qui améliore la résolution de
I’algorithme dans ce cas.

Les F1¢.4.3 et F1G.4.4 illustrent cette interprétation dans le cas de ’estimation, par ’algorithme MUSIC,
des directions d’arrivée de deux sources de méme puissance a I’aide d’un réseau linéaire uniforme de 10
capteurs et de 500 observations avec un rapport S/B = 15 dB.

La F1G.4.3 présente la probabilité de résolution estimée des deux sources, en utilisant un critére de type
Cox b [15], en fonction de I’écart entre les deux directions exprimé en degré. Pour ce critere, le domaine
dans lequel la Toeplization améliore la résolution est l'intervalle [2°,5°]. La F1G.4.4 présente, dans ce
domaine, les valeurs des coefficients de corrélation des estimées des directions avec ou sans Toeplization.

0.9 T A

Probabilité de résolution
© o o o o o
w SN o (o)) ~ e}
T T T T T T
N
<
N
<
N
~N
i i i 1 i i

o
N
T
AN

I

0.1 / .

0 | | | |
2 25 3 35 4 4.5 5

Ecart angulaire (en degré)

F1G. 4.3: Probabilité de résolution estimée des deux sources (critére de Cox) en fonction de I’écart en degré des
DOA, sans (-) et avec (- -) Toeplization.

65i g(8) désigne la fonction de localisation de l'algorithme, dont les minima fournissent les estimées des parameétres, les
(91+92) > 9(61)+9(6)
2 2

deux sources seront réputées résolues si g
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F1G. 4.4: Coefficients de corrélation des estimées des DOA sans (-) et avec (- -) Toeplization en fonction de 1’écart

en degré des DOA.

4.7.2 Algorithmes d’augmentation

Ces algorithmes sont utilisés dans le cadre de réseaux d’antennes réguliers M-linéaires [respectivement
M x My-rectangulaires] dans lesquels certains capteurs sont absents, de sources spatialement non corrélées
et d’un bruit spatialement blanc. Ces réseaux lacunaires “augmentables”, linéaires ou plans, ont sus-
cité un intérét considérable car ils permettent d’améliorer significativement les performances des algo-
rithmes de DOA dans le cas de sources blanches, spatialement décorrélées en utilisant des techniques
dites “d’augmentation”. Pour étudier la sensibilité de ces techniques a la distribution de probabilité et
a la corrélation temporelle des sources nous ne considérerons que la méthode classique d’augmentation
directe [16]. Pour fixer la notation nous considérerons les capteurs répartis sur les sommets d’un réseau
cartésien plan, d’unité de longueur égale a la demi longueur d’onde des signaux incidents. La position de
chaque capteur sera repérée par le couple de ses coordonnées entieres (z,y). Désignons par I' la fonction
indicatrice du réseau d’antennes :

1 siil y aun capteur en (z,y)

L(z,y) = { 0 sinon.

Soit A(dy,d,) la fonction d’autocorrélation de la fonction indicatrice du réseau I' (A(d, dy) représente
le nombre de fois ou Iécart (d,,d,) apparait dans le réseau). Soient R, (n) et R2"(n) les matrices de
covariance spatiale respectives associées au réseau uniforme fictif de dimension M| X M} et au réseau
augmenté de dimension M; x My 7. La technique d’augmentation directe [16] effectue une transformation
linéaire sur R, (n) & par l'intermédiaire d’un opérateur d’augmentation auquel est associé une matrice

M, = M et My = M)} pour une redondance restreinte et M; < M/ et My < Mj pour une redondance non restreinte
[16].

8Notons que cette transformation linéaire n’est définie que pour les besoins de ’analyse puisque la matrice R;(n) n’est
pas observée.
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A de dimension M2MZ x MI* M} : (Vec(R2%(n)) = AauVec(R,(n))).
[Aa‘u](h—1)M12M2+(j—1)M1M2+(g—1)M1+i,(f—1)MI%M/2+(Z—1)M’1M’2+(8—1)M’1+k

Ple=le-N)T(-1/-1) o J I=k=j—i
— A(I=k,f—¢) f—-e=h-g (7.3)

0 sinon.
Remarque : Dans le cas des réseaux linéaires, e = f = g = h =1 et (7.3) s’écrit :

D(k—1)T(I-1)

il—k=j—1
[Aau](j—l)M+i,(l—1)M’+k = { 0 A(l-k) S1 7 7

sinon

Cette transformation linéaire permet d’appliquer le résultat 4.1 & R2"(n) avec la matrice de covariance
asymptotique C%' = A..Cr, AT . De par la condition de régularité (4.1) du paragraphe 4.4.1 les DOA
estimées sont asymptotiquement normales, de covariance asymptotique:

s _pals A . AT (D5 )" 7.4
6 — Yo,R,rau~ Rz Pan O,R, : ()

Les algorithmes de DOA alg(.) appliqués & R2"(n) définissent comme pour 'opérateur de Toeplization,
une application alg®(.) appliquée & R, (n). Cette application vérifie aussi la condition 2b du lemme 4.1,
par contre elle ne vérifie pas aussi en général la condition 2a et ceci quel que soit 'algorithme de DOA
alg(.) appliqué a R2"(n) qu’il soit “standard” ou non. Le résultat 4.3 ne peut donc plus s’appliquer et
les algorithmes de DOA basés sur la matrice de covariance augmentée sont aussi a priori sensibles a la
distribution et a la corrélation temporelle des sources. Mais puisque la propriété clé

A (en(0r) @cen(0r)) = em (0x) ®c enr(0r)

est aussi satisfaite pour 'opérateur d’augmentation, les résultats 4.4, 4.5 et 4.6 sont aussi satisfaits ici.

4.7.3 L’algorithme COMET en DOA bande étroite

Comme nous I’avons signalé dans la derniére remarque du paragraphe 4.4.1, les algorithmes de type
COMET bande étroite introduits par Ottersten et al. [11] vérifient la condition 2a ou 2b selon le
paramétrage choisi pour la matrice R,. Nous ne considérerons ici et dans le Chapitre 6, ou cet al-
gorithme sera étudié en détail, que le cas ou les sources sont spatialement non corrélées. Dans cette
situation, seule la condition 2b du lemme 4.1 est satisfaite. Cette condition entraine des résultats de
sensibilité a la distribution de probabilité et a la corrélation temporelle des sources, quand le bruit est
temporellement non corrélé, tres proches de celles des algorithmes de Toeplization. Nous démontrons en
particulier les résultats suivants :

Résultat 4.7 Dans le cas de sources complezes circulaires indépendantes, lalgorithme COMET bande
étroite qui suppose les sources spatialement non corrélées n’est pas sensible a la distribution des sources.

Preuve : Si les sources sont indépendantes, avec le méme raisonnement utilisé pour les algorithmes de
Toeplization, le terme des cumulants du 4éme ordre de la matrice Cg (3.3) se réduit a :

K

Y crlenr(Bk) @c enr(Br)) (ehy (Br) @ efr (Br)).
k=1

Et grace a (4.4), la contribution de Q,, dans Cg disparait alors, ce qui établit le résultat. [ |
En ce qui concerne la sensibilité de COMET vis a vis de la corrélation temporelle des sources nous avons
la propriété suivante :
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Résultat 4.8 L’algorithme COMET bande étroite qui suppose les sources spatialement non corrélées
n’est pas sensible a la corrélation temporelle des sources dans le cas d’une seule source et dans le cas de
plusieurs sources a spectres disjoints. Cette propriété d’insensibilité est perdue dans le cas de spectres
non disjoints.

Preuve : Dans le cas d’une seule source, la condition 2a du lemme 4.1 se ramene a la condition 2b, ce
qui prouve le résultat dans ce cas. Dans le cas de plusieurs sources spatialement non corrélées, la matrice
de densité interspectrale de puissance S, (f) est diagonale et en conséquence le terme correspondant de
Cr, (3.3) s’écrit sous la forme :

1/2
3 ( /_ ’ Su, () S, (f)df) (em(6z) @c enr (1)) (efr(6x) @c e (1)),

1<I#E<K 1/2

Grace a (4.4), cette contribution disparait dans le cas de sources de spectres disjoints. [ |
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4.8 Simulations

Nous considérons, dans tout ce paragraphe de simulations, le cas de deux sources de méme puissance o2.

Le bruit est supposé gaussien, spatialement et temporellement non corrélé et le rapport S/B est défini
202

par 5. Les DOA sont estimées par 'algorithme MUSIC et le nombre des réalisations de Monte Carlo

est de 500. Ces sources proviennent de directions 8 = 7sin 8} avec §; = 30°, 8, = 20° pour les réseaux
linéaires et de directions 6 = msin @) sin ¢}, ¢r = mcos b sin ¢, avec 0] = 30° §, = 20° et ¢} = 10°,

%, = 40° pour les réseaux plans. Les sources ARMA sont générées par un filtre de Butterworth (10,10)
excité par un signal blanc gaussien.

La premiere simulation présente le cas de 2 signaux harmoniques wu;; = ak7lemk716i2”fk71t, k=1,2,
avec fi,1 = 0.25 fixé et fy; variable, observés par un réseau linéaire uniforme de 10 capteurs. La F1G.4.5
représente 'EQM théorique sur 8y, : 1[Cgly, i ainsi que les EQM estimées : E|| 8 (n) — 6y ||3,, en fonction
du nombre d’observations, sans Toeplitzation, pour différentes valeurs de l’écart entre les fréquences
temporelles.

-1

10 ¢ . : —_———

-7 ; ; R S S S S |

10" 10° 10°

Number of snapshots

10

FiG. 4.5: EQM de 6 (n), théorique (1) et estimée en fonction du nombre d’observations n pour SNR = 20dB,
pour 2 signaux harmoniques, avec respectivement fs1 — f11 = 0.025 (2), 0.005 (3), 0.002 (4) et 0.001 (5) sans
Toeplitzation.

Nous pouvons observer que les EQM estimées correspondent bien aux EQM théoriques asymptotiques,
mais avec des domaines de validité qui se réduisent lorsque les 2 fréquences temporelles se rapprochent
(n > 30 pour fo1 — fi1 = 0.025 mais n > 1000 pour fy1 — fi,1 = 0.001). Ceci est en accord avec la
condition de validité de (3.3) qui impose f,1 # fi,1 comme cela a été remarqué a la fin du paragraphe 4.3.
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La seconde simulation présente le cas de 2 signaux qui sont, soit temporellement blancs gaussiens
spatialement décorrélés, soit ARMA gaussiens, soit harmoniques. Dans ces 2 derniers cas, les fréquences
centrales des signaux ARMA ou les fréquences des sinusoides sont égales & -0.25 et 0.25. La FiG.4.6
représente les EQM théoriques sur 6 : L1[Celi s ainsi que les EQM estimées : E| 6x(n) — 6 ||, en
fonction du rapport S/B pour un réseau linéaire uniforme de 10 capteurs aprés Toeplitzation (la bande
passante des signaux ARMA est de 0.5).

MSE

-7 I L I

10 :
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30

SNR(dB)

FiG. 4.6: MSE théorique et estimée de 0;(n) en fonction du rapport S/B, pour respectivement des signaux
blancs (o), colorés ARMA (4) et harmoniques () pour un réseau linéaire régulier de 10 capteurs, n = 100 avec
Toeplitzation (—) et sans Toeplitzation (- - -).

Nous pouvons observer que les EQM estimées coincident bien avec les valeurs théoriques. Par ailleurs,
et conformément & nos conclusions, les performances de ’algorithme MUSIC standard opérant sur la
matrice de covariance spatiale non toeplitzée et vérifiant donc dans ce cas la contrainte (4.3), sont
identiques quelque soit le type de corrélation temporelle des sources. Par contre, dans le cas ou
I’algorithme MUSIC opeére sur la matrice toeplitzée, I’algorithme résultant ne vérifiant pas la contrainte
(4.3) mais la contrainte (4.4), les performances dépendent de la corrélation temporelle des sources et se
dégradent d’autant plus que les spectres des signaux se recouvrent.
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La Fi1G6.4.7 représente 'EQM théorique sur 6 : %[Ce]k,k pour des signaux ARMA gaussiens,
décorrélés spatialement, en fonction de la bande occupée par les sources dans le cas d’un réseau linéaire

uniforme de 10 capteurs.

-3

10
white signal

10_4 N .
]
%)
=

107 -

harmonic signal
10‘6 L l L I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sources bandwidth

FiG. 4.7: MSE théorique et estimée de 0 (n) en fonction de la largeur de bande de signaux ARMA centrés sur
40, 25 pour un réseau linéaire régulier de 10 capteurs, SNR = 20 dB aprés Toeplitzation.

On observe que 'EQM théorique augmente avec la bande occupée et que cet accroissement commence
pour une largeur de bande de 0.45 qui correspond a un début de recouvrement des spectres des 2
signaux. Les valeurs minimum et maximum de 'EQM correspondent respectivement au cas de 2 sources
harmoniques et au cas de 2 sources non corrélées temporellement. Le phénomene de “saturation”
observé dans [12] disparait quand les spectres des 2 sources se disjoignent.
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o

La F1G.4.8 représente les EQM théoriques sur 6y, : %[Ce]k,k ainsi que les EQM estimées : E|| 0x(n) —
0 ||%,., en fonction du nombre de capteurs d’un réseau linéaire uniforme pour un rapport S/B de 20 dB.

10°F T f
10°E 3 =
\\
N
\\\
\\Q
- - -Q
10k \ TiNig E
F AN : Q\
o >
N N
* ©
w AN \
5 ~ N\
010 E < =
= \\ i EEREES 3 SiE el 3
Q : o \ @ BEEN
X s | s s
R N / N
S N \ /-
-6 ~ ~ \
10 & R \\ SRS NEE
F & : E
0 N R \ ]
*\\\\ // \\% §
\\_ N
-7 \\3&\\ b
10 ¢ ™ - N
g foRRERs ESIR RS
4
10°
0 5 10 15 20 25

Number of sensors

30

F1G. 4.8: MSE théorique et estimée de 6 (n) en fonction du nombre de capteurs pour un réseau linéaire régulier,
SNR = 20dB, n = 100 pour des signaux blancs (o), colorés ARMA (+) et harmoniques (*) aprés Toeplitzation.

Nous pouvons observer que les EQM estimées correspondent bien aux valeurs théoriques et que ces
EQM sont tres sensibles a la corrélation temporelle des sources (la bande de fréquence occupée par les
signaux ARMA a été fixée a 0.5). Les EQM décroissent lorsque le nombre de capteurs augmente sauf

dans le cas ou les spectres des signaux se recouvrent et ou le phénomeéne de “saturation” peut entrainer
une dégradation de 'EQM.
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Enfin la derniére simulation présente le cas de 2 signaux de mémes parameétres temporels (pour les
signaux sources non corrélées temporellement, la distribution est soit gaussienne soit discrete {—1,+1}
comme pour la deuxiéme simulation) mais sont observés par un réseau de 12 antennes de type Greene et
Wood [17] (I'(z,y) =1 pourz =y =2,3,4;,2=0,y=0,...,4et y=0,z =0,...,4) en utilisant une
technique d’augmentation directe [16]. La F1G.4.9 représente les EQM théoriques et estimées des angles
01 et ¢ en fonction du SNR. Le comportement de ces EQM est semblable & celui des EQM obtenues
dans le cas de réseaux linéaires uniformes avec Toeplitzation.

100 T T T

&
X
2 azimuth
10 "k
10°E
w
(%]
=
10°E
10°F
10° 1 1 I 1 L 1 1
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30
SNR(dB)
107 T T
1072 : glevation i
10°E
w
7] L
2 10
10°E
10°E
107 1 1 I 1 L 1 1
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30

SNR(dB)

FiG. 4.9: EQM théorique et estimée des azimut et élévation 05 (n) et ¢x(n) en fonction du rapport S/B, pour
des signaux respectivement non corrélés temporellement (de distribution, soit gaussienne, soit de Bernoulli) (o),
colorés ARMA (+4) et harmoniques (%) pour un réseau Greene et Wood de 12 capteurs [17], pour n = 100, utilisant
la technique d’augmentation (—) ou non (- - -).
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4.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les performances asymptotiques des algorithmes du second or-
dre de DOA lorsque les observations successives des signaux ne vérifient pas les hypotheses classiques
d’indépendance et de distribution gaussienne. Nous avons supposé que les signaux sources et/ou le
bruit étaient des processus aléatoires complexes circulaires éventuellement corrélés temporellement et
éventuellement non gaussiens.

Un théoréme central limite nous a permis tout d’abord de déterminer, sous ces hypotheses tres générales,
la distribution asymptotique gaussiennne de la matrice de covariance spatiale empirique R, (n) de
I’observation et en particulier de donner ’expression générale de la matrice de covariance asymptotique
Cpr, de R;(n). Une approche fonctionnelle des algorithmes nous a ensuite permis de déduire la distri-
bution de probabilité asymptotique, gaussiennne également, des estimées ©(n) des DOA fournies par ces
algorithmes et en particulier d’exprimer la matrice de covariance asymptotique Cg de ces estimées en
fonction de Cpg,.

Cette approche fonctionnelle nous a conduit a distinguer deux types d’algorithmes du second ordre de

DOA :

1. Les algorithmes qui n’utilisent aucune information a priori sur la corrélation spatiale des sources et
que nous qualifions de “standards”. C’est le cas par exemple des algorithmes MUSIC et ESPRIT.

2. Les algorithmes qui supposent a priori les sources non corrélées spatiallement et qui utilisent ex-
plicitement cette hypotheése dans leur conception. Nous qualifions ces algorithmes de “non stan-
dards”. C’est le cas par exemple des algorithmes utilisant un pré-traitement de la matrice de covari-
ance spatialle empirique comme la “Toeplitzation” ou “I’augmentation” ou encore de I’algorithme
COMET selon le type de paramétrage envisagé.

Compte tenu de cette distinction, nous avons alors montré les résultats suivants :
e Dans le cas des algorithmes standards :

— Ces algorithmes ne sont pas sensibles a la distribution de probabilité des sources et ceci quelle
que soit la corrélation temporelle du bruit et des signaux sources.

— Leurs performances asymptotiques dépendent toutefois a priori de la corrélation temporelle
des signaux sources si le bruit est temporellement corrélé.

— Par contre, si le bruit est temporellement non corrélé, ces algorithmes ne sont pas non plus
sensibles a la corrélation temporelle des signaux sources.

— Dans le cas particulier des algorithmes MUSIC et ESPRIT appliquées a des antennes centro-
symétriques et utilisant, comme pré-traitement, un moyennage centro-hermitien de la matrice
de covariance spatialle empirique, les performances sont invariantes par ce moyennage quelle
que soit la distribution des sources ou leur corrélation temporelle lorsque le bruit est tem-
porellement non corrélé.

e Dans le cas des algorithmes non standards :
— Ces algorithmes ne sont pas sensibles a la distribution de probabilité des sources si ces sources

sont non seulement spatiallement non corrélées mais également indépendantes.

— Ces algorithmes ne sont pas sensibles a la corrélation temporelle des sources dans le cas d’une
seule source ou de sources a spectres disjoints. Cette propriété est perdue dans le cas de
spectres non disjoints.

Au passage, nous avons également proposé, en utilisant les termes d’intercorrélation de Cg, une expli-
cation du fait que, dans le cas de sources gaussiennnes complexes circulaires non corrélées spatiallement
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et d’observations indépendantes, bien que la Toeplitzation détériore la variance des DOA estimées par
I’algorithme MUSIC, cette opération en augmente malgré tout la résolution.
Ces différents résultats ont été illustrés et corroborés par une série de simulations.



Annexe

Annexe 1 : Preuve du résultat (4.1)

Le résultat (4.1) comprend deux parties : la convergence en loi vers une loi limite gaussienne com-
plexe non circulaire (3.1) (qui est un résultat trés “technique”) et la limite (3.2) de la suite numérique
nCov (Vec(R;(n))) (qui est un résultat obtenu par un simple calcul de limite). Nous commencerons par
établir la premiere partie.

Preuve de (3.1)

Dans le cas de signaux ARMA complexes circulaires, la convergence en loi de y/n (Vec(R;(n)) — Vec(R;))
vers une loi gaussienne complexe non circulaire centrée peut étre considérée comme un cas particulier,
adapté au cas complexe, d’un résultat général [18, théoreme 3, chap. 3] présenté dans le cas de
processus réels ergodiques stationnaires . Comme dans ce cadre général, la covariance de la distribution
asymptotique gaussienne est égale a la limite de la suite nCov (Vec(R,(n))), nous nous limiterons ici a
évaluer cette limite.

Dans le cas de signaux harmoniques, 13 aussi la convergence en loi peut étre considérée comme un

cas particulier, adapté au cas complexe multidimensionnel, d’un résultat général Ta-Hsin Li et al [20]
+oo

concernant les processus somme d’un processus linéaire ) 7

+ oo

I=—00

hi€i—i (ou € est i.i.d. d’ordre quatre et
oll |hi| < o0) et d’une somme finie de sinusoides. Ce dernier résultat utilise une démonstration
basée sur des théoremes de convergence de suite de différences de martingales et ne donnent que des
résultats sous forme de somme infinie et de plus sous forme scalaire réel. Nous allons ici démontrer (3.1)
dans le cadre harmonique avec des outils mathématiques beaucoup plus simples.

Par soucis de simplicité de notation, nous ne considérerons que le cas d’une seule harmonique par

direction d’arrivée. Par suite u; ; = ape'@* e2mfxt D’apres notre modele :

1 n
Vec(R,(n) — R) = Vec (; Z E(©) (wuf - R,) E7(0) + (vivl - R,) + E(@)uv{ + VtutHEH(G)) ,
t=1
avec :

K K
Vec(E(O) (uu)’) EF (0)) = Z Z agag e Cr=ow) g2k =)t (e(61) ®. e (Oy)),
k=1k'=1
et

K
Vec(E(O)R,E™ (0) = 3~ a2 (e(0) @™ (0))
k=1

?Nous signalons un résultat de forme voisine au notre présenté dans la thése de Gorokhov [19, Théoreme D.1]. Ce dernier
résultat s’applique a un systeme MIMO FIR complexe non circulaire, additivement bruité par du bruit complexe circulaire
gaussien.

61
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S

d’ou :

Vec(E(O) (ututH - R,) E7(0)) = Z apag e Fmow) g2k =)t (e(Or) ®e eH(Qk')) .
1<kAE/ <K

Par suite, grace a la propriété (0.4) du produit de Kronecker, Vec(R;(n) — R;) peut s’écrire sous la
forme :

n

Vec(R;(n) — R,) = %Z(y; + y;,)

t=1
avec

y; def (E(®@)u; ®: v¢) + (v¢ ®: E(O)uy) + (v¢ ®; v¢ — Vec(R,))

et

y;/ d:ef Z akak,ei(ak—ak/)€i27r(fk_fk/)t (e((“)k) ®e e(®k’)) ]
1<k#£k'<K

En remarquant que :

1 n " 1 Sin(ﬂ'n(fk fk')
n— o < —= AL - e(0r) ®. e(O) ||Fros
Vi Syl € 7o 3 oo | EER 100 6eel©0) e

. " n . .. < 12

nous avons lim,_, 400 /22 31, ¥, = 0 presque siirement. Par suite on peut se limiter & ne considérer
! 7 .

que le terme L 3% |y, dans I’étude de la convergence en loi de /n (Vec(R;(n) — R,).

La suite de vecteurs aléatoires (y;)tzlwm n’étant pas une suite de vecteurs aléatoires indépendantes
équidistribuées, le théoreme central limite classique ne peut s’appliquer. Mais en conditionnant la suite
(y;)t:17...7n par la connaissance des phases (ay)g=1,.. K, nous obtenons une loi conditionnelle d’une suite de
vecteurs aléatoires cette fois-ci indépendants (mais toujours non-identiquement distribués). Pour étudier
sa convergence en loi, nous utiliserons le théoréme central limite basé sur la condition de Lyapounov
[21, 21, p. 371]. Comme cette condition concerne des suites de variables aléatoires réelles scalaires, et
que nous avons une suite de vecteurs aléatoires complexes, nous 'appliquerons a la suite de variable

aléatoires réelles scalaires z def wiy, + (wHy)? pour tout vecteur w € cM’ (voir la note de bas de
page du paragraphe 4.3).
., r 1H r T e . . .
Pour cela, considérons E(y,y;, /o) et E(y;y; /a). Utilisant le fait que v; est un vecteur aléatoire
gaussien complexe circulaire, nous obtenons immédiatement :

E(y,y, /a) = (E(®)E(uuf /a)E" (€)) . R, + R, ©. (E(©)E(uuf /a)EF (0)) + R, ©. R,,

oy " .. . /T
et en utilisant la propriété (0.9) qui implique que y, = yt KC

Elyiy; /@) = (B©)E(uuf /) (0)) 9. R, + R, &, (BO)E(uuf /0)E? (0)) + R, . R,) K5,

Parce que :

3

1 n 1 n
SN Baf/a) = Y aapeern (_Zem e )e@k)eH(@m,

t=1 1<k,k'<K t=1
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qui a pour limite R = o K dle(01)e (0;) = E(0)R,E (0) quand n — oo, nous avons :

i 1 I H
hf{.long(y?% /o) = R®.R,+R,®.R+R,®.R,

. 1 r T
lim _ZE(Yth /o) = Re.R,+R,®.R+R,®.R,)K

Et en regroupant les termes constituant z; def WHy; + (WHy;)H, nous obtenons :

lim —ZE 2/a) = 2w Cp, w4+ wl Cr, K{,w* + w CR K5yw, (9.1)

n—oo N

avec Cp, def R®. R, + R, ® R+ R, ® R, qui ne dépend pas de a. Par suite, quand n — oo,
> E(2#/a) o< n. D’autre part, le terme = 3% | E(z//a) peut étre décomposé en la somme de termes
de la forme

Ci ikt (W ZE ( yOP (ye)? (YQ)Zk(YQ)?l/a), pour 0 <i,j, k1< M2 (9.2)

ou ¢ ;x1(w) est une fonction appropriée de w et ou (yt) dénote la i-éme composante de yt et cette
composante est conjuguée ou non. Parce que 'examen des termes de (9.2) montre que ’expression (9.2)
admet aussi une limite lorsque n — oo, .7, E(2}/a) « n quand n — co. Cela implique donc que la
condition de Lyapounov [21, 21, p. 371] suivante est satisfaite :
n_ E 22+2 o
lim iz B T/0) 0. (9.3)

(o G w)

Par suite, selon les conclusions de cette condition de Lyapounov, la suite de variables aléatoires scalaires
DIHRED
Y B2 /o)
Puis grace & (9.1), la suite de variables aléatoires réelles scalaires \/ﬁ% Y1 z converge en loi vers une
loi gaussienne centrée de variance QWHCme + WHCREK?MW* + WTC}(%E K,w.

réelles converge donc en loi vers une variable aléatoire réelle gaussienne centrée réduite.

D’apres le théoreme de Cramer-Wold [21, theorem 29.4], le vecteur aléatoire complexe \/ﬁ% Yoy yi
converge donc en loi vers une loi gaussienne complexe centrée non-circulaire A'(0, Cgr,,Cr,K$;), ce qui
prouve le résultat (3.1) pour le modeéle harmonique des sources.

Notons que ce théoreme exclut des fréquences égales fi,; dans deux directions différentes car dans ce
dernier cas la suite \/ﬁ% Yo y;I ne convergerait plus vers 0 presque siirement.

Preuve de (3.2)

En posant R, (n) o Ly wull et R, (n) & Ly vivil, Vec(R,(n)) s’écrit, en utilisant la propriété
(0.1) du produit de Kronecker,

Vec(R,(n)) = (E(0) ®. E(0)) Vec(Ry (1)) + Vec(R,(n)) + — Z O)uy) @ vi+ — th @ (E(©)uy)

Par suite nCov (Vec(R;(n))) est constitué de 16 termes dont 10 sont nuls de par I'indépendance et le
caractere centré de u; et vy. Apres élimination de ces termes, il reste :

nCov (Vec(R;(n))) = Aq(n) + Az(n) + As(n) + As(n) + As(n) + Ag(n) (9.4)
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avec

Ai(n) = (E(©) ®: E(0)) nCov (Vec(Ry(n))) (EF (0) @ E¥ (0))

L \i=1 t'=1 J
. 1 n n T

As(n) € —E th@@c(E(@)ut)) Y (E©)un) @ v
L \t=1 t'=1 _

Ag(n) & %E (ivt@@c (E(@)ut)) (ivfl ®e (E(@)utl)H) .

t'=1

Evaluons la limite de chacun de ces termes quand n — oco. Dans le premier terme, nCov (Vec(Ry(n))) =
nE [Vec(R,(n))Vec” (R, (n))] — nVec(R,)Vec” (R,) dont les composantes s’écrivent :

1 n n ) )
[nCov (Vec(Ru(n))]x (j-1)+i,k0-1)+6 = > E (wrui jue u )

t=1 t'=1

1 n n
— E Z Z E (ut’iu;j) E (’Utl7[’u;k;7k) . (95)

t,=1¢=1
Pour ce terme considérons successivement le cas de signaux sources harmoniques et ARMA.

e Signaux sources harmoniques : Afin d’alléger la notation, nous nous limiterons la aussi au cas

ou chaque source n’est constituée que d’une seule harmonique et par suite u;; = ape ket ?mIkt,
12> na?a} sit=jet k=1
2z s x y_ ) 1y n 2 2n(fim ft 42 —i2n(fim ) i s -
n E , E ,E (umut,gut’,lut',k) = 7t Doy Gi€ Fimftape=2nlfim i)t sig=k # j=1 .
t=1t'=1 0 sinon

Or

o3 o3 .
l Z Z (Zzen’r(fi—fl)tafe_ﬂ’r(fi—fl)tl — 1 2 2—81n2 ﬂ-(fl _ fl)n
n k3

= —a;a; —; 3
t=1#'=1 not o sintw(fi - fi)

et, sous la condition qu’aucune fréquence issue de deux directions ne soient égales (f; # fi Vi # 1),

la limite de ces termes quand n — co est nulle. Comme par ailleurs R, = Diag(a?,...,a%), on a
lim nCov (Vec(Ry(n))) def Cgr, =0.
n—oo

e Signaux sources ARMA complexes circulaires : Dans ce cas les composantes de (9.5)
s’écrivent :

1 n n . .
[nCov (VeC(Ru(n)))]K(j—l)—}-i,]x"(l—l)—}-k = o Z Z E (ut,iut’,k) E (ut’,lut,j)

t=1 t'=1

1 n n . . )
+ Z Z Cum (wg,i, uf ;5 upr g, uli ) - (9.6)

t=1 t'=1
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Le premier terme est celui de la matrice qui a pour limite quand n tend vers +o0o d’apres [8, lemme

4.1 p.101] : TP RY @, R, qui grace au Théoreme de Parseval s’écrit f+11/22 Su(f) ®: Su(f)df.
Le deuxieme terme s’écrit sous I’hypothese que E+ | Cum(ug,;, “0]7 Ug 1y UF |< o0, d apres [8,

lemme 4.1 p.101] étendu au cas de signaux complexes uy ;, uy ;, U et uf, sous la forme suivante :
9, b

n

lim — g E Cum( u“,ut],utll,ut,k g Cum (g, ug j, g1, U5 1)
n—oo n

t=1 ¢'=1 t=—o00

St piiki(f1, fa, f3) désigne le trispectre des signaux complexes uy,, uy i, upy et up et grace a

f+11//22 e ftdf = 00 (0i0=0s1t=0,8,0=1sit#0), ce terme s’écrit sous la forme :

o
* *
§ : Cum(uQi? Ug,js Ut ut,k)

t=—o00
_ Tz A/ 2n(ft1+f (t2—1)) !
= E E E Cum (g, uy, ;, s, Uz, g )€ df df

t=— 00 ti=—00 ty=—0c0 ¥ —1/2 J=1/2

o0

+1/2 p41/2 00
/ / Z Z Z Cun’l(uo,’hu;,j7ut,l,uz‘;’k) 227r(ft1+f to— l‘ dfdf

1/2 1/2 t=—0o0 t1=—00 fp=—00

+1/2  p+1/2
/ Q/ piinilfs '\ £)dfdr. (9.7)

1/2 J-1/2
Par suite le deuxieme terme de (9.6) est égal & Q, défini par (2.1). Par suite :

+1/2

lim nCov (Vec(R,(n))) & Cg, = / Su(f) @e Su(f)df + Qu.

n—oo _1/2

Dot lim, e Aq(n) = (E(O) @. E(O))Crg, (EF(0) @. E7(0)) avec respectivement dans le cas de

sources harmoniques Cgr, = O et dans le cas de sources ARMA complexes circulaires Cpr, =
f+11/22 u(f) ®c Su(f)df + Qu. Le deuxieme terme de (9.4) se traite de fagon similaire au premier terme

et, avec des notations identiques :

+1/2
lim As(n) % Cp, = /’ S, (f) @e Su(f)df + Qu.

n—oo _1/2

Considérons lim,,o, Az(n). Grace a la propriété (0.1)

n n H
As(n) = %E (Z(E(@)ut) ®01Mvt> (Z (E(©)ur) @CIMW)

t=1 t'=1
= - Z Z E ®c IM)(ut e Vt)(ut’ e Vt’)H(E(G) & IM)H)
t 1¢=1
= (E©)®.Iy)- Z Z E(usu)l) @ E(vevi) (E7(0) ®. Tn).
t 1¢=1

Par suite

: - o . Iy~
lim As(n) = (B(O) @ Iu) Cr,,, (E"(0) @ Ins) avec Cp,, ¥ lim =~ Bluuil) @ B(vivi)).

n—oo
t=1¢'=1
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De maniere analogue

efdef . 1N\
li_1>n Ag(n) = (In ®: E(0)) Cpg, ., (In @ EF(0))  avec CRMd:fd:f 11_1>n —g E E(vivH) @, E(uall).
n—oo ’ ’ n—oo n
t=1t'=1

Enfin, en utilisant les propriétés (0.5) et (0.6) du produit de Kronecker,

Z Z E 0) @ v¢) ututT/ (Vt’ e EH(G))] )

tlt’l

et a cause de la circularité de u;, Ay4(n) = 0. De la méme maniére on montrerait que As(n) = 0. En
rassemblant les six termes de (9.4), la relation (3.2) est prouvée.

Annexe 2 : Expression de Dg%sm—m

Les expressions de Dalg peuvent étre obtenues par un calcul de perturbation comme par exemple dans

[7] pour lalgorlthme MUSIC 1D conventionnel. Ces expressions sont classiques pour la plupart des
algorithmes 1D a haute résolution basés sur des statistiques du second ordre. La méme approche peut
étre utilisée pour les algorithmes 2D. Considérons par exemple 'algorithme MUSIC-2D standard pour
lequel la détermination des estimés se fait en deux étapes : estimation du projecteur sur I’espace bruit
puis recherche d’extrema de la fonction discriminante. L’expression de la 2K x M?M} matrice Dalg
associée a la différentielle de cet algorithme, évaluée au point R, peut donc s’écrire sous la forme :

music __ music

O,R; — 0,P, P: Ry

ou P, désigne la matrice de projection sur ’espace bruit de R, et ou DmUSIC [resp., Dp, R, ]| désigne la

2K x MM [resp., MZMZ x MZM2] matrice associée & la différentielle de 1 application P, — O [resp.
R, — P,] au point © [resp., R,]. Il est montré dans [7] que :

DPI,RE = _Pa: e Fr - FJ: e Pz‘y

avec T, (E(O)RL,EF (©))# (ol # désigne la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose). En utilisant
la méme méthode que dans [7], on obtient I’expression suivante pour Dg'gc :

e ( €5,(01) ©ce” (8) +e! (O1) . &, (On) ) '

e, (01) @ el (0,) +e’(01) ®. e, (01)
GBS = : ,
A_,»l elg;\,» (61{) ®C eT(®I{) + e (@ ) ®c e Or (@]{)
L " elfbk (9 ) ®Oc T(® ) +e (6 ) ®Oc elm( (61\')
avec © = (0F,...,00)T, 0, = (0x,00)7, e(Ok) = en, (Br) @ ens, (04), €, (Ok) = enr, (0x) @

enr, (¢1), €}, (0r) = enr, (1) @ 7i-enr, (dr) et

| Re (Tr (e'g‘fk (04)P.e), (@k))) Re (Tr (e'gi (@k)Pregbk(@k)))
Re (Tr (e/gi (04)P.e), (@k))) Re (Tr (e{;’k (04)P,el,, (@k)))
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Annexe 3 : Preuve de I’expression (5.1)

Les matrices Cr, ,, Cr, ., et Cg, qui figurent dans I’expression (4.7) de la variance donnée dans le cas
général de bruit temporellement corrélé, s’écrivent ici sous les formes suivantes :

e Cr,, = [F125.()8 = (J27 Su (DS Tar = o Tar avee o, [ S,(1)S,(F)df
° CRv u f+11//22 v f f+11/22 u (f)df)IM = Ui,uIM

o Cr, = [1FS.(NSHNf = ( f*f/j S N)dN) g2 = 0 Tage avee of , = [T12S2(p)df

D’autre part, la matrice de la différentielle de ’algorithme MUSIC a pour expression (cf. Chapitre 3,
relation (4.10)) :

1 ! 1
DY = — (eH(e)r 2.e (OP+e ()P . eH(e)r) ,

ot P ¥ 1, - |(| )(;'ff) est la matrice de projection sur I’espace bruit, T’ e (Uge(ﬁ)eH(ﬁ))# = j&ﬁfj(z)(ﬁi

et o % 2’ (O)Pe/(ﬁ) (ol # désigne la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose). Par suite

1 ! 1
DYRSIC = oA (@) e @P+e” (OP@.e(6)).

agile(f)

D’apres la relation (4.7) qui donne la variance asymptotique de 6 dans le cas général de bruit temporelle-
ment corrélé, on obtient a I’aide des expressions précédentes de Cg, ,, Cg, , et Cg, :

1 1H 1H
) = ——F———(e(®)v.e (HP 0P @.e" (0
Var(h) = o (@) 0" 0P + " (9P 0. (0))
(000 (e(8) @ Inr) (e (6) @ In) + 0, (Inr @c e(6)) (Inr @ e () + o7 Tag2)
(e(6) @. Pe'(6) + Pe'(6) @ €(8))
En développant cette expression en utilisant Pe(f) = 0 et la propriété (0.1) du produit de Kronecker
(voir formulaire), il vient :

Var(f) = m (@ e 0P & OP 0.7 (0))

(o8, (e(0)e” (6) @ Tas + Tas @c e(0)e (8)) + ot Tare) (e(6) @ Pe'(6) + Pe'(6) @ e(6))

1 ( 4 1 4 )
= O-HU—}— U’U’U
le(®)]”

aoy

1 +1/2 1 +1/2

= — d - S2(Adf ) .
@ ( 1/2 Sulf)df + le(8)]]2 /_1/2 Su(f) f)

Annexe 4 : Preuve de I’expression (5.3)

Dans le cas particulier ou les signaux source et les différentes composantes du bruit sont des signaux
AR d’ordre 1 de coefficients respectifs a, et a,, dont les densités spectrales de puissance sont centrées
respectivement sur les fréquences f, et f, nous avons,

R def E(ugu;_,) = (—1)”aLn|UZei27rf“n
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et, le bruit étant spatialement non corrélé,

Donc,
def = 9 9 1 —ata? def
C :e Rn c Rn = u_v I A :e " — fu
fluw n:z_:oo w®e By =00, 14+ a2a? — 2a,a, cos(2n A f) Mavee f=h-t
et
+oo 2
def n " 1+ a;
CRv,v = Z RU ®c RU 2031_a2 IM2.
Par suite
+1/2 1— a2a2 +1/2 14 a2
Su(H)Su(f)df = aia; Lt t/ S2(f)df = ot -0
/_1/2 (NS (N)df = ouen 1+ a2a? — 2a,a, cos(2r A f) ¢ 12 o(f)df = a, 1—a?

et en reportant ces expressions dans la relation (5.1) il vient :

1 1—a2a? o 1+ a2
Var 0 — 2 2 uv v v .
ar(6) ao (U“UU 14+ a2a? — 2a,a, cos(2n A f) + lle(8)]|21 - a%)
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Chapitre 5

Robustesse des algorithmes du second
ordre d’estimation de DOA face a la

largeur de bande

5.1 Introduction

En traitement d’antenne, dans le domaine de I’estimation de direction d’arrivée (DOA) d’ondes planes,
on distingue habituellement deux types de situations et par la méme deux types de traitement a mettre
en ceuvre selon que I’enveloppe complexe des signaux recus peut étre ou non considérée comme constante
durant la traversée du réseau. Les traitements correspondants, a enveloppe complexe constante, et
qualifiés a ce titre de “bande étroite” seront, en regle générale, plus simples & mettre en ceuvre que ceux
adaptés a des signaux “large bande”, dont la complexité de calcul est beaucoup plus importante (voir
par exemple [2] et ses références). Il est alors intéressant d’examiner ou se situe la frontiére entre ces
deux domaines et d’étudier dans quelle mesure, en terme de dégradation de performance, des méthodes
bande-étroite peuvent étre appliquées a des signaux a bande étendue.

Ce probleme ne semble pas avoir été étudié de facon complete précédemment. Schell et Gardner [1]
ont mentionné 'approximation bande étroite comme une source possible d’erreur de modele. Quelques
auteurs ont proposé des définitions de la situation bande étroite sans toutefois les relier aux performances
des algorithmes de DOA. En se fondant sur un résultat montré dans [3] selon lequel plus de 99.99% de
la puissance d’un seul signal requ est caractérisé par les r = [2bry + 1] plus grandes valeurs propres de
la matrice de covariance spatio-temporelle (ou b est la largeur de bande du signal requ et 74 le temps de
propagation total a travers le réseau, déphaseurs compris), Buckley définit comme étant & bande-étroite
le cas ou 2bty + 1 est suffisamment voisin de un. Pour des signaux de bande plus large et des temps
de propagation a travers le réseau plus importants, cette notion de “rang effectif” permet a Buckley et
Griffiths [4] de proposer une méthode “sous-espace” dans un contexte de signaux a bande étendue. Avec
une approche similaire, Zatman [5] considere comme bande-étroite un signal pour lequel la seconde valeur
propre de la matrice de covariance spatiale non bruitée est inférieure & la puissance du bruit. Afin de
traduire cette définition en une condition sur la largeur de bande b du signal (plus précisément sur la
largeur de bande réduite ;’—0 ou fy représente la fréquence centrale de la source), il propose d’assimiler
une source non bande-étroite a deux sources bande-étroite de méme puissance, décorrélées et avec un
écartement angulaire fonction de f% Ceci permet d’obtenir une expression de Ay, la deuxieme valeur
propre de la matrice de covariance spatiale non bruitée de la source non bande étroite en fonction de
la bande réduite, de la direction d’arrivée et de la puissance de la source ainsi que de la géométrie du
réseau. Le critére Ay < P (ou P, désigne la puissance de bruit) permet alors d’obtenir une condition
portant sur i en fonction de la direction d’arrivée, du rapport S/B et de la géométrie du réseau. Plus
récemment, Peffet d’une largeur de bande non nulle sur I’estimation de la direction d’arrivée de sources

71



{2 coariters o, Dt iGN 1 LUOCALISALTIUIN D U ounUid " LARGE DAINIII

a spectre symétrique par rapport a la fréquence de démodulation fy a été étudié par Sorelius [6].

[’objet de ce chapitre est double. D’une part nous nous proposons d’étendre 1’étude faite par Sorelius
au cas de spectres non symétriques et/ou non centrés sur la fréquence de démodulation. D’autre part,
en considérant la détection d’ordre, la borne de Cramer-Rao et la comparaison des performances asymp-
totiques entre des algorithmes bande étroite et large bande, nous montrons que la définition empirique
de I’hypothése bande étroite souvent utilisée dans la littérature selon laquelle 'ouverture du réseau est
beaucoup plus petite que I'inverse de la bande relative du signal (i.e., % < 1 ou M représente le nombre
de capteurs) est bien trop sévere. Pour étudier la robustesse des algorithmes bande-étroite de DOA vis
a vis de la largeur de bande du signal, nous ne considérerons que les situations a une ou deux sources
décorrélées, de méme puissance et de méme largeur de bande.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. La modélisation du probleme et les notations sont
introduites au paragraphe 2, les performances des méthodes classiques de détection de l'ordre, critére
d’Akaike (AIC) et critere de “minimum length description” (MDL), en fonction de la largeur de bande
sont ensuite présentées au paragraphe 3 et comparées a celles d’un nouveau critere [7] issu de I’analyse
numérique. Les biais et covariance asymptotiques (en nombre d’observations et largeur de bande du
signal) des estimées de DOA sont étudiés et illustrés au paragraphe 4 dans le cas de I’algorithme MUSIC
standard. Au paragraphe 5, le probleme de la détermination de la borne de Cramer-Rao du parametre
directionnel seul est abordé. En particulier, une expression analytique commune de la borne de Cramer-
Rao pour le parametre directionnel d’une source unique a bande étroite ou large bande est donnée dans
le cas d’une densité spectrale de puissance symétrique quelconque et d’un réseau quelconque. Enfin, le
paragraphe 6 est consacré a la comparaison des performances de deux algorithmes classiques de DOA,
I’un bande-étroite, ’autre large-bande, appliqués a une ou deux sources large bande.

5.2 Modélisation du probléeme

Les signaux provenant de K sources sont recus par un réseau de M capteurs, sont traités par un filtre
passe-bande de largeur B autour d’une fréquence fo (B < 2f5) ! puis sont ramenés en bande de base
afin d’en extraire I’enveloppe complexe. Si le bruit recu par le réseau est supposé blanc, I’enveloppe
complexe du bruit filtré I’est également, dans la bande [—%, —}—g]. L’enveloppe complexe de ces signaux
est échantillonnée a la fréquence TL & B et les M-vecteurs ainsi obtenus a la sortie du réseau aux
instants t = 1,...,7T constituent des observations indépendantes. Les M-vecteurs n; correspondants a
I’enveloppe complexe du bruit seront constamment supposés temporellement et spatialement non corrélés
avec E(nynf’) = 621,/ et indépendants des signaux des sources. Si s} représente I’enveloppe complexe de
la kiéme source par rapport & la fréquence fo et . (f) sa mesure spectrale [8] 2, I'enveloppe complexe de
cette source observée au mieme capteur a pour expression sf_mme_n”f“kvm, ol Tk, est le retard du a la
propagation du signal de la kieme source jusqu’au mieme capteur. Les parametres 7, m =1,..., M
contiennent I'information relative a la position Oy de cette source par rapport au réseau. Le M-vecteur

de I’enveloppe complexe de la sortie du réseau peut alors s’écrire :

K r+B/2
yt = Z/ eZZWfta(®k7 fO + f)d:uk(f) + ng,
k=17 —B/2

'La densité spectrale de puissance de ces signaux est supposée nulle au voisinage de la fréquence 0.

2Cette représentation spectrale s¥ = fj]f/; ei2”ftduk(f) nous permet de générer facilement des signaux stationnaires au

sens large et & bande limitée grace a Papproximation : s¥ a2 Ele_Ol afe?™ it avec f; uniformément répartie dans [—B/2, +B/2]

et L >1 (typiquement L = 200 dans nos simulations) et (af)z:o,... L—1,k=1,...,k sont des variables aléatoires non corrélées
telles que E|af|*> = %Sk(ﬂ) ot Sx(f) représente la densité spectrale de puissance de sf.
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N def - _; _i . . - N ’
ot a(0,v) = [e7™ k1 .. "2 M]T ost le vecteur directionnel de la kieme source & la fréquence

v. Si les sources sont spatialement non-corrélées, la matrice de covariance spatiale peut s’écrire :

+B/2
R, = B(y.y!) Z / a(4, fo+ Na O fo + N)df + 02T, (2.1)

B/2

ou Sk(f) représente la densité spectrale de puissance de la kieme source. Dans le cas de signaux bande-
étroite, cette matrice devient :

Ro =Y _ o}a(Oy, fo)a” (Or, fo) + orlwm, (2:2)

ou az représente la puissance de la kieme source. De facon a mettre en lumiere les parametres dont

dépend la matrice Ry, nous considérerons que la densité spectrale de puissance Si(f) de I’enveloppe
def [ fSk(f)df

complexe de la kieme source est paramétrée par sa fréquence centrale f,, = TSe(nar e Son écart-type
1
) 1
fs def (W) ® 3 et sa puissance o7.

Cette densité spectrale de puissance peut en effet s’écrire :

~ Uk f_fm>
Silf) = fgS< 5o )

ot S(f) est une fonction normalisée, i.e. vérifiant :

[swar=1 [rswdr=0 [ rsmar=t (2.3)

De ce fait la fonction de corrélation de la kieme source peut s’écrire : Ry(t) = 02R(f,t)e?™/m! ot R(t)
désigne la fonction de corrélation associée a S(f) qui, compte tenu de (2.3), est telle que :

R(0)=1 , R(0)=0 , R"(0)=—4r" (2.4)
Comme a(Oy, fo+ f)af (O, fo+ f) = a(Or, fo)a (O, fo) ®a(Oy, f)af (O, f), la matrice de covariance
R, peut s’écrire :

K

Rb - Z a(®k7 fO)aH(®k7 fO) ® Rsk + UELIM (25)
k=1

ou R, est la matrice M x M de corrélation de la kieme source de terme général :

+B/2 , .
[Rsk]m,n _ E( k x ) _ / Sk(f)ez%rf(ﬂ'k,n—ﬂ'k,m)df _ UI% / S(V)ez?w(ufa-i-fm)(ﬂ'k,n—ﬂ'k,m)d’/

St Tkmst Tkn _B/2
= OER(fo(Tim — i) €2 Im R0 Thim), (2.6)

Si z,, est le vecteur des coordonnées du mieme capteur par rapport a un capteur choisi comme origine

et pg, le vecteur d’onde unitaire de la kieme source, le retard différentiel de cette source sur le mieme

T
est T, = J}—OZTgf’“. Par exemple, pour un réseau linéaire, 7, = dTm sin 6, = J}—ch\—m sin 8y ol 8}, est 'angle

d’arrivée de la source par rapport au réseau, c est la vitesse de propagation de I'onde, d,, est la distance

®Dans le cas particulier de sources & spectre uniforme sur [fo— g, fo+ g], fm=0et fo= ﬁg.
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o
Nous montrons en Annexe 1 que R, = O'k]_]_T + 5R avec

2 2 3 2
oo () s ()] 0 ) 0 () 0 (5F) e

pour un spectre quelconque

2 3
= —2%2013057271 nk (%) + O (;—é) (2.8)

s . . def
du mieme capteur au capteur origine et \g =

[0Rs,Jm.n

pour un spectre quelconque centré sur fop,

— _9.2.2 2 _0'2 O f_0'4
= =2nf0ag .| S5 )+ 1 (2.9)
0 fo

pour un spectre symétrique centré sur fy,

def VA VA
avec Oy, n k= K—L” m) Pk

On peut donc c0n81de1er R; comme résultant d’une perturbation de Ry :

K
R; = Ry + 0R; avec SRy =Y a(O, fo)a (O, fo) ® IR, (2.10)
k=1

5.3 Performance des méthodes de détection de ’ordre

Considérons tout d’abord les performances des criteres de détection de I'ordre fondées sur la
décomposition en éléments propres. Plusieurs criteres de ce type ont été proposées. Les plus usitées
utilisent les valeurs propres de la matrice de covariance spatiale Ry (7'), estimée & partir de 7" obser-
vations indépendantes y;. Les criteres d’Akaike (AIC) et du "minimum description length” (MDL) en
constituent deux exemples typiques. Ces critéres s’implémentent facilement et, & condition que les sig-
naux soient effectivement bande-étroite, MDL fournit une estimée consistante du nombre de sources,
indépendamment du rapport S/B. Malheureusement, si la largeur de bande des signaux augmente, les
criteres AIC et MDL ont rapidement tendance a surestimer le nombre de sources et, dans la pratique, le
nombre estimé de sources est assez éloigné de la vraie valeur [9].

En fait, la détection du nombre de sources “non bande-étroite” a partir de la matrice de covariance
estimée est similaire a la détection de 'ordre “effectif” de la réponse impulsionnelle d’un canal a partir
de la matrice de covariance spatio-temporelle. La matrice de covariance spatiale estimée Ry (7T") obtenue
dans une situation “non bande-étroite” peut étre considérée comme la somme d’une matrice R, “idéale”
de rang K et d’une matrice de “perturbation” Ry T,

R, (T) =R+ 5R57T

ou K est le nombre de sources et R est la matrice de covariance spatiale non bruitée correspondant a K
sources bande-étroite. La matrice de perturbation 6Rj 7 rend compte du fait que les sources ne sont pas
bande-étroite, de I'influence du bruit additif et des erreurs d’estimation. En utilisant le concept d’angles
canoniques entre sous espaces et des résultats de perturbation de sous espaces invariants, Liavas et al. 7]
ont proposé une décomposition “maximallement stable” de ’espace engendré par la matrice de covariance
spatiale en sous espace signal et sous espace bruit dans le cadre de la détection de I'ordre d’un canal.
Cette approche a abouti au critere suivant ; l'ordre estimé K est la valeur de k qui minimise

k41 Ak
r(k) L T i Apr < 5
1, sinon

ou Ay > Ay > ... > Ap représentent les valeurs propres de la matrice estimée Ry(7T"). Nous proposons
d’utiliser ce critere dans le cas du traitement d’antenne de signaux non bande-étroite. A la différence des
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criteres AIC et MDL qui sont fondées sur la similitude des plus petites valeurs propres, le critére proposé
repose sur ’existence d’un saut entre les valeurs propres. Les simulations (cf. F1G.5.1 et [5]) montrent
que, au fur et & mesure que la largeur de bande du signal augmente, les valeurs propres émergent du
niveau de bruit les unes apres les autres. Le critéere proposé semble de ce fait prometteur.

1 X2

A3

Eigen values
Eigen values

Ag :
8 I I 8 I I

10° 10" 10° 10° 10" 10°

Fractional bandwidth Mb/fo Fractional bandwidth Mb/fo

Fic. 5.1: Valeurs propres de la matrice de covariance spatiale non bruitée correspondant & une ou deux sources
de méme puissance, de spectre uniforme et séparées de 15° et un réseau linéaire de M = 5 capteurs en fonction de

P Mb
la largeur de bande réduite T
0
35 45
One source Two sources

3 o @ ® 4 R
2 0 : Akaike criterion 2 0 : Akaike criterion Q
© 25¢ : 1 © 35 : I —
§ +: MDL criterion § #+: MDL criterion
5 *: Liavas criterion 5 *: Liavas criterion
3 2r g e e eieie i *ook Ko 3 3r e o o o @ x
£ £
5 ]
2 2
c c
§ 15¢ 1 g 25 N
£ o £
2 : E ° -
51 51
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o o

05k . B : F— 151 . B : Lo
0 | | 1 | |
10? 10" 10° 10? 10" 10°
Fractional bandwidth Mb/fo Fractional bandwidth Mb/fo

F1G. 5.2: Nombre moyen de sources détectées (100 réalisations) par les critéres d’Akaike, MDL et de Liavas en
fonction de la largeur de bande réduite % pour un réseau linéaire de M = 5 capteurs, une ou deux sources (de
méme puissance, de spectre uniforme et séparées de 15°, un rapport S/B = 20dB et T' = 160 observations.

La F1G.5.2 montre que le critére de Liavas est beaucoup moins sensible & ’augmentation de la largeur
de bande du signal que les criteres AIC et MDL pour un nombre fini d’observations. Considérons le
comportement asymptotique de ces différents estimateurs lorsque la taille de ’observation tend vers
P’infini.
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Les F1G.5.3 4 et F1G.5.4 montrent, respectivement pour une et deux sources, les domaines de la bande
réduite % dans lesquels les criteres MDL et Liavas estiment correctement le nombre de sources pour des

observations de grande taille (i.e. en statistiques exactes).
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.
®
T

351

=
o
T

-
=
T

251

o
N
T

o
o
T

Number of sensors

@
T

(SNR'=20 dB) (M =5 sesors)

i
0 2 1

2 I

1

10° 10
Fractional bandwidth Mb/fo
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F1G. 5.3: Nombre asymptotique (par rapport au nombre d’observations) de sources détectées par les critéres MDL

(Nm) et Liavas (NI) en fonction de la largeur de bande réduite % (en abscisse) et du nombre de capteurs ou du

rapport S/B (en ordonnée) dans le cas d’un réseau linéaire uniforme et d’une source & spectre uniforme.
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F1G. 5.4: Nombre asymptotique (par rapport au nombre d’observations) de sources détectées par les critéres MDL
(Nm) et Liavas (N1) en fonction de la largeur de bande réduite % (en abscisse) et du nombre de capteurs, du

rapport S/B ou de la séparation angulaire (en ordonnée) dans le cas d’un réseau linéaire uniforme et de deux
sources de méme puissance et a spectre uniforme.

*La F16.5.3 par exemple doit étre interprétée de la facon suivante : le critére MDL détecte une source (Nm=1) dans la
zone a gauche de la courbe “MDL” soit pour % approximativement plus petit que 1.5 x 107" et sinon plus d’une source alors
b

que le critére Liavas détecte une source (N1=1) dans la zone & gauche de la courbe “Liavas” soit pour J\f—o approximativement

plus petite que 7 x 10! et sinon plus d’une source.



DIAL L1 CUVAIRIANULE ASY VIE L UL 1IJU LD ol

Dans les situations décrites par ces figures le critere de Liavas surclasse toujours le critere MDL.
Par ailleurs nous pouvons remarquer que les performances des criteres MDL et de Liavas se dégradent
lorsque le rapport S/B augmente (bien que le critére de Liavas soit plus stable) et reste relativement
constant lorsque le nombre de capteurs augmente. Si nous considérons maintenant I'influence de la
séparation angulaire entre deux sources de méme puissance, nous constatons que les performances du
critere de Liavas restent constantes alors que celles du critere MDL se dégradent lorsque ’écart angulaire
augmente.

Une comparaison exhaustive de ces deux critéres nécessiterait de considérer un grand nombre de
situations différentes, pour différentes valeurs des parametres en question : nombre de capteurs, écarts
angulaire, spectres et rapport S/B. Par exemple, une étude spécifique du cas de deux sources de méme
puissance et méme spectre uniforme et d’un réseau linéaire uniforme montre que parfois le critere de
Liavas ne parvient pas a détecter I’'une des sources pour un faible nombre de capteurs, un bon rapport
S/B et un faible écart angulaire alors que le critéere MDL détecte correctement les deux. Il en est de
méme dans le cas de sources de puissances différentes.

5.4 Biais et covariance asymptotiques

Pour étudier le biais et la covariance asymptotiques (en nombre d’observations et en largeur de bande
du signal) des estimées des directions d’arrivées par des méthodes bande-étroite du second ordre, nous
adoptons une approche fonctionnelle consistant a considérer ’ensemble du processus de calcul d’une es-
timation ©(7") de © comme une fonctionnelle qui, appliquée a la matrice estimée Ry(7T") = % 2?:1 yiyH,
fournit cette estimation ©(T). Cette relation fonctionnelle est notée O(T) = alg(Ry(T)). Les différentes
méthodes bande-étroite du second ordre sont telles que ©® = alg(Ryg) et de ce fait peuvent é&tre con-
sidérées comme autant d’extensions de I’application Ry — © a n’importe quelle matrice Hermitienne non
structurée Ry(7T). On peut considérer que Ry(T) résulte d’une perturbation de Ry :

Rb(T) =R, + R, (4.1)
ot §Ry est l'erreur d’estimation, vérifiant E(6R7) = O et Cov(dRr) = O (7). Pour la plupart des
algorithmes du second ordre, ’application alg(-) est suffisamment réguliere pour que I’on puisse écrire, a
partir de (4.1),

O(T) = alg(Rs) + (D%, 6R7) + O(||R1 ), (4.2

ol (D;lf, dR7) représente la différentielle de I’application alg(-), évaluée au point Ry et appliquée a R7.
On en déduit, en calculant I’espérance mathématique :

E(O(T)) = alg(Ry) + O (%) . (4.3)

En considérant Ry comme résultant d’une perturbation de Rg,une analyse au premier ordre du résultat
de l'application d’un algorithme du second ordre & Ry évalué au point Ry donne :

alg(Ry) = alg(Ro)+ (DRE, 6Rs) + O(||5Ry||*)
= O+ Dg%Vec(SRs) + O([|0Rs|%), (4.4)

oll Dﬁf 5 représente la matrice de la différentielle de I’algorithme bande étroite du second ordre alg(-)
au point Rg. Grace a (4.3) et (4.4), on obtient alors le résultat suivant :

. 1 1 R A .
®Les expressions de D;i et de D;gb peuvent étre obtenus grace a un calcul de perturbation.
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Résultat 5.1 Le biais asymptotique (par rapport au nombre d’observations et a la largeur de bande du
signal) de Uestimation O(T) fournie par un algorithme bande étroite du second ordre est donné par :

EO(T) -6 = DﬁfVec(cSRb) + O(|I6R4|)*) + O (%) pour un spectre quelconque (4.5)

K 3
- () o (f) o)
2t ) o) rolr
pour un spectre quelconque centré sur fo  (4.6)
s (2 f2 1
= b’ @) O\ =
2ot () ro (7)o (7)

pour un spectre symétrique centré sur fo  (4.7)

avec bzlg def D;{fVec (a(®k7 fo)a (O, fo) ® UkUk) ot [Uklmm dof _9n2q2

m,n,k"

Les relations (4.2) et (4.3) nous fournissent une expression asymptotique de la différence entre I’estimation
et son espérance mathématique :

O(T) - E(O(T)) = D¢ Vec(SR7) + O ( ) + O(||6Ry]|2). (4.8)

On en déduit alors une expression asymptotique de la covariance de I’estimateur :

Résultat 5.2 La covariance asymptotique (par rapport au nombre d’observations et a la largeur de bande
du signal) de l’estimation O(T) fournie par un algorithme bande étroite du second ordre est donné par :

Cov(o(n) = yDRick, (D) +0 (4 )+O( )O(HaRbH?HO(HaRbH‘*)

1 alg alg alg alg alg alg H
= ZDR4(Ro ©. Ro) (DRb) —|—TDRb(R0 ©. 5Ry) (DRb) n D *(6R; @c Ro) (DR?)

+ 0 () +0 (3) OtIsR?) + OoRul) (19)

avec Cr, = lim7_yo TCov(Vec(Ry(T)) = limr_ o TE(Vec(§R1)Vec” (§RT)) = Ry ®. Ry pour des ob-
servations complexes circulaires indépendantes yy, [10, p. 336].

Ces résultats généraux étendent, au cas de spectres non symétriques et/ou non centrés, les résultats
présentés dans [6] dans le cadre de spectres symétriques.

Le paragraphe suivant propose une illustration des ces résultats généraux dans le cas de I’algorithme
MUSIC classique et dans le cas de deux situations particuliéres : une seule source ou deux sources de
meéme puissance.

Rappelons tout d’abord que la matrice associée a la différentielle Dﬁi de l'algorithme MUSIC standard,
obtenue par un calcul de perturbation (cf. [11] par exemple) est donnée par :

. 1 ’ ’
Drﬁlgsm(l, :) = @ (agrs ®c aé’j{Hn ‘|’ aaj{Hn ®c agrs) ’ l — 17 L 71{ (410)
1

ou IT, et I'; représentent respectivement la matrice de projection orthogonale sur le sous espace bruit
associé a Ry et la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose (Rg — UZIM)#. Dans ce paragraphe nous
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. . ;. . ’ ’ ’ d
poserons pour simplifier I’écriture ag, def a(O, fo), l=1,...,K et ap, = 2a€7Hna€l avec ag def %.
Avec ces notations, le biais asymptotique devient :

. 2 /

DR Ve (0R,)]; = @%( TR, M,ay,) = o (2l Ty (R — 021a0)TLa,)
3
2 < +B/2 H H AH !
= — / Sk(f)% <a@kI‘5A9k7J:agka9k AakJeHna@l) df (411)
a@l k:l —B/2
ou (.) représente “la partie réelle de” et Ay, ¢ def Diag(e="™ /™1, ... e72m k),

5.4.1 Cas d’une seule source

Dans le cas d’une seule source, nous avons les résultats suivants, démontrés dans I’Annexe 2:

Résultat 5.3 Le biais asymptotique (par rapport au nombre d’observations et a la largeur de bande du
signal) est donné par :

o sr? f_m) o~ 2P} (20— 20)" P (fS) (fQ)
pem)-en = g (fr) 3 Rt o (K)o (4

n,m=1

2f 1
+ 0 (foJ; ) +0 (T) pour un spectre quelconque (4.12)
0

7)oz
= O O
(fo *
ldef dpl

7)rols
= 0 0]
(fo "
avec pl = E

Dans le cas d’un réseau linéaire quelconque et d’un signal a spectre symétrique par rapport a fo+ [

E(¢1(T)) — ¢ = ¢1J}’g (§:>+O(;) (4.15)

ot ¢1 = wsin Oy est la pulsation spatiale et 81 'angle d’arrivée par rapport a la normale du réseau linéaire.

pour un spectre centré sur fo (4.13)

pour un spectre symétrique par rapport a fo  (4.14)

Notons que I’expression (4.14) du biais asymptotique dans la cas d’un réseau quelconque et d’un spectre
symétrique est plus précise que I’expression 3 ( ) + O( ) donnée dans [6]. De plus le calcul numérique

du biais asymptotique music(Ry) —6; (par rapport au nombre d’échantillons) montre que ce biais asymp-
totique vérifie [music(R;) — 61| < 107° pour une source de spectre uniforme et pour des réseaux linéaires
ou circulaires uniformes comptant jusqu’a 20 capteurs et ceci indépendamment de la valeur de 6.
Le résultat 5.3 montre en outre que le comportement de I’estimateur est fortement influencé par le fait
que le spectre du signal soit centré ou non sur fy et, dans le cas ou le spectre est centré sur fy, par le fait
que le spectre soit symétrique ou non par rapport a fy.

Concernant maintenant la variance asymptotique (en nombre d’observations et en largeur de bande
du signal), nous montrons en Annexe 3 le résultat suivant concernant les signaux a spectre centré sur la
fréquence fp.

6Nous notons qu’une évaluation précise de ce biais asymptotique & partir de calculs numériques n’a pu étre obtenue en
raison du caractere tres “plat” de la fonction de localisation de MUSIC au voisinage de I’extremum et de la précision limitée

de Poutil de calcul Matlab.
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Résultat 5.4

Var(8} (1)) = Var(@ (1)) (1+¢

2
g

3

) +of

4

20

fa

))+olr)

(4.16)

ot Var(09(T)) est la variance asymptotique de l’algorithme MUSIC dans le cas bande étroite (cf. [12, rel.

(3.12)] par exemple) et ou c est donné en Annezxe 3.

Le role crucial, dans les performances, de la position du spectre du signal par rapport a la fréquence
fo est illustré par les F1¢.5.5 et F1G.5.6. La F1G.5.5 présente les courbes des iso-valeurs de I’erreur
quadratique moyenne sur l’estimation de la pulsation spatiale ¢y par l'algorithme MUSIC standard en

fonction, d’une part de

f—m, I’écart réduit de la fréquence centrale & la fréquence fy et d’autre part de 2,
0

la largeur de bande réduite du signal pour une source de spectre uniforme. La F1G.5.6 représente |’erreur
quadratique moyenne en fonction de la largeur de bande réduite du signal pour différentes valeurs de
I’écart réduit de la fréquence centrale a la fréquence fjy.
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F1G. 5.5: Courbes des iso-valeurs de I’erreur quadratique moyenne en fonction la largeur de bande réduite du
signal f% et du décentrage réduit J}—’;”‘ dans le cas d’une source de spectre uniforme, d’un réseau linéaire uniforme

de 5 capteurs, d’'un S/B = 20dB et de T'= 160 ou 320 observations.
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en fonction de f% pour différentes valeurs de fL’[‘; avec un S/B = 20dB et
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L’erreur quadratique moyenne est donnée par :
EQM (¢ (T)) = biais?(¢y (T)) + Var(¢y(T)) (4.17)

ol biais et variance sont donnés respectivement par ¢1J}—’;’L (cf. (4.15)) et par 5 mUSIC(RO ®: Ro+ Rp @,

N\NH
SRy + 0Ry ®.: Ry) (Dﬁ;‘s‘c) (cf. (4.9)) avec SRy donné par (2.9) et (2.10). Le terme principal de cette
EQM peut s’écrire :

o= a(§): [ (53 (5] s

ou ¢o/T représente la variance asymptotique (en nombre d’observations) de I’algorithme MUSIC appliqué
a une source bande étroite. Nous voyons le réle clef joué par I'offset en fréquence f,, entre la fréquence
centrale du spectre et la fréquence de démodulation fy : les algorithmes bande étroite du second ordre
sont beaucoup plus sensibles a cet offset en fréquence qu’a la largeur de bande du signal. De plus, le biais

étant indépendant de T, cette sensibilité a f,, s’accroit avec le nombre d’observations comme le montre
la F1G.5.6.

5.4.2 Cas de deux sources

Dans le cas de deux sources, méme si les spectres de ces sources sont symétriques par rapport a fy, les
termes DEESiC(l, :)Vec(dRyp), [ = 1,2 ne s’annulent pas et de ce fait les estimations des directions d’arrivée
sont asymptotiquement (par rapport au nombre d’observations et a la largeur de bande) biaisées. Nous
montrons en Annexe 4 que, dans le cas particulier de deux sources a spectre centré sur fp, les termes
précédents peuvent s’écrire

. 2 fs
Bose(l, ) Vec(dRy) = ¢ ( ) +0 ( ) I=1,2, (4.19)
13 fo

ou l’expression de ¢; est donnée en Annexe 4.

Grace a cela, trois expressions asymptotiques (par rapport au nombre d’observations et a la largeur de
bande) du biais peuvent étre obtenues ; les deux premieres analytiques et la derniere, numérique :

f2

(a) DESSiC(l,:)VeC((st), (b) ¢ (fo

) et (c) music;(Ry) — 6, [ =1,2.

Avec les valeurs des parametres de la F'1G.5.7, on constate que ces trois valeurs sont trés voisines jusqu’a
Mb
fo T =1
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F1G. 5.7: Biais asymptotiques (en b et T') (a) (b) et (c) et estimés par méthode de Monte Carlo (100 réalisations)
(o) des pulsations spatiales ¢ = msinfy de deux sources de méme puissance, de spectre uniforme centré sur fy
et d’azimuts respectifs 6; = 25° (1), 2 = 40° (2) pour un réseau linéaire uniforme de 5 capteurs, S/B = 20dB,

T = 160 en fonction de %.

De plus, comme les biais sont de signes opposés, les directions d’arrivée estimées s’écartent lorsque la
largeur de la bande de fréquence augmente, ce qui pourrait se traduire par une augmentation du pouvoir
séparateur de MUSIC dans ce cas. En fait, quand le nombre de capteurs augmente, les directions d’arrivée
estimées continuent & s’écarter, mais les biais ne sont plus nécessairement de signes opposés comme le
montre par exemple la F'1G.5.8 qui correspond a la situation précédente sauf pour ce qui concerne le
nombre de capteurs qui a été doublé. De ce fait le critére habituel de résolvabilté des sources (critere de
Cox ) fondé sur un seuil évalué & mi-angle %(6; + 63) (cf. [13]) ne convient pas dans cette situation.
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F1G. 5.8: Biais asymptotiques (en b et T') (a) (b) et (c) et estimés par méthode de Monte Carlo (100 réalisations)
(0) des pulsations spatiales ¢ = msinfdy de deux sources de méme puissance, de spectre uniforme centré sur fy
et d’azimuts respectifs §; = 25° (1), #2 = 40° (2) pour un réseau linéaire uniforme de 10 capteurs, S/B = 20dB,

T = 160 en fonction de %.

7S g(8) désigne la fonction de localisation de l'algorithme, dont les minima fournissent les estimées des paramétres, les
91+92) > 9(61)+9(6)
2 2

deux sources seront réputées résolues si g(
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5.5 Borne de Cramer-Rao

Nous avons montré au paragraphe 5.4 que, dans le cas de sources large bande & spectre centré sur la
fréquence de démodulation fp, ’estimée du parametre DOA donnée par tout algorithme du second ordre
est asymptotiquement (par rapport au nombre d’observations et & la largeur de bande) non biaisée (c.f.
rel. (4.6) et (4.7)) &. 1l est donc pertinent dans ce cas de considérer le probleme de la détermination de
la borne de Cramer-Rao associée a I'estimation de ce parametre.

Dans le cas de T observations complexes circulaires gaussiennes centrées yy, la BCR pour I’ensemble des
parametres inconnus W contenus dans la matrice de covariance spatiale Ry est obtenue en inversant la
matrice d’information de Fisher (MIF) I(W) (cf. par ex. [14, rel. (15.52)]) :

(5.1)

(W) =T Tr (R—l @R‘l aRb) ‘

byt 0

Du fait de la nécessité d’inverser la MIF, il est tres difficile d’obtenir une expression analytique de la
BCR, méme pour le seul parametre ©. Pour contourner cette difficulté, de nombreux d’auteurs (cf. [15]
par exemple) ont utilisé ’efficacité asymptotique de 'estimateur au sens du maximum de vraisemblance
(ML). La BCR du vecteur complet des parameétres ¥ est alors donnée par la covariance asymptotique de
cet estimateur. Mais, obtenir directement la matrice de covariance asymptotique de ’estimateur ML du
seul parametre © suppose que la fonction de vraisemblance soit séparable. Malheureusement, la propriété
de séparabilité de la fonction de vraisemblance utilisée dans le cas de sources bande-étroite (cf. [15] par
exemple) ne peut s’étendre en dehors de cette hypothese.

Nous allons montrer dans la suite que, dans le cas particulier d’une source large bande & spectre
symétrique par rapport a fo et d’un réseau quelconque, on peut obtenir une expression analytique de la
BCR pour I’angle d’arrivée 81 seul. Cela nous permettra de relier les cas bande étroite et large bande.
Nous considérerons ensuite le cas de plusieurs sources o nous montrerons que 'approche utilisée dans
le cas d’une seule source échoue.

5.5.1 Cas d’une seule source

Rappelons tout d’abord que dans le cas d’une seule source la matrice Ry s’écrit :

_ +B/2 H 2
Ry = 5 S1(f)a(©1, fo+ f)a” (01, fo+ fdf +a,1u, (5.2)
—B/2

et que par ailleurs

a(f1, f+ fo)a™ (01, f + fo) = Ay, (a(by, f)a" (61, f)) AF

avec Ag, def Diag(e~mfomi1 | e=2mfomiam) Donc (5.2) peut s’écrire :
R, = Ag Ro Al (5.3)

avec Rg = R, + a1y ol R, est une matrice réelle symétrique dont tous les termes de la diagonale
principale sont égaux & . La matrice symétrique réelle Rg ? peut donc étre paramétrée par le vecteur

® dont les L = % + 1 composantes sont Uf + UfL et les % termes d’un bloc triangulaire. La

matrice Ry est donc entierement déterminée par le parametre ¥ def (61, 9).

8Rappelons également que dans le cas d’une seule source & spectre symétrique par rapport a fo nous avons constaté que
le biais est négligeable pour tout b dans le cas de réseaux linéaires ou circulaires réguliers.
°Dans le cas d’un réseau linéaire régulier R est de plus de structure Toeplitz.
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En utilisant le fait que Ry dépende linéairement de ® et en suivant la méme démarche que [16, Appendix]
10 on montre en Annexe 5 que :

(W) = 0, k=2,...,L (5.4)
_,0Ro __,0Rg
I(W =TT 1= 2R 1 — = kil=2...,L 5.5
1 = 71 (R RGN k=2, 55
1 2 1 1
I, = T <—2Tr(A€l )+2Tr(A€1R51A91R¢)), (5.6)
N 1 def . T T
ol Ay = —27rf0D1ag(ddTlil,... ,dle’lM).

En conséquence la MIF du parametre W a une structure bloc-diagonale :

' )

ou I(#) représente la matrice d’information de Fisher du parameétre #; considéré comme le seul parametre
inconnu et I(®), la MIF du parametre & déduit de T observations complexes circulaires gaussiennes
centrées indépendantes de matrice de covariance Rg. LLa BCR du parameétre ; est donc :

1 r 2 ’ _ 1 -1
BCRy, = 171(6:) = 3= (—Tr(Ael ) + Tr(A(,qu,lA@lR@)) , (5.7)

et comme [I=1(W)]; 1 = [I(¥)]; ], BCRy, n’est pas diminuée par la connaissance des autres parametres
inconnus.

Nous proposons maintenant une relation entre BCRezl, et BC’Ra(l), les BCR respectives du parametre 6,
dans les cas large bande et bande étroite. En écrivant, dans (5.7), Rg sous la forme :

Ro = 07117 + (021 + 0R,, ),
le résultat suivant est démontré en Annexe 6.

Résultat 5.5 La BCR de l’angle d’arrivée 6, d’une source large bande est donnée par

BCR(gf = BCR@(IJ (1 + c (f—;j) +0 (f—§>) (5.8)

ot BCRyo est la BCR classique du scénario bande-étroite (cf. [15, rel. (17)] par ex.) et ¢’ est donné en
Anneze 6.

A Taide d’évaluations numériques des coefficients ¢ et ¢’ intervenant dans les expressions de la variance
asymptotique (4.16) (donnée par I'algorithme MUSIC) et de la borne de Cramer-Rao asymptotique (5.8)
nous pouvons remarquer (cf. F'1G.5.9) que ces coefficients c et ¢’ croissent tres rapidement avec le rapport
S/B et deviennent extrémement importants.

1"Nous remarquons qu’en utilisant la propriété de linéarité de la matrice Ry par rapport au paramétre ®, une autre
expression analytique plus compliquée (exigeant une matrice de projection) peut étre obtenue (voir par exemple [17] & I’aide
d’une démonstration assez longue, [18, Appendix 4.C] avec une démonstration trés courte et (2.18) au chapitre 6).
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Fi1a. 5.9: Coefficients ¢ (-) et ¢’ (- -) en fonction du rapport S/B pour une source large bande (% =1) et un

réseau linéaire uniforme de 5 capteurs.

Ceci a comme conséquence d’atténuer 'effet qu’a "augmentation du rapport S/B sur "amélioration
de la précision de I’estimation dans le cas d’une source 4 bande étendue comme le confirme la F1G.5.10.
On constate en outre sur cette figure que I'approximation fournie par les deux premiers termes du

développement de (4.16) est trés bonne (y compris pour % =1).

3 1
10° 3
| @

10°}

107}

8 | | |

1 L 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Rapport S/B (dB)

F1G. 5.10: Comparaison de Var(6%(T)) (-) et de Var(69(T)) (1 +e (%)) (- . -) a Var(69(T)) (- -) dans la cas

d’une source large bande pour 22 =1 (1) ou #% = 0.1 (2), un réseau linéaire uniforme de 5 capteurs et T = 160

10

fo fo
(les courbes (-) et (- . -) sont pratiquement confondues dans le cas (1) et confondues dans le cas (2)).
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F1G. 5.11: Comparaison de BC'Rgs (-) et de BCRyo (1 +c (%)) (- .-) & BCORyo (- -) dans la cas d’une source

large bande pour % =1(1)ou % = 0.1 (2), un réseau linéaire uniforme de 5 capteurs (dans le cas (2) les courbes

(-) et (- . -) sont confondues sauf au voisinage de S/B = 0).

10

Nous constatons également sur la F'1G.5.11 que le comportement de la borne de Cramer-Rao en fonction
de "'augmentation du rapport S/B est profondément différent selon la largeur de bande du signal. Pour
une bande strictement étroite, Rg devient singuliere de rang 1 lorsque o2 tend vers 0 ; par suite BCR&?
tend vers 0 d’apres (5.7). Nous avons dans ce cas, un modele d’observation déterministe et le parametre
0, est identifiable a partir d’un nombre fini d’observations. Au contraire, dans le cas d’une bande non
strictement étroite, le modele d’observation reste stochastique, Rg reste de rang plein lorsque o2 tend
vers () et BCRH? tend vers la limite :

1 1 ! 1] -1
lim BCRy = 5 (-Tr(a,") + Tr(AL RS AL R,,))

62 —0

De plus, nous constatons sur la F1G.5.11 que l'approximation fournie par les deux premiers termes
du développement de la borne de Cramer-Rao (5.8) a un domaine de validité plus restreint que
pour la variance donnée par l'algorithme MUSIC. Si d’adéquation est parfaite entre BCRQ? (-) et

BC’RQ? (1 + (;—‘3)) pour M = 0.1 et ce pour tout rapport S/B, cette adéquation est perdue pour
0

fo
% = 1 contrairement au cas de la variance donnée par 'algorithme MUSIC.

Remarque : Dans le cas particulier d’une source large bande a spectre symétrique par rapport a fy et
d’un réseau linéaire quelconque, nous montrons en Annexe 7 que si la forme normalisée S(f) du spectre
de la source est connue, R, devenant paramétrisée par (6, V) avec ¥ = (6, f,,0% 02), la démarche
précédente conduit a la méme expression (5.7) de la borne de Cramer-Rao de #;. Mais curieusement
cette démarche n’est plus valable pour un réseau non linéaire. On constate d’ailleurs, a l’issue de la
démonstration que les parametres 6; et (0,02

) sont découplés seulement si la largeur de la bande f, du
signal est connue.

La Fig. 5.12 illustre les résultats précédents dans le cas d’une source de spectre uniforme et centré sur
fo, de largeur b et d’un réseau linéaire uniforme de 5 capteurs.
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Fic. 5.12: EQM et BCR pour la pulsation spatiale ¢; = 7sin §; en fonction de %.
EQM asymptotique (en b et T') (1) et estimée (1000 réalisations) par MUSIC standard (o et intervalle de confiance

4 99%), CRBy, exacte (2) et asymptotique (en b)(3) pour une source a spectre uniforme et centré et un réseau
linéaire de 5 capteurs, S/B = 20dB, T' = 320.

Elle présente, en fonction de la largeur de bande réduite % pour un rapport S/B de 20 dB et un

nombre d’observations de T" = 320 :

(1) PEQM asymptotique (par rapport a la largeur de bande et au nombre d’observations) analytique
de P'algorithme MUSIC (4.17)

(2) la BCR exacte (5.7)

(3) la BCR asymptotique (par rapport a la largeur de bande) BCRé,zl, (5.8) et 'TEQM asymptotique (par
rapport a la largeur de bande) de I’algorithme MUSIC (4.16) (ces 2 courbes sont en fait confondues)

(o) PEQM asymptotique (par rapport a la largeur de bande) estimée de ’algorithme MUSIC (1000
réalisations et intervalle de confiance & 99%)

Concernant les résultats présentés par la Fig. 5.12, nous pouvons faire les remarques suivantes :

1. les valeurs de la BCR exacte (2) et de I'expression asymptotique de la BCR (3) coincident jusqu’a
Mb
== =10.6
fo !

2. les valeurs estimées de 'EQM de I’algorithme MUSIC concordent bien avec les valeurs théoriques

de PEQM asymptotique jusqu’a % = 1.8,

3. les valeurs de la BCR asymptotique coincident avec le valeurs de ’TEQM asymptotique pour toutes

les valeurs de % envisagées.

En conséquence, 'algorithme MUSIC conventionnel, efficace asymptotiquement (par rapport au nombre
d’observations) dans le cas d’une largeur de bande nulle, le reste lorsque la largeur de bande augmente
jusqu’a % =0.6.
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5.5.2 Cas de plusieurs sources

Dans le cas de plusieurs sources de spectres symétriques par rapport a fy, la matrice de covariance spatiale
R est paramétrée par (0)r=1,... K, o2 et les termes des blocs triangulaires des matrices symétriques réelles
(Rs, )k=1,....k (cf. eq. (2.5)). Toutefois le paramétrage n’est maintenant plus unique car ces parametres
ne sont pas identifiables de facon unique a partir de Rj. Pour pouvoir estimer les parametres directionnels
a partir de la seule connaissance de la matrice de covariance spatiale Ry, il est nécessaire de disposer d’une
connaissance a priori supplémentaire. Par exemple, si la forme normalisée S(f) des spectres des sources
est identique et connue, R peut étre paramétrée de facon unique par O = (8y,...,0k, f5, 0%, ..., 0%, 02).
Mais, méme dans ce cas, la démarche utilisée dans le cas d’une source n’est pas applicable et nous devons
nous contenter d’inverser la matrice d’information de Fisher (5.1) et d’extraire le bloc supérieur gauche
de T(W)~1.
Notons enfin que si la forme normalisée S(f) des spectres des sources est connue ainsi que leur
, A o . def
écart-type f,, Ry peut étre paramétrée de fagon unique par ¥ = (0,®) avec © = (6y,...,0k) et
def p p C e e s . .
o = (0%,...,0%,02) et en conséquence, Ry dépend ici linéairement de ®. Le lemme d’inversion

n
matricielle utilisé dans [18, Appendix 4C] permet d’obtenir directement une expression analytique de la

BCR de ©.

La F1G.5.13 illustre ces résultats dans le cas de deux sources de méme puissance, de spectre uniforme
et centré de largeur b et d’un réseau linéaire uniforme de 5 capteurs. Les directions d’arrivée sont
respectivement 8; = 65° et 6, = 50°, le rapport S/B = 20 dB et le nombre d’observations 7" = 320.

Elle présente

(1) PEQM asymptotique (par rapport a la largeur de bande et au nombre d’observations) analytique
de Palgorithme MUSIC (4.17)

(2) la BCR exacte (5.7)

(o) PEQM asymptotique (par rapport a la largeur de bande) estimée de 'algorithme MUSIC (1000
réalisations et intervalle de confiance & 99%)

Nous pouvons constater que les valeurs estimées de ’'EQM de I’algorithme MUSIC concordent bien avec

les valeurs théoriques de ’EQM asymptotique jusqu’a % = 1. D’autre part, bien que cet algorithme ne

soit pas efficace, la Fig.5.13 montre qu’il demeure pratiquement efficace jusqu’a % = 0.4.
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Fic. 5.13: EQM et BCR pour la pulsation spatiale ¢; = 7sin §; en fonction de %.
EQM asymptotique (en b et T') (1) et estimée (1000 réalisation) par MUSIC standard (o et intervalle de confiance
a 99%), CRBy, exacte (2) pour deux sources & spectre uniforme et centré et un réseau linéaire de 5 capteurs,

S/B = 20dB, T' = 320.

5.6 Performances comparées d’algorithmes bande étroite et large
bande

Dans ce paragraphe, nous comparons les performances de deux algorithmes classiques d’estimation de
DOA, 'un bande étroite, I’autre large bande, en fonction de la largeur de bande du signal. Une com-
paraison complete nécessiterait I’étude de différentes situations, en type de réseaux, formes de spectres,
directions d’arrivée ou valeurs de rapport S/B, ce qui sortirait du cadre de ce chapitre. Nous nous
contenterons de considérer les deux scénarios a une et deux sources de la section précédente. Nous utilis-
erons respectivement ’algorithme MUSIC standard opérant sur la matrice de covariance spatiale comme
méthode bande étroite et 1’algorithme proposé par Friedlander et Weiss [19] utilisant les matrices de den-
sité inter-spectrale comme algorithme large bande. 1l parait a priori naturel d’effectuer cette comparaison
avec un nombre identique d’observations. Remarquons cependant que, dans le cas des algorithmes bande
étroite utilisant la matrice de covariance spatiale, ces observations consistent en échantillons temporels
généralement supposés indépendants alors que dans le cas des algorithmes large bande utilisant les ma-
trices de densité inter-spectrale, les sorties des capteurs sont subdivisées en tranches temporelles et les
observations correspondent en fait aux transformées de Fourier de ces différentes tranches. Pour pou-
voir comparer ces deux méthodes dans les mémes conditions il convient donc de le faire sur une méme
durée d’observation c’est a dire, si la fréquence d’échantillonnage est la méme, avec le méme nombre
d’échantillons temporels consécutifs. Nous fournirons donc aux deux algorithmes les mémes jeux de
données constitués d’échantillons de ’enveloppe complexe des signaux prélevés a la fréquence de Nyquist
fs = TL = b. Remarquons que dans cette situation les échantillons temporels ne peuvent plus étre con-
sidérés comme indépendants. Par suite, les expressions de la BCR et de PEQM de MUSIC données dans
le paragraphe 5.5 ne sont plus valables.
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F1G. 5.14: EQM estimée sur la pulsation spatiale ¢; = wsinf; pour I'algorithme MUSIC standard (o) et pour

I’algorithme large bande (*) en fonction de % (1000 réalisations et intervalles de confiance & 99%).

1071, T T 77 ]
I 1
I X‘:
! I
I / 4
B Two equipowered soufces ! /
10" { / -
l /
i
[} /X
/ /
¥
w3 /
%] L . A
2 10 & //
S
o
/
/.
E 7
, 7
4 R
107 ok e
e 7
P ¢
£ = :?» x7
5= :%: %,: - Fd :%'j@ =& 2
-5
10 — —
107 10" 10°

Fractional bandwidth Mb/fo

F1G. 5.15: EQM estimée sur la pulsation spatiale ¢; = wsinf; pour 'algorithme MUSIC standard (o) et pour
I’algorithme large bande (*) en fonction de % (1000 réalisations et intervalles de confiance a 99%).

Cependant, il a été démontré dans [20] et dans le paragraphe 4.5.1 du chapitre 4 que dans le cas de
sources a bande strictement étroite, les performances asymptotiques de tout algorithme du second ordre
d’estimation de DOA ne dépend pas de la fréquence d’échantillonnage si TL > b, mais seulement de la
durée d’observation. Les Fig.5.14 et 5.15 montrent que les performances de I’algorithme MUSIC (qui sont
légerement dégradées par rapport a celles des Fig.5.12 et 5.13) sont équivalentes a celles de I'algorithme
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large bande jusqu’a Mb/fy < 0.1. L’algorithme large bande surclasse ensuite ’algorithme MUSIC pour
0.1 < Mb/fy < 2.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les performances des algorithmes de DOA du second ordre
“bandeétroite“ lorsqu’ils sont appliqués a des sources a bande étendue.

En considérant tout d’abord le probleme de la détection de ’ordre, nous avons comparé les performances
des méthodes classiques AIC et MDL & celles d’'une méthode proposée récemment par Liavas et al. [7]
et montré que cette derniére semblait plus adaptée au probleme posé par les signaux a bande étendue.
Nous avons ensuite étendu les résultats obtenus dans [6] dans le cadre de sources a spectre symétrique
par rapport a la fréquence de démodulation fy au cas de spectres non symétriques et/ou non centrés sur
cette fréquence. Nous avons proposé des expressions générales du biais et de la covariance asymptotiques
(en nombre d’observations et en largeur de bande du signal) des estimées des directions d’arrivées par
des méthodes bande étroite du second ordre en fonction des paramétres de centrage et de disparsion du
spectre des sources. Ces expressions nous ont permis de montrer, notamment dans le cas d’une seule
source, que ces algorithmes sont beaucoup sensibles au caractére non centré du spectre qu’a sa largeur
de bande.

En considérant ensuite plus particulierement le cas de sources a spectre symétrique par rapport a la
fréquence de démodulation, nous avons donné une expression générale de la borne de Cramer Rao dans
le cas d’une source large bande et exprimé cette borne en fonction de la BCR du cas bande étroite. Ceci
nous a permis notamment de montrer que le comportement de la BCR lorsque le rapport S/B augmente
est profondémment différent selon la largeur de bande du signal.

Enfin, nous avons comparé les performances asymptotiques de deux algorithmes classiques de DOA, I'un
bande étroite, I'autre large bande. Cette comparaison ainsi que les résultats des études précédentes con-
cernant la détection de l'ordre et la BCR nous ont montré que la définition empirique de I"hypothese
bande étroite souvent utilisée dans la littérature selon laquelle 'ouverture du réseau doit étre beaucoup
plus petite que l'inverse de la bande relative du signal (i.e., % & 1) est bien trop sévere dans le cas
d’une source ou de deux sources de méme puissance a spectre symétrique par rapport a la fréquence
de démodulation. En effet, dans ces situations, notre étude théorique, confirmée par des simulations, a
montré que, dans le cas de réseaux linéaires uniformes !

e pour une source, I’algorithme MUSIC standard reste asymptotiquement efficace jusqu’a % =0.6,

e pour deux sources, cet algorithme reste “pratiquement” efficace jusqu’a % =0.4.

En conclusion, on peut affirmer que les algorithmes bande-étroite sont robustes vis a vis de la largeur
de bande du signal. Toutefois, la prise en considération de sources spatialement corrélées ou de puissances
différentes mériteraient d’autres investigations.

""'Notons que, mis & part les réseaux linéaires lacunaires, les réseaux linéaires uniformes représentent le cas le plus
défavorable de répartition de M capteurs du point de vue du temps de traversée du réseau.
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Annexe

Annexe 1 : Preuve des relations (2.7), (2.8) et (2.9)

A partir de (2.6), un développement limité de [Rj, ], au voisinage de 0 nous permet d’écrire, grace a
(2.4)

o fm
[Rsk]mm _ O']%R (é—aam7n7k) 6227r fT(’; QA nk
0

2 3 4 2
= i () bt 5 () ensr@ 0 () [ om0 ()]

qui donne directement (2.7) pour un spectre quelconque. Pour un spectre quelconque centré sur fo,
Jm = 0 ce qui donne (2.8). Pour un spectre symétrique centré sur fo, f, = 0 et R”(0) = 0 ce qui donne
(2.9).

Annexe 2 : Preuve des relations (4.12), (4.13), (4.14) et (4.15)

; | H _ 20,85, A 1 def
En remplacant les expressions I'y = T a0 g II, = Iny — —57+ et a; = 2A91a51 avec A01 =
1
Diag(—Qﬂ'foTLh e ,—27Tf0T{7M) dans (4.11) on obtient :
[DmUSiCVeC((SRb)] — _L/*‘B/?S (f)% aHAe ay aHAg (IM _ aﬁlag)A/ a df
Ro 1 Ma@la'% _B/2 1 61 17.f 1 61 17_f M 61 1 *
Comme all Ag, a5, = M e=2miTim ot ag Aé’u—fAlé’l ag, = — Zanl(QﬂfOTLn)en”f"lv“, apres quelques
calculs le biais asymptotique s’écrit :
. 2 U : M +B/2 - )
DRY™Vec(6Rp)]y = —— 27 fory , / S1(f)e=m I\ T TLm ) gf
DRV ORL = 3 s (3 [ )
9 M , +B/2 ar i ( )
- — 27 fory S / et TI\TLITTLm ) df
M?ag, 0} 2:: b m2121 B/2
M
— 2 R _ iQme(Tl,n_Tl,m)
M% 2 ™ foTinS (2231 (fo (710 = T1m)) €
2 l :
Y i [ 30 R )
M @6, n=1 m,l=1
(7.1)

La fonction de corrélation normalisée R(t) vérifie R(t) = 1 —27%2 4+ O(#?) ce qui justifie la relation (4.12)
dans le cas d’un spectre quelconque et la relation (4.13) dans le cas d’un spectre quelconque centré sur fj
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(fm = 0). Pour un spectre symétrique par rapport a fo, R(t) est réelle symétrique. Le biais asymptotique
est alors nul et grace a l'expression (2.10) de Ry, la relation (4.14) est démontrée.

Dans le cas particulier d’un réseau linéaire quelconque et d’un spectre symétrique par rapport a fo+ fin,
R, peut s’écrire Ry = a?a(y, fo+ fn)a (01, fo+ fm) ® R;l + G'QIM oll Rl est réelle symétrique. De ce

fait, on peut considérer que Ry résulte d’une perturbation de Ro = 01 a(b,, fo—l—fm) B0y, fot fm)+02Iny

R, = R, + 0R,

et une analyse au premier ordre de la perturbation d’un algorithme du second ordre estimant ¢, et
opérant sur Ry, évaluée au point Ré) donne :

alg(Ry) = alg(Ro) + (Dp? 5Rb)+0(|!5RbH)
f0+fm
Jo

La preuve de (4.15) est alors obtenue en utilisant la méme démarche que dans la démonstration de (4.14).
Remarquons que (4.15) peut se déduire de (4.12) appliqué a ¢; par un calcul direct mais laborieux.

= ¢ + Di;sVec(cst) + O(||6Ry]|?). (7.2)

Annexe 3 : Preuve de la relation (4.16)

Partant du résultat 5.2 ou Drﬁ?i“ est remplacé par DEZ‘SiC, comme Drﬁ?i“ = D'ﬁ;’SiC + O(||6Rs||?),
Var(85(T)) est donné par :

1 0'2 music music\ H
Var(Bh(7)) = Var(@(1) + 7 (75 ) DRI (Ra o (rhalfas, © U1) + (ctalfas, © Ur) 6. Ra) (DR
0

1 -
rolm)rolf)
H/|2

) s music _ _1 H 'H 'H H _ 112 |a91a91
Or, d’apres (4.10), DR = o (aelI‘s ®cag I, +ay 1L, @ ag T's ) avec ap, = 2 | [Jag, [|* — —S57—

La relation (4.16) peut alors étre établie apres un calcul direct mais laborieux. Durant ce calcul, en util-
isant l'identité x” (A ® B)y = Tr[Diag(x)ATr[Diag(y)B”] avec Diag(ag, ) = Ay, Diag(a'@l) = iAlelAgl,

Ag{agl =1 et dg, def Ae , il apparalt que la constante ¢ peut s’écrire :

2 m 1 oflajlay |* + o2]lag ||°
c= —(d Uidy, + —-3((ay, agl)(dg{Uﬂ)]Jr— L 20 1Tu) . (7.1)

n+MUI

Annexe 4 : Preuve de la relation (4.19)

En utilisant expression de dR; déduite de (2.9)

p = Z(agkaek @UkUk)—I-O
fo fo

on obtient I"expression (4.19) ou les coefficients ¢;, [ = 1,2 sont donnés par :

2

1 JH H )

c] = — <agrs ®c ael Hn + agl Hn ®c agl ) Z aek aek ® U.QVeC(RSk)
k=1

Qg,
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. def N . ,
ou o = o1 =09 et ou I'y et II,, sont respectivement donnés par

1

s = M202(1 — |ﬁ|2)2 ((1+ |ﬁ|2)(a91a6’1 +a92a02) 26 a5’2a6’1 Qﬁaélag)
1
II, = Iy - m (aglag —}—agz)ag - 6" a52a61 ﬁaglag)
avec 8 def %.
Annexe 5 : Preuve des relations (5.4), (5.5) et (5.6)

Les expressions de termes de la matrice d’information de Fisher I(¥’) peuvent étre obtenues en plusieurs
étapes. Tout d’abord, partant de I'expression (5.3) de Ry faisant intervenir la matrice diagonale Ay, , on

peut écrire :

OR;

Tl iAg Ay Ro Al —iAg Re A Ay
R;' = AqR3'AJ
oll Alel def —QﬂfODiag(chlil, e d:llélM). De ce fait
_,0R _ N , ,
RS = AuR3'A[ (inh, A Ro Al - iAg RoA A}
= i(AnR7'AL RoA] - A, )
et par suite
_,O0Ry . _, ORy P ;2
. 1 1 _ 1
Ty (Rb s ) — 2Ty (AelRQ Aaqu)) 2 (Tr(Ael ) .
Ensuite, comme
ORy 8R<I>
—=A k=2,...,L
a(bk 61 8@5 917
- 81:{1) - aI{b . _ ’ H _ 8Rq> . ’ _ 8Rq>
Tr (RbIWRblaTbk) = 4Tr (A@1R®1A€1R¢A61A91R¢1 90, —— Al —iTr [ Ay Ag R —— 90, Al

Or, puisque le spectre de la source est symétrique par rapport a sa fréquence centrale fp,

R_l 8Rq)

i (Tr (R;IA’ ORq > D,

B 0¢y

) (s ).

R, est réelle

symétrique. Comme il en est de méme de Rgl et de %{;‘1’, nous avons donc :
1. ORg _10Rg 0Rg _10Rg
1 . _ _
Tr (Rq) Agl(?—qbk) — Tr (Aequ) 3¢k) Tr (3¢ AelR —Tr Aaqu) Dor =0.
De ce fait
_10Ry 1 0Ry
Tr| R R,"— | =0fork=2,... L.
(baolbaek Ofork=2,...,
Enfin, comme
Tr (Rb ad)kala—@) = Tr(Agqu) 90, ——Af Ay Ry 54, —=Af ) pour k=2,...,L
_10Rg _ _ 8Rq>)
= Tr(R;'———R;'—— 7.1
( P 8¢k P 8@51 ( )
ceci conclut la démonstration de (5.4), (5.5) et (5.6).



coariters o, Dt G itUIN 1 LUCALISALTIUIN D U ounUid " LARGE DAINIII

Annexe 6 : Preuve de la relation (5.8)

Grace a Rg = UfllT + (6215 + 6Ry,) et &
_ 1 1
(02T 4+ 6R,,) ! = — T - U—46R51 + O(SR2),

n

le lemme d’inversion matricielle (cf. [14, p.571] par ex.) donne, aprés quelques manipulations algébriques,

1 1 1 1
-1 _
Re' = (gt gpima) = (- 5gm)
ola? T ot 1 1
't T 1 11T5R, 117 + O(SR? — Iy — —0R, O(SR?
(o™ (oot et Rt + OGRY) ) (T = SR, ) +0(6RS
1 ol
= —I ! 117 + a(6R,,) + O(SR?
T Gty TR T OORS)
ot a(éRy, ) est une expression linéaire de §R;, définie par :
5R,,) < _Llsr ot iR, 117 +1176R o 1176R,, 117
a( 51) — p s1 + 0'4(MO'1 To )( S1 + 81) - 04(M0'% _|_0_2)2 S1
Lot oi (U117 +117U,) - i (117U,117)
ol st e of (Mo} 022"
f4
R, +o( )
( ) ()R o (5
avec R, def _al_4U1 + W%(UlllT +117U,) - m(llTUlllT) ou U; est définie dans

le Résultat 5.1. Grice aux différentes expressions précédentes nous pouvons écrire
Tr (A;I R;'A;, R¢) — Tr(A},°) = Tr(A) + Tr(B) + Tr(C) — Tr(A;, ) + O(R2)

avec

’ 1 ’
A = Ay <;IM - allT) Ay, (0iy + of117)

/ 1 T /
n
C = Ay a(6R,,)Ay (0lIy +07117)
; def o? def . / def
en ayant posé a = WM et avec, Tappelons lfz, Ay, = Diag(ag,) et Ay =
—2n foDiag(ry 1,..., 7 5y) de sorte que ay = iAj ag, = iAy Ag 1. Notons qu’avec ces notations

12 [ ’ 1H
Tr(Ay, ") = [|aj, [I* et que 178, 117A; 1= |lag, ag, |*.
Apres quelques manipulations algébriques on obtient tout d’abord :
1H 1 H
oot (M1~ g an ) 2 (Mllaj, I - Jag, as, 2)

Tr(A) — Tr(A = =
A=) = et 02) Y

—

SN

Notons au passage que
0.2
1+ —U; M

H
7 (llaw, 1212, 112 = lay @, 1)

% (Tr(a) - Tr(Al@lQ))_l - iT
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n’est autre que la borne de Cramer-Rao BC' Ry dans le cas bande-étroite (cf. par exemple [15, rel. (17)]).
On obtient ensuite

1 ! ! 7
B= U—2A€126R51 —aAy 11T A} GR,,.

On en déduit

1 ;2 ’ ’
Tr(B) = —5Tr(Ay "0R,,) - aall Ay 0R,, Ay ag,
2 4
= 2f ( TI‘(AHI 1) - OédalUldal) —I_ O (f )
fO n fO
avec, rappelons le dg, & Ag 1. On en déduit enfin
C=C +6C
avec
Cc, ¥ o2o? “AelelAel ot Cy Y ot 0A91R51A9111T
D’ou
2f2 T A T ' T Iz
Tr(Cl) = f 0_2 TI‘(A@ 1) —I_OédelA@lUl]_—l_Oé]_ UlAeldgl |a6 H 1 Ul]_ +O f
0 n 0
2f2 01 ot H 4T
Tr(Cy) = 17 d  Uidyg, —|—040— (zde Ullaa ag, —1ag ag 1 Uldgl)
0 n
f4
_ |a91 a91|2 1TU11) —|— O ( )
fo
En définitive
ot 1H
S o S (lanlPlla P - lag anl?) g ot
Tr (AelR@ A61R¢) ~TrA, ) = - - |(ota+ 2L ) df Uidy,
1+ 3M fo T
1H [
+ oia? UZH&\'H1 |1+ Uf|a€1 ag, |2) 17u1 - QUfozdgl A, Ujl
o f4
Op 0
que 'on peut également écrire sous la forme
ot 1H
S AP (Hawuaglu? ~lajanl?) o g Iz
Tr (Aaqu) Aequ)) ~Tr(Ay ) = - 1-¢ +0
1_|_ 1M fO fO
avec
1
¢ = / - 5147, U1dy, + 621701 - 2d], A) UL+ 653(d, Uy e, )|
[, [1*ll25, I = lag, a2
oll

1H
def Mo? + 20?2 def 0%02Ha101|’2+‘711|a61 ag, |?

1= = 9 52:

def 2
et ﬁg = 2—
oi (Mo +07) o;
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Le résultat 5.5 est alors établi en utilisant (5.7) avec

1 1+ Z—iM
BCR&(I) = ﬁ 0_411 9 ; 9 +H 2
2 (e 21125, 12 ~ 125 20, 12)

ou encore, d’apres (5.2) du chapitre 4

1 2 2 Uﬁ
BCORy = ———g———| 010, + )
! QTUilag1 Pae1 llag, ||

ou P est la matrice de projection sur ’espace bruit.

Annexe 7 : Autre justification de (5.7)

Partant de I’expression (5.2) de la matrice Ry et en considérant que la densité spectrale de puissance
S1(f) de la source large bande est paramétrée par son écart type f, et la puissance de la source of nous

constatons que le probleme est paramétré par U = (6, f,, 0%, 02)T. Nous avons toujours
R, = Ag Ro Al

avec Rg = Ry, —I—UZIM. La matrice R, est paramétrée par (fy 71 m)m=1,...,M €t Uf Dans le cas particulier
d’un réseau linéaire, comme Ty ,, = dTmsin f1, Rg est entierement déterminée par le parametre ® =

def . def def s . .
(¢, }3, P4) avec ¢y = f,sinby, ¢3 = ol et ¢4 = 0?2 donc Ry est entierement déterminée par le

parametre U’ def (A1, ®). Notons que dans le cas d’un réseau quelconque, la paramétrisation de Rg

nécessite plus que les 3 parameétres ¢, et qu’alors (61, ®) n’est plus un paramétrage suffisant de Rj.
Gréce a la bijection ¥ + ¥, la BCR du parametre W est liée & la MIF du parametre U’ par la relation
[14, rel. (3.30)] :

CRBy = 81%1*(@’) %?;. (7.1)
En suivant la méme démarche que celle empruntée en Annexe D on montre que :
[Ty = 0, k=2,3,4 (7.2)
I(WNky = T Tr (R;%%R;%) , k=234 (7.3)
M(W))ix = T (2T (A) Ry Aj Re) - 2Tr(A] ), (7.4)
ol A;l def Diag(—QﬂfodTl cosfy),... ,—27rf0dTM cos ). En conséquence la MIF du parametre U’ a une

structure bloc-diagonale :

% o)

ou I(#) représente la matrice d’information de Fisher du parameétre #; considéré comme le seul parametre
inconnu et I(®) la MIF du parameétre & déduit de T observations complexes circulaires gaussiennes
centrées indépendantes de matrice de covariance Rg. Comme 8‘1‘% a la structure particuliére suivante :

1 0 0 0
fo 1

" tanf sin 00
0 0 1 0
0 0 0 1
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La BCR du parametre W est donnée par :

I=1(6y) al=1(6y) 0 0
al 1(01) a’l 1(01 + 1)2[1_1((1))]171 b[I_l((I))]LQ b[I_l(q))]Lg
0 O[I~H(®)]21 I (@)]22  [I7'(®)]2s
0 B[I~H(®)]a,1 I (@)]sz [T7H(P)]as
avec ¢ & —taj;"el et b ﬁ. La BCR du parametre 8, est donc :

1 ’ ’ ;2.\ —1
BORy, = I7'(61) = 3= (Tr(AglR(;lA@l Rq) — Tr(Ay, )) . (7.5)

Nous pouvons remarquer que si la largeur de la bande du signal est connue, et donc si f, est connu, la

matrice I(¥) est bloc-diagonale et par suite les les parametres 8; et (0%, 0%) sont découplés.
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Chapitre 6

Application des techniques de
“Covariance Matching Estimation”

(COMET) a l’estimation de direction
d’arrivée ou de fréquence de sinusoides

6.1 Introduction

Les techniques dites de “Covariance Matching Estimation” (COMET) sont des méthodes d’estimation de
type “moindres carrés pondérés non linéaires du deuxieme ordre” qui tirent parti du fait que I’ensemble
des parametres inconnus peut étre séparé en parametres linéaires et non-linéaires selon que la ma-
trice de covariance de l'observation dépend linéairement ou non de chacun d’eux. L’exploitation de
cette propriété permet une séparation du probleme d’estimation : les parameétres linéaires peuvent étre
obtenus analytiquement en fonction des parametres non-linéaires ce qui permet de réduire la dimension
du probléme d’optimisation a résoudre. Ces techniques sont présentées notamment dans [1] dans le cadre
d’observations complexes circulaires gaussiennes et indépendantes et il est montré, sous cette hypothese,
que les estimateurs obtenus sont asymptotiquement efficaces.

L’objet de ce chapitre est I’étude des performances de I'algorithme COMET, appliqué a I’estimation
d’un parametre réel O lorsque les observations ne sont plus nécessairement gaussiennes et indépendantes.
Les résultats généraux de cette étude sont illustrés en considérant ’application de la méthode COMET a
deux problemes classiques en traitement du signal : I'estimation de direction d’arrivée de sources (DOA)
et I’estimation de fréquences de sinusoides.

Le plan de ce chapitre est le suivant :

- Dans une premiére partie le modele général des signaux et les notations sont présentés. Le
principe général de I'estimateur COMET sous I’hypothése d’observations complexes circulaires gaussi-
ennes indépendantes est rappelé au paragraphe 6.2 en s’appuyant tout d’abord, comme dans [1],
sur le principe d’invariance étendue (EXIP), puis étendu au cas d’observations réelles gaussiennes
indépendantes. Les performances asymptotiques de cette méthode sont également reformulées mais
d’une fagon plus simple que dans [1]. Dans le paragraphe 6.3 nous reformulons, par & une approche
différente, ’algorithme COMET dans le cadre d’observations gaussiennes réelles puis complexes circu-
laires indépendantes en le considérant comme un cas particulier d’une classe plus générale d’estimateurs
asymptotiquement de variance minimale (AMV). L’étude des estimateurs AMV est ensuite étendu au cas
d’observations non gaussiennes et/ou non indépendantes dans le paragraphe 6.4 et leurs performances
asymptotiques étudiées dans le paragraphe 6.5.

- L’application de I’algorithme COMET classique a I’estimation de DOA est étudiée dans une deuxieme
partie au paragraphe 6.6, dans le cadre d’observations non nécessairement gaussiennes et indépendantes,
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de sources spatialement non corrélées et d’un bruit additif spatialement blanc non uniforme sur les
capteurs. Il est démontré que dans le cas de sources bande étroite, si les sources sont spatialement
indépendantes, les performances de I'algorithme COMET sont insensibles la distribution statistique des
signaux source. Nous montrons également que I’algorithme COMET peut étre appliqué a une source large
bande a condition que son spectre soit symétrique par rapport a la fréquence porteuse de démodulation
et que dans ce cas la propriété précédente n’est plus vraie. Nous étudions également les conditions sous
lesquelles 'algorithme COMET bande étroite est insensible a la corrélation temporelle des sources. Nous
donnons enfin une expression analytique de la borne de Cramer-Rao de I’estimée de la DOA seule dans
le cas d’une source bande étroite ou large bande et d’observations gaussiennes indépendantes. Cette
expression nous permet de démontrer que les performances de COMET obtenues quand les puissances
de bruit sur quelques capteurs tendent vers 'infini sont équivalentes a celles obtenues a I’aide du réseau
privé de ces capteurs.

- Dans une troisieme partie, paragraphe 6.7, un algorithme de type COMET modifié, asymptotique-
ment de variance minimale, est appliqué a I’estimation de fréquence de sinusoides observées dans un bruit
additif MA. Les performances de cet algorithme sont étudiées et comparées a celles d’un estimateur de
type “Pisarenko étendu” dans le cas d’un bruit MA et a celles de MUSIC dans le cas particulier d’un
bruit blanc. Enfin, la robustesse de cet algorithme, confronté & une erreur sur l'ordre du modele est
étudiée.

6.2 Principe de ’algorithme COMET

La méthode COMET fait appel au Principe d’Invariance Etendue (EXIP) qui a été introduit dans [2].
Nous commencerons donc par rappeler brievement ce Principe d’Invariance Etendue avant de rappeler
les grandes lignes de ’algorithme COMET. Initialement décrit dans le cadre d’observations gaussiennes
complexes circulaires indépendantes [1], nous le présenterons également dans le cadre d’observations
réelles indépendantes.

6.2.1 Principe d’Invariance Etendue

Commencons par rappeler le principe d’Invariance Etendue. Soit © un parametre vectoriel de dimension
Mg, prenant ses valeurs dans un ensemble connexe Do C IRMe | qui régit une observation x de densité
de probabilité notée p(x;©). L’estimateur au sens du maximum de vraisemblance de © est

© = arg max p(x; 0)

ou encore, de fagon équivalente,

~

0= in Le(O 2.1
arg min Le(0) (2.1)
avec, comme fonction de coiit, Lg(0) e (p(x;0©)), 'opposée de la fonction de log-vraisemblance.

Soit maintenant un parameétre I', de dimension Mr, déduit de © par une application f : Dg — Dr C
IRMr . Définissons la fonction de vraisemblance p(x; ') induite de I' = f(©)

def
) =

pLx; F max pLx; @
(x; @ef-1(I) (x; ©)
et la fOIlCtiOIl de COﬁt associée

Lr(D) % —In (p(x;T)).
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Il est immédiat de démontrer (cf. [3, p.74]) que si O est 'estimateur de maximum de vraisemblance de
O, alors

A ~

P =76 (2.2)

est la valeur qui maximise la fonction de vraisemblance induite p(x;I'),

A

I'=arg Frgglr Lr(I). (2.3)

C’est le principe d’invariance classique de Uestimateur de mazimum de vraisemblance.

Remarque 1 : Si la fonction f est bijective alors Lr(I') = Le(f~'(I')) et le principe d’invariance
classique n’est autre que la propriété d’invariance de l’estimateur de maximum de vraisemblance par
reparamétrisation bijective.

Remarque 2 : Ce principe d’invariance classique est en général présenté pour une sous-paramétrisation
du probleme (Mt < Mg). Il peut I’étre aussi dans le cas d’une sur-paramétrisation (Mt > Meg), en
particulier pour traiter le cas ou le modele p(x;©) est plus “structuré” que le modele p(x;I'). Dans
ce cas [2], la fonction de perte Lr(I') est arbitrairement définie pour “déstructurer” le probleme de
minimisation (2.1) et vérifie

Lr(f(@)) = Lo (@) VO € Dg

Dans la pratique, le probleme de minimisation (2.3) peut étre difficile en raison de la contrainte I' € Dr.

Pour simplifier ce probléeme de minimisation, I’idée est d’élargir le domaine de contrainte Dr a un ensemble
Dr (Dr C Dp) et le probleme (2.3) devient

I' = arg min Lr(y). (2.4)
v€Dr

Remarquons qu’en général Dr est un sous-ensemble de mesure nulle de Dr et qu’alors le principe
d’invariance classique ne peut étre utilisé comme dans (2.2) pour obtenir un estimateur de © a par-
tir de T car Ap.s. O € Dg t.q. I= f((:))

Par contre, si les différentes estimées (:)7 [' et T sont indexées par un entier N (le nombre d’échantillons
par exemple) le résultat suivant, qui constitue la formulation du principe d’invariance étendue (EXIP),
a été démontré dans [2] :

Si
o I'yetTy convergent en probabilité vers la méme limite,

o Lp(I') est indéfiniment dérivable,

1 ~ ” 2
o L-(I') est définie positive, ot Lp(T') def %FL({F@,

alors

6 = arg iy [F - 1(@)] L1(1) [T - f(0)] 25)

est un estimateur asymptotiquement équivalent ' 3 6 quand N — oo.

'au sens o N(é —O) et V N((:) — ©) ont méme distribution asymptotique.
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6.2.2 Principe de ’algorithme COMET original

De fagon tres générale nous supposerons que le M-vecteur représentant ’observation a I'instant ¢ peut
s’écrire :
Y =X+ 14

ol x; représente le signal contenant le parametre d’intérét O, et éventuellement un paramétre de nuisance
T et n; représente le bruit dépendant d’un parametre de nuisance X et indépendant de x;. La matrice
de covariance de I'observation peut alors s’écrire :

Nous supposerons de plus, et ceci est fondamental pour la mise en ceuvre de ’algorithme COMET, que
les matrices de covariance du signal R, (01,Y) = E(x;x) et du bruit R,(Z) = E(nm!’) dépendent
linéairement des parametres respectifs T et 3 (en général la matrice de covariance signal dépend de

fagon fortement non-linéaire du parametre a estimer ©7). La matrice de covariance R, dépend alors

.. N def . . ;.
linéairement du parametre O = (Y7, BT)T et sa vectorisation s’écrit sous la forme :

r, ' Vec(R,) = ¥(6,)0,.

def
Nous supposerons enfin que 0 =

d’autres termes que :

(@?, ®2T)T est strictement identifiable a partir de la matrice Ry, en

\I/((")l)(")g = \11(6/1)@/2 = @1 = (")/1 et @2 = 6/2

Remarquons que cette condition et donc le choix du parametre O3 qui lui est 1ié dépend de I’application
considérée. Par exemple, en estimation de DOA, le choix du parametre T dépend, comme nous le
verrons plus en détail par la suite, de la géométrie du réseau d’antenne.

Les observations sont supposées maintenant gaussiennes et indépendantes. Nous distinguerons
successivement le cas d’observations complexes circulaires et le cas d’observations réelles.

Dans le cas d’observations (y:):=1,..,7 gaussiennes complezes circulaires centrées et indépendantes,
I’estimateur au sens du maximum de vraisemblance de © est :

T
— . . Hp-1
Or = algérel%)g (C — T'In(Det(R,(0))) — ;yt R, (@)yt)

= arg max (C =T (In(Det(R,(©))) + Tr(R; ' (©)R7)))

avec Rr def % 2?21 y:yH, ce qui peut s’écrire
Or = arg @m%l Le(©) avec Le(0)=In(Det(R,(0)))+ Tr(R,;"'(0)Rr). (2.6)
€le

Considérons un “reparamétrage” du probleme par I'intermédiaire des parties réelles et imaginaires des
termes de la matrice hermitienne R, (©). Ceci définit un nouveau parametre inconnu

I' = JVec(R,(0)),
ou J est une matrice inversible, ainsi qu’une application

f:De— Dr t.q. T = f(0O).
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Le parametre © étant supposé strictement identifiable a partir de R,, I"application f est bijective de
Dg dans Dr. L’estimateur au sens du maximum de vraisemblance de I' est alors, d’apres le principe
d’invariance de cet estimateur,

I'r = arg min Lr(T) avec Lr(T)= Lo Jatn))

Si maintenant on élargit le domaine de contrainte Dr en considérant un modele R, (T') de R, non structuré
en O, la matrice R,(I') étant simplement supposée hermitienne, ceci définit un nouveau domaine de
contrainte Dr (Dr C Dr)

[’estimateur au sens du maximum de vraisemblance de T' sur ce domaine est :

T'7 = arg min Lp(T).
TeDr

dLr(T) = Tr (R;(T) (R, (T) - R)R; (T)dR, (T)
et
dLr(T) =0< R,(T') =Ry & I' = JVec(R7).
Par ailleurs,

d’Lp(T) = -Tr (R, ' (T)dR, ()R, ' (T)dR,(T)R; " (T)(R,(T) — 2R7))
d’oti
d’Lr(T)|g,(r)=r; = Tr (R7'dR, (T)R;'dR,(T)) > 0

donc Lr(T) admet un minimum unique en T' = JVec(R7) et par suite T'r = JVec(R7).

Par ailleurs, Rt est un estimateur consistant de R, et I’estimateur du maximum de vraisemblance de
T’ étant consistant, on a la convergence en probabilité suivante :

lim T'7 = JVec(R,) n T'r = £(0).

= lir
T—o0 T—o0
D’autre part, grace aux propriétés (0.7) et (0.2) de 'opérateur de vectorisation et du produit de Kronecker,
nous avons

d’Lr(D)|g,r)=r, = Tr(dRy(I)R7'dR,(T)R7')
= Vec” (dR](T))Vec(R7'dR,(T)RS")
= Vec” (dR](T))(R;' @ R7')Vec(dR,(T)).
La matrice J étant inversible et la matrice R, (I') étant hermitienne, de I' = JVec(R,(T')) on déduit que
Vec(dR,(T)) =J7'dT' et Vec” (dR](T)) = dT7TI~H.
Par suite,
d’Lr(T)|r,r)=r, = dT7I7(R;'@.R;")I™'dT,
et, d’apres la propriété d’identification [4, Théoreme 6, p. 87 ], nous avons :

0?Lr(T)

STorT g, =377 (R7' @ R7HI7 (2.7)
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Pour étre dans les conditions d’application d’EXIP, ce principe étant défini dans le cas réel, il faut que la
matrice 8511351(,1;) |1:T soit réelle. Pour montrer que tel est bien le cas, considérons le raisonnement suivant.

Soit une suite de variables aléatoires (Zt)te]N indépendantes, complexes circulaires gaussiennes
centrées qui aurait comme matrice de covariance Ry. Puisque R7 ®. R7 est la matrice de covariance

asymptotique de la covariance empirique R, y = % Zi\il z;z vectorisée,

Ry @Ry = [im B |(Vec(R.n) = Vec(Rr)) (Vec(R.,x) — Vec(Rr))?

et que JVec(Rr) et JVec(R, n) sont réels (les matrices Rt et R, n sont structurées, du point de

vue parties réelles et parties imaginaires des termes, comme R,(0)), J(Rr ®. R7)JI¥ est réelle. Ce
2

raisonnement, appliqué & (2.7), montre que 881551(“1;) |1:T est bien réelle.

Nous sommes bien dans les conditions d’application d’EXIP.

En posant st def Vec(Rr) et en remarquant que Js7 — JW(0;)0O3 est réel, 'estimateur
Or = (017,007 = arg min ((Js7 —JV(0,)0)"I~ " (R7! @ R7H)I ™! (Js7 — JU(0,)6y))
b b E ®

= arg @ng1® ((s7 — ¥(01)0,)" (R7' @ RT')(s7 — ¥(01)0))

= arg min V
a1g®rgg1®‘ (©) (2.8)
avec
V(O) = V(01,0,) ¥ [sy — U(0,)0,]TWr[sy — ¥(01)0,]
et

def  — _
WT - RTl Qe RTla

est, d’apres EXIP, un estimateur asymptotiquement équivalent a ’estimateur au sens du maximum de
vraisemblance @T.

Nous constatons que l’estimateur ainsi obtenu n’est autre que l’estimateur COMET de matrice de
pondération W = R;1®CR}1 et que, dans cette situation, cet estimateur, asymptotiquement équivalent
a l'estimateur du maximum de vraisemblance, est asymptotiquement efficace.

Il reste maintenant & voir comment la “séparation” du parameétre © en termes linéaires et non linéaires
permet de simplifier I’estimation du parameétre d’intérét O;.

Remarque : Dans le développement qui suit, nous supposerons uniquement que la matrice de
pondération W de l'algorithme COMET est telle que W;l est la matrice de covariance asympto-
tique d’une matrice de covariance empirique vectorisée d’une suite de variables aléatoires z; € €M de
distribution quelconque.

La minimisation (2.8) peut étre réalisée en 2 étapes en considérant tout d’abord le parameétre linéaire O,
(:)Q’T = arg (%EH[ST — T(@l)GQ]HWT[sT — \11(61)(92])
= arg (min o7 — 0(©1)6xlRx, )
= arg (%iz)n ”W;/QST - W;/QKII(®1)®2H?> .

Par une approche géométrique élémentaire, ce minimum est donné dans €Ve2 par

Oy1 = [WH (0)WrU(0,)]7' v (0,)Wrsr (2.9)
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mais, par définition le parametre O, est réel, aussi il convient de montrer que O, 7 est bien réel dans ce
cas. Ceci est justifié en Annexe 1.
Pour terminer, calculons ©; 7 = argming, V(01,03 7).

V(01,007) = siWrsy — sfWrw(0,) (07 (0,)Wr¥(0,) 07 (0,) Wrsr

donc
G117 = argn%)zfx sHWU(0) (U (0) W10 (0,)) 1 v (0,)Wrsr
= argmax g? (©,,Rr) G (01,R7) g (01,R7) (2.10)
avec
def def

g(0,Rr) = UVH(0)Wrsy et G(O,Rr) = U (0)WrU(0)).

En conclusion, par rapport a ’estimateur du maximum de vraisemblance, I’algorithme COMET simplifie
notablement le probléeme de minimisation et, dans le cas d’observations complexes gaussiennes circulaires
indépendantes, cet algorithme est asymptotiquement efficace.

Voyons maintenant quelles sont les adaptations a faire dans le cas d’observations réelles.

6.2.3 Formulation de ’algorithme COMET dans le cas réel

Supposons maintenant les observations (y¢)i=1,. 1 réelles gaussiennes centrées et indépendantes.
[’estimateur au sens du maximum de vraisemblance de © est donné comme précédemment par

Or = arg emgl Lo(®) oi Leg(©) =In(Det(Ry(0))) + Tr(R;, ' (©)R7) (2.11)
€le
avec ici Ry def %2?21 y:y!. Nous considérons & nouveau un “reparamétrage” du probleme par les

termes I' de la matrice réelle symétrique R, (0). Ainsi
I' = Vec(R,(0))

et 'application f: Dg — Dr t.q. T = f(©) reste bijective.
L’estimateur au sens du maximum de vraisemblance de ce parametre est comme précédemment

I = arg min Lr(T) avec Lr(T) = Lo( YY),

Le domaine de contrainte Dr est ensuite élargi a un domaine Dr en considérant un modele R, (T') de R,
simplement réel symétrique et ’estimateur au sens du maximum de vraisemblancede I' sur ce domaine
est 't = Vec(Rr) de sorte que, comme dans le cas d’observations complexes :

lim T'r = lim T'r = Vec(R,).
T—o00 T—o0

L’équivalent de 'expression (2.7) est

0*Lr(T) _ _
SrorT tr = B @ R7'. (212)
En posant st def Vec(Rr), d’aprés EXIP, I'estimateur

éT = (éfT, @;T)T = arg @Iggl ((ST — W(@l)Gz)T(R%l ®7» R%l)(ST — W(@l)Gg)) (213)
[S]
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est asymptotiquement équivalent a ’estimateur au sens du maximum de vraisemblance Or.

Nous reconnaissons a nouveau ’estimateur COMET de matrice de pondération W = R}l @ R}l et,
dans cette situation, puisque I’estimateur du maximum de vraisemblance est asymptotiquement efficace,
cet estimateur est asymptotiquement efficace.

La minimisation de (2.13) s’effectue de facon analogue a celle de (2.8) et conduit a

Oz, = [UT (1) Wr¥(61)] ' 07 (61)Wrsr (2.14)
et
él,T = arg H({ﬁng (©1,R7) G! (01, R7)g (01,R7) (2.15)
avec
def def

g(O,Rr) S VT (0)Wrsyr et G(O,Ry) = U (0)Wr¥(0))

6.2.4 Performances asymptotiques de COMET

Dans le cas particulier ou les observations (y;);=1,.. 7 sont complexes circulaires gaussiennes et
indépendantes, l'estimateur COMET (2.10) ©; 7 est asymptotiquement gaussien et efficace puisqu’il
est asymptotiquement équivalent a I’estimateur du Maximum de Vraisemblance qui est lui méme asymp-
totiquement gaussien et efficace. Par suite :

VT (©17 - 0,) 5 N(0;Co,) (2.16)
avec
1
T(j@1 - BCR@l

ou BC'Rg, est la borne de Cramer-Rao de ©1 dont I’expression est donnée dans [1] mais que I'on peut
obtenir plus simplement de la facon suivante.

Le terme général de la matrice d’information de Fisher du parametre O est (cf. [7, p.565]) :

1(O))ky =T Tr ( 90, v 08, v

OR, p-19R, R—l) (2.17)

Grace a (0.7) et (0.2), ce terme peut également s’écrire

ORH R
_ H Y -1 Yp—1
[L(©)]k; = TVec ((,Mk ) Vec(R; T )
R R
— T H Y -1 ) -1 Y
TVec (—80k) (R, ' ®:R,") Vec (—801)
Donc
o (0Vee(RON\ T OVec(R,) def 5 _1 4
I(@)—T(T) VV T avec N» — Ry ®c Ry .

D’autre part

dVec(R,)
00

dVec(R,)

=[S1,¥(01)] avec S; = 20,
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Donc

1O) = T siws, STWw(e,)
vH(0,)WS, H(0,)WU(0,)

et

BCRe, = (I71(©))

en désignant par (1_1(6))[1 1 le bloc de la matrice I7'(0) relatif au paramétre ©;. Grice au lemme

d’inversion matricielle partitionnée :

10)y = % (sfws, - sf'wu(e) (¥7 (0 Ww(6) ™ po(@l)Wsl)_1
= = (usl/2 (1- W'2w(0) (w7 (@) Ww(01)) 1w (0,)W'/?) W1/281>_1
_ % (SHW1/2 (I _ le/w(@l)) W1/281)—1
_ % (SHWUZHWI/Q‘IJ( )WI/QSI)_I (2.18)
avec le/w( o) defp HW1/2\IJ(®1) ol le/gq,(@l) est la matrice de projection orthogonale sur les

colonnes de WI/Q\II((%).
On en déduit donc que

-1
_ OVec(Ry) " 1/217L 1/20Vec(Ry)
C®1 = ((W) W HW1/2\1;(@1)W 87@1 (219)

avecW R 1, R_

Remarque : La méme approche s’étend au cas d’observations réelles gaussiennes indépendantes en
remplagant (2.17) par (cf. [7, p.76]) :

1. (0R,_ _,0R,
@) = 57 1 (R Ry

et I’expression de la covariance asymptotique devient :

_1 OVec(Ry) 1/2 1/20Vec(Ry) )
091_2(( 70, )W My rzven W' 5,

def
avec W = R;l &y Ry_l.

6.3 Reformulation de I’algorithme COMET original

L’estimateur COMET peut étre considéré comme un cas particulier, dans le cas d’observations gaussi-
ennes indépendantes, d’un résultat classique concernant les estimateurs asymptotiquement de variance
minimale (AMV) opérant sur une statistique donnée (e.g. [3, pp.81-84]) et étendu au cas d’observations
complexes circulaires. Avant de justifier ceci et afin de préciser nos notations, rappelons que si g est une
application de €M dans IR¥, continiiment différentiable par rapport & x = R(z) et y = 3(z), alors

of of

9(z+9z) = f(x+ 0x,y+0y) = f(x,y) + 50X T @537 + 0 ((dx, dy))
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ce que nous noterons

ol +02) = g2) + D), D°(2)] | G2 | +o(02) (.1)

avec

[D(Z)]k m 5 8Xm Zaym azm

)

_1(3fk .3fk>d§f g

ou fi et gr représentent respectivement les k-ieme composantes des applications f et g.
Avec cette notation

. L 0fk .0k det Ogi
[D (Z)]k‘ﬂﬂ - 9 (axm +Zaym> - azrn

Considérons maintenant une suite d’observations {yt}tE I\ constituée de vecteurs aléatoires complexes
(resp. réels) de dimension fixée P dont la distribution de probabilité est régie par un parametre réel fixé
inconnu © € Do C IRY, supposé identifiable & partir de la matrice de covariance R,(0©) de 'observation.

En DOA par exemple y; = [y¢1, Y12, .- - ,yLP]T représentera le signal de sortie d’un réseau de P capteurs
a l'instant ¢ alors que dans le cas de ’observation temporelle d’un processus aléatoire scalaire y;, le vecteur
d’observation pourra étre de la forme y; = [y, Ys—1,- .. , Yi—p41]"

Nous noterons respectivement dans le cas d’observations complexes et réelles

def H def T
R,(0) = Ely:y;] (resp. Ry(©) = Ely:y;])
la matrice de covariance de I'observation et (Rr); : la suite des matrices de covariance empiriques ot
pour tout T € IN*,
def 1w def 1w
def 1 H lef 1 T
Ry = ) vyl (resp.Rr = ) yiyl).
Précisons que dans le cas d’observations complexes, nous considérerons les cas ou ces observations sont

circulaires d’ordre 2 (E[ysy!] = O) ou non circulaires d’ordre 2 (E[y;y!] # O) mais dans ce dernier
cas, sans tenir compte de cette seconde matrice de covariance. Dans ce dernier cas, nous continuerons,
dans ce document, d’appeler “algorithme du second ordre”, un algorithme qui est une fonction de Ry def
% 23;1 ytyfl seul.

Notre propos est de nous intéresser aux estimateurs de © fondés sur une suite de statistiques (st) ou
pour tout T € IN*, s7 est un vecteur constitué de M termes de Ry, cette suite convergeant en un
certain sens vers une constante dépendant de © notée s(0), constituée par les termes associés de R, (0).
Nous considérerons de tels estimateurs comme des applications s — g(s) de €™ (resp. RM) dans IR
telles que

g(s(©)) =0 pour tout O € Deg.
Par suite, pour tout algorithme st — g(st) de ce type, nous avons alors la propriété suivante

Résultat 6.1

e Dans le cas d’observations complexes circulaires, si /T (st — s(0)) 5 N(0;C,, CY)
ot C, limy 0o TE [(s7 — 5(0))(s7 — s(O)H] et C, limqp_oo TE [(s7 — 5(0))(s7 — s(0))7]
et si g(s) est continument différentiable au sens précédent par rapport a R(s) et I(s) alors

VT (g(s1) — 9(s(©))) 5 N (0, Co)
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avec

c, C.

co=m. 0| &t o | DDy

ot Dy est la matrice des dérivées partielles de g(s) au sens précédent.
e Dans le cas d’observations réelles, si /T (s — s(©)) 5 N(0,Cy)
ot Cy ¥ limp_,. TE [(s7 —s(0)) (st — s(0))7] et si g(s) est continiiment différentiable alors
VT (g(s1) — 9(5(6))) 5 N (0, Co)
avec
Ce = D,C,DT
ot Dy est la matrice Jacobienne de g(s)

Preuve : Ce résultat découle d’un théoreme de Continuité (e.g. [5, théoreme p. 122]) adapté au besoin
au cas de statistiques complexes. [ |

Notre premier objectif sera de mettre en évidence I’existence d’une borne inférieure pour Cg. Nous
chercherons ensuite s’il existe des estimateurs dont la matrice de covariance asymptotique est égale a cette
borne. Pour déterminer la borne inférieure de Cg nous aurons besoin du lemme suivant, démontré par
Porat dans le cas de matrices réelles [3, Lemme 3.1]) et dont I"adaptation au cas de matrices complexes
est immédiate en remplacant les opérations de transposition par des transpositions hermitiennes.

Lemme 6.1 Si D est une matrice L X M de rang plein avec M > L, S une inverse a droite de D (i.e.
t.q. DS =11,), et ¥ une matrice M x M symétrique réelle définie positive, alors

DED” > (sTm-'s)”
et dans le cas complexe avec X hermitienne définie positive,
DED” > (sFx-'s)7!.

Ce lemme sera en particulier appliqué a la matrice 3 = C; ce qui nécessitera donc que cette matrice
soit réguliere.

Le choix des termes de Rr constituant la statistique st est donc assujetti a 3 conditions
1. le parametre © doit étre identifiable & partir de s,

2. la matrice de covariance asymptotique C; de st définie dans le résultat 6.1 doit étre réguliere.
Comme le rang de C; est égal au rang des variables aléatoires scalaires composant le vecteur
sT, sT doit étre constituée par des termes de Rr qui soient des variables aléatoires linéairement
indépendantes.

3. lalgorithme doit étre continiment différentiable.

Ces conditions couplées a la nature réelle ou complexe des observations nous conduisent alors a
distinguer différents cas :

e Dans le cas d’observations complexes, la matrice de covariance asymptotique Cr de Rg peut étre
ou non réguliere
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— si Cp est réguliere, ce qui sera par exemple le cas en DOA, la statistique sera constituée de
I’ensemble des termes de Ry de sorte que sy = Vec(Rr)

— si Cg n’est pas réguliere, par exemple si y; = [ys, Yr—1,...,Yi—P4+1]’ Ol y; est un processus

stationnaire, st sera constitué des termes de la lére colonne et de la lére ligne de Rt pour

que l'algorithme soit différentiable.

e Dans le cas d’observations réelles, la matrice de covariance asymptotique Cr de Ry n’est pas
réguliere

— st sera alors constitué des termes d’un bloc triangulaire (inférieur par exemple) de Ry si la
matrice de covariance asymptotique correspondante est réguliere comme en DOA par exemple

— sinon st sera constitué par la lere colonne de Ry comme dans le 2éme sous-cas précédent.

Etudions tout d’abord le cas ol les observations sont indépendantes en distinguant le cas complexe
du cas réel.

6.3.1 Cas d’observations gaussiennes réelles indépendantes

Supposons tout d’abord uniquement les observations réelles centrées et indépendantes, nous ne ferons
intervenir I’hypothése gaussienne qu’en tout dernier lieu. La matrice de covariance empirique Ry est
symétrique réelle et, en posant rr = Vec(Rr7), si

VT (rr - 1(0)) 5 N (0,C,)

. . . . N P(P+1 . s .
la matrice de covariance asymptotique C, est singuliére, de rang % Ceci nous conduit a n’utiliser

que les termes d’un bloc triangulaire de Ry pour définir la statistique st a utiliser. Par exemple st sera
constituée des termes du bloc triangulaire inférieur

ST = Vet(RT).
En désignant par Kﬁlg la “matrice de duplication” P? x @ telle que
rr = KEZJST,

VT (r7 — £(©)) 5 N(0,C,),

alors
VT £ _ pedd atT
T (st —s(©)) 3 N(0,C,) avec C,=K3% C,Kp
< wrqglidef (raTerd NV ara T ) . d

ou K" = (K% K% K% représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose de K%.

Nous allons maintenant montrer que si la matrice C; est inversible, la matrice de covariance asymp-
totique de tout estimateur de ©, continiiment différentiable, est bornée inférieurement.

Soit g(s) un estimateur de © considéré comme une application de IRM dans IR” supposée continiiment

différentiable

9 (s(0) + 6s) = g(s(6)) + D, ds + o(4s)
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Puisque ¢(s(©)) = © pour tout ©, nous pouvons écrire :
0+60 = ¢(s(O+60)) =g (s(@) + g—ga@ + 0(66))
Os
= ¢(s(0))+D;==300 + 0(60)

00
Os
avec D, def %.
Ceci montre d’une part que S def 33—(3 est un inverse a droite de Dy :
Os
Ds% - IL (3 3)

et d’autre part que
VT (g(s1) — 9(s(©))) 5 N'(0,Ce) avec Cg =D,C,DT

grace au théoreme de Continuité (e.g. [5, théoreme p. 122]) .
D’apres le lemme 6.1, si la matrice C; est inversible, alors la matrice de covariance asymptotique de g(s7)

est bornée inférieurement par (STCS_IS)_1 :
Co =D,C,DT > (s7C;'s) ™",

Une question primordiale est alors de savoir s’il existe des estimateurs dont la matrice de covariance
asymptotique soit égale a cette borne, estimateurs qui par suite seraient asymptotiquement de variance
minimale.

Nous démontrons en Annexe 2 le résultat suivant :

Résultat 6.2 [ ’estimateur

Or = arg min (s~ (0))7 €71 (0) (57 ~ 5(0)) * (3.4)

est asymptotiquement de variance minimale.

La minimisation (3.4) est lourde en charge de calcul car I’algorithme de minimisation doit calculer C;!(©)
A chacune de ces itérations. Il est donc intéressant d’examiner si le remplacement de C;1(©) par Cs_%,

un estimateur consistant de C;'(0), modifie la matrice de covariance asymptotique de ’estimé Or ainsi
obtenu. Par une approche différente de Porat et Friedlander [6] nous démontrons en Annexe 2 le résultat
suivant :

Résultat 6.3 [ ’estimateur

Or = arg min (s - 5(0))" C; 1 (s7 —s(0)) (3.5)

ot C, 1 est un estimateur consistant de Cs(0©), est asymptotiquement de variance minimale.

2Nous notons ponctuellement C.(0©) la matrice de covariance asymptotiquement de s7 pour marquer le fait que cette
matrice dépend de O.
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Pour faire le lien avec l'estimateur COMET, supposons maintenant les observations gaussiennes
indépendantes. Dans ce cas, la matrice de covariance asymptotique de rr = Vec(R7) a pour expres-
sion

C, = (Ip» + K3) (R(6) &, R(O)) °
Dans ce cas, puisque s = K?DﬁrT (cf. propriété (0.11)),
C, = K§' (Ip2 + K5) (R(0) &, R(0) K
et, grace a la propriété (0.12) de la matrice de duplication,

_ df a7
C;, =2K% (R(O)®, R(©)) K%

et
;' = ;K (R7(0) o, R7(0)) K.
Par suite
(57— 5(0)) C7 (s~ 5(0) = 3 (o7~ s(0) K} (R™(0) &, R™'(€)) K} (57 — 5(6))
= 5 (7 -r(©)" (R7(©) 0, R(©) (er —1(0)).  (36)

En reportant (3.6) dans (3.4) expression de l’estimateur précédemment obtenu devient

in (rr —r(©))" (R7'(©) ®, R7'(0)) (rr - £(0)) (3.7)

(:)T —=arg m
g@ED(a

qui donne également, en remplacant R(©) par une estimée consistante R,

Or = arg min (rr —x(0))" (R7' @, RT') (rr - x(0)) (3.8)

qui n’est autre que I’expression (2.13).

En conclusion, on constate que sous I’hypothése d’observations réelles gaussiennes indépendantes et

, N o def N N .. .
centrées et & la condition que @ = (@?,@g)T ol O est un parametre “linéaire”, ’estimateur AMV

n’est autre que 'estimateur COMET de matrice de pondération
Wr =R;' @ RS

qui donc, dans ce cas, est asymptotiquement de variance minimale.

6.3.2 Cas d’observations complexes gaussiennes circulaires indépendantes

Comme précédemment nous supposerons tout d’abord les observations simplement complezes circulaires,
centrées et indépendantes et nous ne ferons intervenir ’hypothese gaussienne qu’en dernier lieu.

La matrice de covariance asymptotique de Ry étant cette fois réguliere, nous utiliserons la statistique
st = Vec(Rr7).

Corollaire 6.1 Dans le cas ou st utilise tous les termes de Ry, la matrice de covariance asymptotique
Co de tout estimateur Or, fonction différentiable par rapport a R(st) et S(st), s’écrit :

Ce = 4D,C,DH

ot Dy est définie comme dans le résultat 6.1.

#On retrouve bien le fait que C, est singuliére puisque (Ip2 + K$) (Ip2 — K$) = O.
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Preuve : Dans ce cas sy = Vec(R7) et, compte tenu de la structure hermitienne de Ry
s = Vec*(Rr) = Vec(R%) = Vec(RT) = Ké s7. (3.9)

ot K% est la matrice de commutation d’ordre P (cf. formulaire).
De maniere analogue nous avons

s*(0) = K5 s(0). (3.10)

Gréce a ces propriétés nous pouvons écrire d’une part

c, € lim TE[(s7-s(0))(sr - s(0))7]

T—oo
= lim TE[(st —s(0))(s} - s*(0))"]
T—o0
= Jim TE (s - 5(6)) (Kp(s7 - 5(6)))"|
= C,K5 (3.11)
et d’autre part
C: def Tlim TE[(st —s(0))* (st —s(0))7]
— 00
= lim TE[Kp(sr - 5(0)) (Kp(sr — 5(0))"|
= Kp%C;K%p (3.12)
Calculons maintenant Cg.
D’apres le Résultat 6.1
Co = D,C, DY + D*CDF + D,C.DT + D*C*DT. (3.13)
De part la propriété (3.10), pour tout [ = 1,...,L , % = gé’i K% et par suite Dy = D,K% de méme

que DT = K¢ DH.
Grace aux propriétés (3.11) et (3.12) et a la propriété (0.9) de la matrice de commutation on montre
alors aisément que les différents termes du second membre de (3.13) sont égaux. |

Comme précédemment nous allons maintenant montrer que si la matrice C; est inversible, la matrice
de covariance asymptotique de tout estimateur continiment différentiable au sens de (3.1) est bornée
inférieurement.

Soit g(st) un estimateur de © considéré comme une application de CM dans IR” supposée con-
tiniment différentiable au sens de (3.1). Nous pouvons écrire

| 6
o(5(0) +5) = g(s(0)) + [D.. D3] | 1 | +o(ds)
avec Dy def % au sens de (3.1). Or, nous avons vu plus haut que D} = D,K%. D’autre part, en posant

R7 = R(0) + §R7 ou dR7 est une matrice hermitienne, nous avons
5s% = Vec* (SR 1) = Vec(6R}) = Vec(§RE) = K$ Vec(§R7) = K% ds7.
Donc

9(s(©) 4 6s) = g(s(0)) + 2D s + o(ds)
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Par suite, avec le méme raisonnement que pour obtenir (3.2), on obtient
2D,S =1;,

la matrice 2S est un inverse a droite de D,. De part le lemme 6.1
1 -1
H HM-1
D,C,D; > Z(S C; S)
et de part le corollaire 6.1 nous voyons que la matrice de covariance asymptotique de g(st) est bornée

inférieurement par la matrice réelle symétrique (SHC;ls)_l,

Co = 4D,C,DF > (s7c;'s) ™,

Pour se convaincre que la matrice (SHCS_ls)_1 est réelle symétrique il suffit de constater d’une part
que STC'S est hermitienne et d’autre part que d’apres (3.9) S* = K%S et CcT = K% C,K%. Par suite
(SHC;ls)T =STc;Ts* =sHKSC;TKSSs = s C;!s.

Existe-t-il, comme dans le cas réel, des estimateurs asymptotiquement de variance minimale ?
Nous montrons en Annexe 3 les résultats suivants :

Résultat 6.4 [ ’estimateur

Or = arg Join (s7 - s(0)7 C;71(0) (st — s(0)) (3.14)

est asymptotiquement de variance minimale.

Résultat 6.5 I ’estimateur

Or = arg min (s7 —s(0))7 C} (s7 - 5(9)) (3.15)

ot C, 1 est un estimateur consistant de C4(0©), est asymptotiquement de variance minimale.

Pour faire le lien avec ’estimateur COMET, considérons le cas particulier d’observations complezes
gaussiennes circulaires indépendantes centrées. Dans ce cas, la matrice de covariance asymptotique de
ST def Vec(R7) est C4(0) = R(O) @. R(0) et C;7 = R7 @, Rt en est une estimation consistante, par
suite CS_} = R7' @ R3'. On constate alors que les expressions (2.8) et (3.15) sont identiques et que
par suite 'estimateur COMET (2.8) est asymptotiquement de variance minimale.

Nous venons de voir que, dans le cas d’observations gaussiennes, réelles ou complexes circulaires,
indépendantes ou le parametre inconnu © comporte une partie “linéaire”, ’approche AMV conduit aux
mémes résultats que ’approche COMET. Ceci est possible grace notamment a I’hypothése d’indépendance
des observations qui permet la régularité de la matrice de covariance asymptotique de la statistique
dont nous avons eu besoin pour AMV : Vec(R7) dans le cas complexe ou Vet(Ry) dans le cas réel.
On peut maintenant se demander a quoi conduit I'approche AMV lorsque les observations ne sont pas
indépendantes. C’est ce qui constitue I’objet du paragraphe suivant.

6.4 Algorithme AMYV dans le cas d’observations non indépendantes

Rappelons que la mise en ceuvre de "approche AMYV nécessite que les 2 conditions suivantes soient
remplies
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1. lalgorithme doit étre continiiment différentiable

2. la matrice de covariance asymptotique C; de la statistique doit étre réguliere.

Dans le cas d’observations réelles, la lere condition ne posera pas de probleme particulier et le choix de
la statistique st sera uniquement influencé par la 2éme condition.

T
Par contre, dans le cas d’observations complexes, le probleme de la différentiabilité de ’algorithme se
pose et le choix de st sera influencé par les deux conditions simultanément.
Ceci nous conduit & nouveau a distinguer le cas réel du cas complexe.

6.4.1 Cas d’observations réelles

Le cas d’observations réelles indépendantes et centrées a été traité en paragraphe 6.3.1 et conduit, comme
on I’a vu, a choisir comme statistique s7 = Vet(R7) et aux estimateurs AMV (3.4) et (3.5).

Considérons maintenant un exemple ol les observations ne sont plus indépendantes. Si I"observation
Vi = [Yt, Yi—1y- -+ Yi—p41]’ résulte de I’échantillonnage régulier d’un processus réel y;, stationnaire au
sens strict, la matrice de covariance R(©) est réelle symétrique, de structure Toeplitz. Cette matrice
peut étre estimée par la matrice de covariance empirique classique Ry = % Ele y:y! ou par la matrice
symétrique Toeplitz R déduite de sa premicre colonne rr = %2?21 viy;. 1l est démontré dans [16] que
R7 et R ont la méme matrice de covariance asymptotique Cg(0). De ce fait le rang de Cr(©) est égal
au rang de I’ensemble des termes de RY considérés comme des variables aléatoires, c’est a dire égal &
P. La matrice Cr(0©) est donc singuliere, ce qui exclut le choix de Vec(R7) comme statistique pouvant
conduire a un estimateur AMV. Pour répondre a la deuxieme condition précédente, nous choisirons donc
comme statistique rg, la lere colonne de Ry. En appliquant le méme raisonnement que celui tenu au
paragraphe 6.3.1 on montre alors que si

c
VT (rr — £(0©)) 5 N(0,C,)
ou C, est une matrice réguliere et si g(rr) un estimateur de © continiiment différentiable alors la matrice

de covariance asymptotique de g(rr) est bornée inférieurement par (STC;lS)_1 avec S & g—é. D’autre

part, en appliquant le méme raisonnement que celui tenu en Annexe 2, on obtient les résultats suivants :

Résultat 6.6 I ’estimateur

Or = arg min (er —£())" C;1(0) (v — 1(©)) (1.1)

est asymptotiquement de variance minimale.
et

Résultat 6.7 I’estimateur

Or = arg Join (v - r(0)" C } (rr — 1(©)) (4.2)

ot C, 1 est un estimateur consistant de C,(0), est asymptotiquement de variance minimale.

A nouveau, si le parametre réel inconnu © = (07,017 est composé d’un parametre d’intérét ©; et d’un
parametre de nuisance @4 duquel la statistique r dépend linéairement sous la forme

I'(@) = \I/((“)l)(“)g,

’estimateur de ©; déduit de (4.2) peut étre obtenu d’une fagon analogue a celle décrite dans le paragraphe
(6.2.2) ce qui conduit a :

O11 = arg 1%ang (©1,R7) G~ (01,R7) g (01, R7) (4.3)

avec

def

g(®1,RT) lef def

vT(©)Wrrr , G(01,Rr) € 0T(0,)Wr¥(6,) et Wr=CoL
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6.4.2 Cas d’observation complexes

Le probleme est ici un peu plus délicat. Si les observations ne sont pas indépendantes, comme dans le cas
d’observations réelles du paragraphe précédent, la matrice de covariance asymptotique de Vec(Rr) peut
ne pas étre réguliere. Par exemple, pour y; = [ys, Yi—1,. .. ,yt_p_H]T ou 1 est un processus complexe
circulaire centré stationnaire, il a été démontré dans [16], dans le cas de processus constitués de sinusoides
complexes et d’un bruit additif MA, que les matrices de covariance empiriques Rr et R (matrice
hermitienne Toeplitz construite & partir de la premiere colonne % 2?21 y:y; de Rr) ont la méme matrice
de covariance asymptotique Cr(0). Par suite, le rang de Cr(0) qui est le rang de I’ensemble des variables
aléatoires qui constituent les termes de RY est de 2P — 1 et en conséquence Cg(0) est singuliere. Ceci
exclut dans ce cas le choix de Vec(R7) comme statistique pour obtenir un estimateur AMV.

Si maintenant st est une statistique constituée de termes de Ry, de matrice de covariance asymptotique
C, réguliere et si g(s7) est un estimateur supposé simplement différentiable dans IR? au sens ou

§
o(s+68) = g(s) + (D, D3] | [ | + o(d) (4.4
d’apres le résultat 6.1
* CS C; «H
Co = [DS7DS:| |: Cls* C: :| [D57D5:| .

Avec le méme raisonnement que pour obtenir (3.2), on obtient

» 4S B
[DS7D5] |: (SS* :| - IL
C, C’S
cr C*

;71 -
cox (5751 [ & &1 [3])

Cependant, il n’existe pas nécessairement d’algorithme permettant d’atteindre asymptotiquement cette
borne.

et, sous réserve que la matrice [ ] soit réguliere, la minoration de Cg fournie par le lemme 6.1

est

Par contre, si la statistique st est choisie de telle sorte qu’il existe une bijection entre st et Ry et s’il
existe une matrice de permutation K; telle que

st = Kjsr,
alors
§s* = K s
t (4.4) devient

g(s+9s) = g(s) + D,ds + o(ds).

L’estimateur est donc différentiable dans € avec D, def DS—I—D:K;. Par suite, avec le méme raisonnement
que pour obtenir (3.2),
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et
L
VT (g(s7) ~ 9(s(©))) = (0, Co)
avec
Ce = D,C,D}.

D’apres le lemme 6.1, la matrice de covariance asymptotique de g(st) est bornée inférieurement par la

matrice réelle symétrique (SHC;ls)‘l,

1

Ce =D,C,DY > (sFC['s)™ . (4.5)

La justification du caractere symétrique réel de la matrice (SHCS_IS) ~! est en tout point similaire a celle
donnée au paragraphe 6.3.2, la matrice K; jouant ici le role de la matrice K%.

Par ailleurs, un raisonnement similaire a celui développé en Annexe 3 permettrait de montrer les résultats
suivants :

Résultat 6.8 [ ’estimateur

Or = arg Jnin (sr - 5(0))" C1(0) (s7 — 5(©)) (4.6)

est asymptotiquement de variance minimale.
et

Résultat 6.9 [ ’estimateur

Or = arg Join (7 - s(0))7 C % (s7 - 5(0)) (4.7)

ot C, 1 est un estimateur consistant de Cs, est asymptotiquement de variance minimale.

Si maintenant le parametre réel inconnu © = (O7,01)T ¢ R’ est composé d’un parametre d’intérét
0©; € RX et d’un paramétre de nuisance O € IR"=F duquel la statistique s dépend linéairement sous
la forme s(©) = ¥(01)0O;, 'estimateur de ©¢ déduit de (4.7) peut étre obtenu d’une facon analogue a
celle décrite dans le paragraphe 6.2.2 :

e tout d’abord on détermine I’estimé du parametre linéaire ©9 sous la forme
Oz = [TH(0)Wr¥(0,)] 71U (0,)Wrsy (4.8)

avec Wp = C;%, o C,7 est une estimation consistante de C(©), en justifiant comme

précédemment que Oy 7 est bien réel si C,7 est de méme structure, du point de vue partie
réelle/partie imaginaire, que C4(©). La démonstration de ce point est donnée en Annexe 4,

e on montre ensuite que ’estimé de ©; est donné par
O = arg max g’ (0,,R7) G~ (0,,Rr)g (01, R7) (4.9)
1

avec

def

g(®1,RT) lef def

v (0,)Wrsr et G(O1,Rr) = UH(0,)WrU(0,).
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En conclusion, nous avons donc étendu la notion d’estimateur AMV du second ordre, classique dans le
cas d’observations réelles, au cas d’observations complexes ou certaines précautions doivent étre prises
quant a la définition de la statistique du second ordre a prendre en compte.

Remarque : Puisque D,S = I;, implique que
D, S, =1k

Js
901
du lemme 6.1

avec Sy def et ou D, désigne la différentielle d’un algorithme sy — ©1 7 = g¢1(s7). Par application

D, C;'DY > (sfc;'s,) .

Par suite,

1

Co, > (S{C7'sy)” (4.10)

Ainsi, si I'on ne s’intéresse qu’au parametre ©; d’intérét, puisque

He~—1 _ He~—1
Sl Cs Sl - [S CS S] (1:K,1:K)

et que, d’apres [17, théoreme 7.7.8 p.474], pour tout matrice A symétrique réelle définie positive

[A_l] (1:K,1:K) > [A(I:I(,I:I()] - )

nous avons l'inégalité suivante :

(S{ICs_lsl)_l < (SHCS_IS)(_llzlx",lzK) ’

T . e (-1 P . . L
ce qui implique que ce nouveau minorant (S{ICS 181) est inférieur au minorant classique déduit de

(SHCS_IS) ~'. Ce minorant (S{ICS_1S1) ~! constitue donc une borne inférieure pour la variance asympto-
tique du parameétre @ seul. Malheureusement, nous ne connaissons pas d’estimateur g;(s7) qui atteigne
cette borne. Nous verrons numériquement sur un exemple en estimation de fréquence de sinusoides que
ces 2 bornes sont, dans ce cas, en fait extrémement voisines.

6.5 Performances des algorithmes AMYV

Nous nous situerons dans ce paragraphe dans les hypotheses d’application de I'algorithme COMET et
supposerons en particulier que le parametre inconnu © est constitué d’une partie “linéaire” ©5 correspon-
dant & des termes de nuisance et d’une partie “non linéaire” ©; correspondant au parameétre d’intérét.

Les algorithmes AMV “optimaux” (au sens ol la matrice de pondération utilisée est I'inverse C;! de
la matrice de covariance asymptotique de la statistique ou une estimée consistante CS_} de cette ma-

trice) sont, par définition, asymptotiquement de variance minimum. Nous nous proposons de donner
-1

(1:K,1:K)
parametre ©1. Cela nous permettra en outre d’obtenir, dans le cas particulier d’observations gaussiennes
complexes circulaires indépendantes, la borne de Cramer Rao du parametre © d’une facon différente de

celle utilisée au paragraphe 6.2.4.

une expression analytique de la borne inférieure (SHCS_18) de la covariance asymptotique du
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6.5.1 Cas optimum

Avec S = [S1,¥(0;)] ou Sy = 38981 et W= C;(0)

c. _ [ siws, STWU(0,) !
©7 | UH(0,)WS; UH(0,)WU(0,)

Gréce au lemme d’inversion matricielle partitionnée on obtient comme au paragraphe 6.2.4

~1
Co, = (SHW!/ T 10g 6, W'/ S1) (5.1)
avec Hi’_Vl/?\IJ(el) def v _ le/211;(®1) ol le/zq,(@l) est la matrice de projection orthogonale sur les
colonnes de W1/2\Il(®1).
On en déduit donc
1 1 -1
~Co, = 7 (STW! M1 oy 0, W81 ) (5.2)

qui n’est autre que ’expression (2.18) de la borne de Cramer Rao obtenue au paragraphe 6.2.4, dans le
cas d’observations complexes gaussiennes circulaires indépendantes, de facon différente.

Notons que cette expression analytique est compliquée car elle fait appel au calcul d’une matrice de
projection. Nous allons maintenant donner une autre expression de Cg, qui nous permettra, au para-
graphe suivant, de donner une expression de la covariance asymptotique d’algorithmes du second ordre
d’estimation de ©; sous optimaux.

Dans le cas d’observations complexes non gaussiennes et/ou non indépendantes (cf. paragraphe 6.4.2)
’approche AMV “optimale”, couplée a I’hypotheése s = U(0;)03, conduit d’apres (4.9) a I'estimateur

O, 1 = argmax s¥G(a, T)st (5.3)

avec ici

def

G(o, T) € WHI(a) (W7 (a) WU ()™ U7 (a) W7

ou st vérifie s} = K;ST et avec comme matrice de pondération Wp = C;lT, une estimée consistante de
C;(0).

Pour faciliter le calcul de la matrice de covariance asymptotique de I'estimateur donné par (5.3) nous
allons utiliser la propriété suivante démontrée en annexe 2 :

Les estimateurs

Or = arg arg})n@ (s — s(a))H C;IT (s —s(a)) (5.4)

ont méme covariance asymptotique pour tout estimateur consistant C; 7 de C4(0). Le choix particulier
C; 1 = C,(0) fournit une suite de variables aléatoires O7 ayant toujours cette propriété. Bien siir,
dans ce cas O n’est plus un estimateur (car O est une fonction de ©), mais cet artifice nous permet
d’affirmer que la suite de variables aléatoires :
O = arg min (sy —s(a))” C71(O) (s7 — s(a)) (5.5)
OZED@
a comme covariance asymptotique, la covariance optimale (SHCS_ls)_l. Par suite, en appliquant la

technique COMET & (5.5) (cela est possible car la matrice de pondération C;'(©) ne dépend pas de ),
la partie ©; 7 de O est donnée par :

0,1 = argmax s¥G(a)st (5.6)
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o C;1(0)¥(a) (\IIH(Q)C_l(G)\II(a))_I UH(a)C71(O) qui ne dépend plus ici de

avec ici G(a) 5 5 5

l'observation (y¢)¢=1,.. 7. Une approche fonctionnelle de cet algorithme nous permet d’écrire
Co, =D _c (@) (D2 )"
1= Feos 5(0) 1,8

ou Dgis désigne la matrice associée a la différentielle de I’algorithme par rapport & ©, au point s(0).
Un calcul de perturbation développé en Annexe 5 montre que si ©1 = (6y,...,0x)7

alg -1
Dg s =—-F1 F2
avec

def 7 0*G(O
fl(k,l) = SHW(aHI)S

et

0G(0) N +0GT(0)
90, ' ° T 06,

Fok,:) & st K, kil=1,...,K.

Dans le cas d’observations réelles non gaussiennes et/ou non indépendantes (cf. section 6.4.1) ’approche
AMV “optimale”, couplée a I’hypothese s = U(0;)03, conduit de la méme fagon a I’estimateur

0, 7 = argmax riG(a, T)rr (5.7)

avec G(a, T') def WIw(a) (U7 (a)Wr¥(a)) ~hyT ()W, ol r7 est la 1ére colonne de Ry et avec comme

matrice de pondération W = CT_% Avec le méme raisonnement que précédemment
Co, = DY? _C,(0) (DY !
01 = Moy rr ©1,r

ou Dgfr désigne la matrice associée a la différentielle de I"algorithme par rapport & ©; au point r(0).

Un calcul de perturbation développé en Annexe 5 montre que si ©1 = (0y,...,0x)7

alg -1
Del,r =-F " F

avec
aet 19°G(0)
fl(k,l) 80k 80[1‘
et
Fa(k,:) def  ,79G(O) ki=1,... K

6.5.2 Cas sous optimum

La mise en ceuvre pratique de I’algorithme AMYV optimal et de I’algorithme de type COMET qui s’en
déduit nécessite la connaissance d’un estimateur consistant C, 7 de C4(0). Or cet estimateur n’est pas
toujours disponible, en particulier dans le cas d’observations non gaussiennes et/ou non indépendantes.
On peut alors envisager d’utiliser une matrice de pondération W plus simple, par exemple celle corre-
spondant au modeéle gaussien indépendant (par exemple, pour Ry, CT_} = R}l ®e R%l). L’algorithme
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moindre carré non linéaire associé n’est alors plus AMV.
Ainsi, dans cet exemple, I'algorithme

Or = arg min (s7 —s(a))” Wr (st — s(a))
a€Dg
ot Wr est ici une estimée consistante de I'inverse C;1(0) de la matrice de covariance asymptotique
associée au modéle erroné gaussien complexe circulaire indépendant conduit a un estimateur ©; 7 dont
la matrice de covariance asymptotique n’est plus donnée par

(8"CTH(O)S) upcrury

ni par

-1

(SHcs_l (G)S) (1:K,1:K) °

Par contre le raisonnement du paragraphe précédent continue a s’appliquer avec ici

G(a) & c71(0)W(a) (WH ()07 (0)W(a)) ! WH (a)CT(0).

S S
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6.6 Application de COMET a l’estimation de DOA

Nous nous proposons maintenant d’étudier les performances de I’'algorithme COMET appliqué a
I’estimation de DOA dans 2 contextes différents : lorsque les sources sont strictement bande étroite ou
au contraire large bande et ceci sous différentes hypotheses de distribution et de corrélation temporelle
de signaux sources.

6.6.1 Modele et notations

Nous considérerons K signaux source spatialement non corrélés, de support spectral situé autour d’une
fréquence fy, de largeur de bande B ( < fo), d’enveloppe complexe sf par rapport & cette fréquence fo,
2 [} . . I3
de puissance Tg, caractérisés par leur DOA : (0k)k=1,... k. L’enveloppe complexe y; des signaux observés
derriere un réseau de M capteurs, en présence de bruit gaussien spatialement non corrélé, de puissance

non nécessairement identique sur les différents capteurs, a pour matrice de covariance spatiale

R, = E(y:y!) Z (8r)a (8,) ®R,, + R,

avec

a(@k) d:ef [e_iQWfOTkJ’ . e—iQWfOTk,M]T

* I

ou Ty, est le retard sur le capteur m pour la source k par rapport a un point de référence,
ou R, est la matrice M x M dont le terme (m,n) est la corrélation

*

_ k k
[Rsk]m,n - E(St—TkymSt—Tkyn )
de la source k, et ou © désigne le produit de matrices terme a terme.

Dans le cas de sources strictement bande étroite R;, = U?kllT et

y_ZUSka Ok Ok)—}—

Algorithme COMET bande étroite

Pour le modele de K sources strictement bande étroite non corrélées spatialement et d’un réseau d’antenne
connu quelconque, R, est paramétrée par les M + 2K parametres réels (01, 0,) avec

0, def (0, .. ,HK)T et Oy def ( 521,... ,U?K,Uf,... ,O'%/I)T.
Nous supposons que (01, 03) est strictement identifiable & partir de la matrice R,. Remarquons que
cette condition d’identification dépend de la géométrie d’antenne. Il est en effet nécessaire que le nombre
d’inconnues, ici 2K 4+ M, soit au plus égal au nombre d’équations réelles distinctes fournies par le réseau.
Par exemple, dans le cas d’un réseau linéaire uniforme (LU) sans ambiguité, la matrice R, a une structure
“presque” Toeplitz (les termes de la diagonale principale peuvent étre différents). Ce réseau fournit donc
3M — 2 équations réelles différentes et la condition d’identification se ramene a K < M. Dans le cas d’un
réseau linéaire lacunaire sans redondance ni ambiguité, le nombre d’équations réelles différentes est égal
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A M? et la condition d’identification devient alors K < %
La matrice R, étant linéaire par rapport a O3, sa vectorialisation s’écrit sous la forme

r, ¥ Vec(R,) = ¥,(0)0,.
avec
\III(G) = [a(gl) ®c 3(01)7 e 73(01{) ®c 8(0]{)7 € ®c €1,...,€\n ®c eM] 3

oll e}, désigne le k-ieme vecteur unité de IRM.

Algorithme COMET large bande

Pour le modele de sources large bande, le paramétrage de R, nécessite un plus grand nombre de termes
et il n’est identifiable que dans le cas d’une seule source de spectre symétrique par rapport a fo et pour un
réseau d’antenne quelconque connu. En effet, par exemple dans le cas d’une seule source de spectre non
symétrique et d’un réseau LU, la matrice complexe Hermitienne Toeplitz R, nécessite 2(M — 1) termes
réels pour le paramétrage des ses éléments non diagonaux. La matrice diagonale R, et les éléments
diagonaux de R, en nécessitant M, il faut au total 3M — 1 parametres réels pour paramétrer R,. Or le
nombre d’équations réelles distinctes est de 3M — 2 et le paramétrage n’est alors pas identifiable. Pour
qu’il le soit, il est nécessaire que la matrice R, soit réelle et symétrique et donc que le spectre de la
source soit symétrique par rapport a fy. Dans ce cas, les termes de la diagonale principale sont égaux
a U?l et la partie hors diagonale est paramétrée par ses termes (7, ) m nem associés a I’ensemble des
valeurs 7y, — 71 5, distinctes. L’ensemble M dépend de la géométrie de I’antenne.

Par exemple, pour un réseau LU, M ={(2,1),...,(M, 1)} alors que pour un réseau circulaire uniforme,
R, n’ayant pas de structure supplémentaire M = {(m,n);1 < m <n < M}.

Par suite R, est paramétrée par les parametres réels (01, 02) avec

def def 2 2 2 o N\T
O, =6, et O = ((rmm)mmeM,asl +oi,..., 00 + UM)

et (O, ) est strictement identifiable a partir de la matrice R,. De plus R, étant linéaire par rapport
a B4, sa vectorialisation s’écrit & nouveau sous la forme

r, ¥ Vec(R,) = 1,(0,)0,.

Par exemple, dans le cas d’un réseau LU

Ay
Uy (0;) = : €1 Dc€1,...,ep B ey
Ay
ou, pout tout m =1,..., M, A,, est une matrice M x (M — 1) telle que

e2mholt &i k4l=m

T
[Am](m7) = 0 et [Am](kJ) = { e—i27rfol’7' Si k _ l = m

ou T représente le retard entre deux capteurs adjacents.

Dans ces 2 types de situations nous sommes dans les conditions d’application de ’algorithme COMET

.. R . . . .. def .
original et, & partir de la matrice de covariance empirique Ry = %2?21 y:y de I'observation,

’estimateur de ©; sera donné par (2.15)

O, = arg l%ax gH (01, R7) G! (©1,R7)g(01,R7)
1
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avec

g(01,Ry) ¥ 07 (0)Wrsr, G (01, Rr) & 07 (0)Wrl(01) et sr ™ Vee(Rr)

Dans le cas d’observations (y¢)¢=1,.. 7 indépendantes, un estimateur consistant Wy de C];l(@) est
disponible ce qui permet d’avoir un algorithme COMET qui soit AMV.
Dans le cas gaussien complexe circulaire

WZ;' =Rr®.Rr

et dans le cas général d’observations yr complexes indépendantes non nécessairement gaussiennes

T
= % Z ((Yt ®c yt — Vec(R7)) (¥t ®@c yt — Vec(RT))H) )

car

Vec(Rr) = TZYt@ Yyt

6.6.2 Performances asymptotiques de COMET en DOA
Borne de Cramer-Rao

Dans le cas particulier d’observations complexes circulaires gaussiennes indépendantes, 1’algorithme
COMET est asymptotiquement gaussien et efficace et (2.19) nous donne indirectement ’expression
CRBe, = %C@1 de la borne de Cramer-Rao du parametre ©; seul. Nous remarquons que dans le
cas particulier d’une seule source, bande étroite ou large bande a spectre symétrique et d’une géométrie
d’antenne quelconque, une expression de C'RBy,, commune au cas bande étroite et large bande, peut étre
directement déduite de ’expression classique (voir, e.g., [7, rel. (15.52)]) de la matrice de Fisher associée

au paramétre © 4 (@1,92) :

1(©)]gy =T Tr (Ry—l %Hk R;laalzl ) : (6.1)
En effet dans ce cas R, se met sous la forme :
R, = Ag, R, AV,
avec Ag, def Diag(e'?™fomia [ e2mfoniM) ot Rg, = Ry, + Diag(c?,...,03,). En utilisant une

démonstration tout a fait similaire a celle présentée dans le paragraphe 5.5.1, on démontre que la matrice
de Fisher (6.1) associée a notre modélisation se découple sous la forme :

I(@):{I(gl) o’ ]

0 1(0y)
avec
_10Re, . _10Rg
1 1
[I(@g)]k,z =T Tr (R®2 80; R®2 8012) k> 2
et

' ' 1 2
1(6,) = 2T Tr(Ay, R;);Agl Ro, — Ay, )
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ou
+ def . / '
Ay = 27rf0D1ag(T171, ... ,TLM)
et
! def dTl m
Tl,rm d01 ’ m ’ I
D’ou
1 ’ —1 A7 r o2\
CRBy, = 37 (Tr(A s R5! A% Re, — A, )) . (6.2)

En bande étroite, cette expression devient une forme analytique interprétable, car dans ce cas le lemme
d’inversion matricielle donne :

M
-1 _ -2 —2y—1
Rg! =% — (077+ ) 0;)7'E
m=1
def . —92 —92 d def _o _o . y .
avec X = Diag(o,*, ..., 0 et [Blmn = o770 m,n = 1,..., M. Ce qui permet d’obtenir
g 1 'y Y M s m n o ) 9 9 q p
I’expression :
1 M M
_ 2 —2\—17.H s 7 2 —0 -1 Hs./ 2y—1
CRB51 - ﬁ([gsl - (Z Om ) ]a 01 3a 6 — 051(2 Om ) |a€1 3a 91| ) (63)
m=1 m=1
def da . " ;. N . . ;s
avec a'g, = Well. Nous signalons qu’a été porté récemment a notre connaissance une expression générale

[9] de la borne de Cramer-Rao du paramétre ©; seul dans le cas du modele stochastique bande étroite
a matrice de covariance du bruit paramétrée de facon quelconque, obtenue directement a partir de
’expression (6.1).

Nous allons maintenant étudier les performances de I'algorithme COMET en DOA dans certaines
situations particuliéres : lorsque les signaux sources ne sont pas gaussiens, lorsqu’ils sont temporellement
corrélés ou lorsque le rapport S/B sur certains capteurs se dégrade.

Covariance asymptotique

Dans le cas d’observations gaussiennes complexes circulaires indépendantes, ’algorithme COMET avec
Wr = R%l ®e R}l est asymptotiquement efficace et

VT (617 —61) 5 N(0,Co,)
avec Cg, donné de facon générale par (2.19) et dans le cas particulier d’une source par T'C'RBy, de (6.2).

Par contre, dans le cas d’observations complexes non gaussiennes et/ou non indépendantes, I’algorithme
COMET utilisant la matrice de pondération W = R}l ®e R}l ne sera plus ni efficace, ni AMV mais
nous avons toujours

VT (017 —0,) 5 N(0,Co,)

avec, d’apres le corollaire 6.1,

H
Co, = [ADFOMETCp(@) (DFOMET) (6.4)

} 1:K,1: K
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ott DEOMET est donnée en annexe 3 par (8.5)

1 L
DEOMET = (s"W(0)s) 'sw (o)

avec W(0) = R;'(0) @. R;'(0).

Dans le cas d’un bruit temporellement non corrélé et indépendant des signaux source, I’expression de
Cr(0©) qui apparait dans (6.4) est donnée en bande étroite par I’expression (3.3) du chapitre 4, mais
pour une source large bande, 'analyse développée au chapitre 4 doit étre modifiée comme suit.

En posant

def
yt = st +n;=s.;0a(fo) +n; (6.5)
avec
def )T

Srt = (St—7'17 cee oy SteTy

ou s; représente ’enveloppe complexe de la source par rapport a la fréquence fy de la porteuse et
{m1,...,7a} désignent les retards du signal source sur les différents capteurs et

def def —27foT —27foT T
a(fo) = (a1(fo),--- ,aM(fO))T = (e nfori T M) 7
la matrice Cr(0) s’écrit, d’apres 'expression (3.3) du chapitre 4,
Cr(®) = Cp, + Cr, + R; @ R,, + R, @, R (6.6)

avec

Cgr,=R,®.R, ot R, =Diag(of,...,0%)
(le bruit est supposé gaussien complexe circulaire, temporellement et spatialement non corrélé), et

Cr hm T Cov(Vec(R4(T))).

T—o0

Or Ry(T) = 7 ST s donce

Vec(R (s;r@a ) @¢ (sr+ @ a(fo))

IIM%

et Cp, s’obtient, comme au chapitre 4 relation (3.4), a I’aide de la densité spectrale de puissance a temps
discret Sy, (f) (fe = 1) de 'enveloppe complexe de la source large bande

1/2
Cr, = / S,(f) @0 So(/)df + Qs

—-1/2

avec ici

[Ss()is = ar(fo)ai (fo) sy (e M=) ki=1,... M
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soit

Ss(f) = S5, (f) (a(f + fo)a (f + fo)) -

D’autre part, grace a (6.5) et a (3.4) du chapitre 4,

T T
. 1 * *
[Qs] (=145, M(I-1)4+k — @ (fO) (fO)al(fO)a};(fO) Th—r>noo T Z Z Cum(Stl—'rm 5t1—7j75t2—na StQ—Tk)7

t1=11%3=1
d’on
def
Q, = ((a(fo)a™ (fo)) @. (alfo)a™ (f0))) © Qs (6.7)
avec
1 T T
[Q51]M(j—1)+i,M(l—1)+k = h—I>noo T Z Z Cum(stl—ﬂ ) 5:1—73 y Sta—115 52‘(2—7%) (68)
t1=11%=1
et, grace a [8, lemme 4.1 p.101],
Qs M G—1)+i, MI=1)4k = Z Cum(s_r;, s, St—r, Si_7,)- (6.9)
t=—o00

Une démonstration en tout point similaire a celle utilisée en annexe 1 du chapitre 4 conduisant a
’expression (9.7) de ce chapitre, nous donne alors

+1/2

+1/2
[Qsy IM(G=1)+i,M(1- 1-|—k—/ / pijri(f =1 fhdfdf!

1/2
oll
1 gy def E : * x R
pi,j,hl(.ﬂ I ) = Cum(s—n‘y St—rj1 St'—7ps St“_q-k)e ( )
tt!
désigne “I'intertrispectre” de (s¢—r;, S{_,, S1—r,, S;_r,)-

Remarque 1 : Dans le cas particulier d’une source large bande gaussienne et d’observations issues d’un
échantillonnage a la fréquence de Nyquist et par suite non indépendantes, Qs = O et Cr(©) est donnée
par (6.6) avec

1/2
Cr, = /_1/2 195, (V) (a(f + fo)a™ (f + fo)) @ (alf + fo)a™ (f + fo)) df.

En particulier, si la DSP de s; est uniforme dans une bande de fréquence de largeur B centrée sur une
fréquence f,,

ot [fet+B/2
Cr, = 25 /f (a(f + fo)a (f + fo)) @ (a(f + fo)a™ (f + fo)) df.

—B/2

ot o2 représente la puissance de s;. On en déduit alors aisément le terme général de Cp,

4

Os @ —27 Nri—Ti 4T —T
[CRJMG=1)4iM-1)4k = B Sinc(rB(r; — 1; + 1 — 1)) e~ rlotf)rimmitn=m)
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Remarque 2 : Dans le cas particulier d’une source large bande non gaussienne et d’observations
indépendantes 4, S;(f) = Ry et

(jRS = Rs Qe Rs + Qs

avec Q, donnée par (6.7). Dans la situation que nous considérons ici, si t; # t3, les signaux sources sy, _,
et sy, sont indépendants. De ce fait, compte tenu de la stationnarité de s;, (6.8) devient

[Qsl] M(j—1)+:,M(I-1)+k — Cum( S—7i5 5t7—]75—n7 S—Tk)

Cette derniere expression, fonction des statistiques du quatrieme ordre du signal source sy, dépend de la
facon dont cette source est générée. Dans nos simulations, pour pouvoir faire varier facilement la largeur
de bande B du signal, nous avons opté pour une approximation du signal sous la forme

L-1
§; = Z € 2T Imt (6.10)

m=0
avec f, = %B et L > 1 (L = 100 dans nos simulations), ot (&, )m=o,...,1,—1 sont des variables
aléatoires complexes indépendantes centrées, de parties réelles et imaginaires 1ndependantes7 de méme
loi, telle que E[|a,,|?] = 25, (f). Le cumulant du quatrieme ordre normalisé de a,,,m =0, ... ,L — 1

est noté K.

Nous notons que cette approximation de s; n’est seulement qu’une approximation au 2°™¢

ordre de la
B .
représentation spectrale s; = [ 2 e"%ﬂd,u(f). En conséquence, les propriétés au 4°™° ordre seraient

2
différentes si le signal source était généré de facon différente.
La modélisation (6.10) conduit a

L—-1
* * _ —12m Ti—T;+7—T * *
Cum(s_n,s_T],s_.rl,s_Tk)_ E e~ 2 fm(Ti=Titm k)Cum(am,am,am,am)
m=0
avec
2
* *
Cum(ay,, a,,, am,a,,) = ﬁssl (fm)Es
d’ou
B2 L-1
* * _ — 27 fn (Ti—T; 47T —T 2
Cum(5—7¢75—7]75—7175—7k)—ﬁ”sE e m(Ti= T+ k)551(fm)'
m=0

En particulier, dans le cas d’une source de puissance o2, de spectre uniforme sur [—g, %], en posant

def . .
Ti k1 (0) =7 - T; + 71 — Tk, cette expression devient

4 L-1
o —i2 —L4+2m+41 Br: (0)
* * _ s ram — Ti,3,k,1
Cum(s_r, s, ,5-7,82,) = T2k E e 2(L-1) DT
m=0

4
B U_SH sin 7TBTZ7]7]C[ 6)

(
L? “ginnl kal(H)
otkssin BT x1(0)
~ 5778 XA L 1. 6.11
L7 B7i ji1(6) pourt > (6.11)

c’est a dire par exemple issues d’un échantillonnage effectué a une fréquence tres inférieure a la fréquence de Nyquist.

4



0.0. ArriACALTIUN D CUNME L A LD LivVIALTIUIN D 1JUA 199

Remarquons que la matrice Q, dépend de la modélisation choisie. En particulier, dans le cas d’un

signal source constituée de L cisoides indépendantes, Q; est une fonction décroissante de L. Ceci est en

accord avec le théoréeme central limite qui implique la convergence en loi de s; vers une loi gaussienne,
de cumulant d’ordre quatre nul, lorsque M tend vers 'infini.

Pour illustrer ces résultats, la F'1G.6.1 représente, en fonction du rapport fﬁo de la largeur de bande B du

signal a la fréquence f; de la porteuse pour une source gaussienne de spectre plat entre [fo — %, fo— g],
pour un réseau linéaire uniforme (LU) de 5 capteurs, une taille de snapshot 7= 160 et un S/B = 20 dB,

Fia.

I"EQM estimée par méthode de Monte Carlo (100 réalisations) de I’algorithme COMET large bande
appliqué & des échantillons gaussiens indépendants (x),

I'EQM estimée par méthode de Monte Carlo (100 réalisations) de ’algorithme COMET bande
étroite appliqué a des échantillons gaussiens indépendants (o),

I"EQM estimée par méthode de Monte Carlo (100 réalisations) de I’algorithme COMET large bande
appliqué a des échantillons gaussiens issus d’un échantillonnage a la fréquence de Nyquist (x),

’EQM théorique asymptotique (en 7') de lalgorithme COMET large bande appliqué a des
échantillons gaussiens non indépendants au sens précédent (— —),

la borne de Cramer-Rao (-)

I'EQM estimée (100 réalisations) de l'algorithme de focalisation de Friedlander [12] (+)(les snap-
shots sont constitués de 10 groupes indépendants de 16 échantillons prélevés a la fréquence de
Nyquist).

-6 ! ! !

-3 2 -1 0

10 10 10 10
6.1: Borne de Cramer-Rao (-), EQM de COMET large bande appliqué & des échantillons gaussiens

indépendants (*), ou issus d’un échantillonnage & la fréquence de Nyquist (x), de 'algorithme COMET bande
étroite (o) et de algorithme de focalisation de Friedlander (4) en fonction de f% pour une source gaussienne de

spectre uniforme, un réseau LU de 5 capteurs, T'= 160 et S/B = 20dB.
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Cette figure, qui est a rapprocher de la figure '1G.5.12 du chapitre 5, permet de constater

e une bonne adéquation entre calcul théorique et estimation par méthode de Monte Carlo pour toutes
les valeurs de % jusqu’a % = 2 pour seulement T = 160,

Pefficacité de ’algorithme COMET large bande dans le cas d’observations indépendantes,

la non efficacité de 'algorithme COMET large bande dans le cas ou les observations sont issues
d’un échantillonnage 3 la fréquence de Nyquist,

e une bonne robustesse de 'algorithme COMET bande étroite jusqu’a fio ~ 107!

e la non efficacité de l'algorithme de focalisation de Friedlander pour % > 1071

6.6.3 Sensibilité de COMET a la distribution et a la corrélation temporelle des
signaux sources

Nous avons montré précédemment (cf. chapitre 4 paragraphe 4.7.3) que, si le bruit est temporellement
non corrélé, algorithme COMET bande étroite défini sous I'hypothése a priori de non corrélation
spatiale des sources (condition 2b du chapitre 4 paragraphe 4.4) n’est pas sensible a la distribution des
sources a condition que celles ci soient indépendantes.

Cette propriété, par contre, n’est pas vérifiée par l'algorithme COMET large bande comme le mon-
tre la F1G6.6.2. Cette figure présente les erreurs quadratiques moyennes (EQM) sur D’estimation, a
partir de 7" = 100 observations indépendantes, de la direction d’arrivée (pulsation spatiale) d’une
source gaussienne (o) ou distribuée selon une loi “normal inverse gaussian” (NIG) [13] de cumulant
normalisé d’ordre 4 égal a 150 (x) en fonction du S/B pour 'algorithme COMET large bande. On
constate une nette dégradation des performances de cet algorithme lorsque la source n’est pas gaussienne.

107y

107 ¢

K

EQM

107 F

5 | | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
S/B (dB)
FiG. 6.2: EQM théorique et estimée (100 réalisations) de I’algorithme COMET large bande dans le cas d’une
source gaussienne (- et o) ou distribuée selon une loi NIG [13] de cumulant normalisé d’ordre 4 égal & 150 (- - et

) en fonction du S/B pour un réseau LU de 10 capteurs et f% =1.

10

Toujours sous I’hypothése d’un bruit temporellement non corrélé, nous avons également montré (cf.
chapitre 4 résultat 4.8) que, dans le cas d’une source ou de plusieurs sources gaussiennes a spectres deux
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a deux disjoints, 'algorithme COMET bande étroite n’est pas sensible a la corrélation temporelle des

sources .

Les F'1G.6.3 et I'1G.6.4 ci-dessous illustrent ces propriétés.
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FiG. 6.3: EQM asymptotique (-) et estimée (o) de COMET bande étroite en fonction de la largeur de bande de

la source.

107

10*
-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

FiG. 6.4: EQM asymptotique (-) et estimée (x) de COMET bande étroite dans le cas de 2 sources de largeur de
bande B = 0.06 en fonction de 1’écart entre leur fréquence centrale.

La F1G.6.3 présente 'EQM asymptotique (-) et estimée (o) par méthode de Monte Carlo (100
réalisations et intervalles de confiance a 99 %) sur I'estimation, & partir de 7" = 100 observations non-
indépendantes (prélevées a la fréquence de Nyquist), de la direction d’arrivée (pulsation spatiale) d’une
source gaussienne de spectre centré, d’azimut 70°, par I’algorithme COMET bande étroite en fonction

de la largeur de bande de cette source.
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La F1G.6.4 présente 'EQM asymptotique (-) et estimée () par méthode de Monte Carlo (100 réalisations
et intervalles de confiance a 99 %) sur I’estimation, par Ialgorithme COMET bande étroite a partir de
T = 100 observations non-indépendantes, de la direction d’arrivée de 2 sources gaussiennes de méme
largeur de bande B = 0.06, d’azimuts respectifs 50° et 65°, en fonction de I’écart entre les fréquences
centrales de leur spectre. Pour chacune de ces deux simulations le réseau d’antenne est linéaire uniforme,
composé de b capteurs espacés de /\70 et le rapport S/B est égal & 10 dB. On constate sur la figure F1G.6.4
que les performances de I'algorithme COMET bande étroite se dégradent des que les spectres des deux
sources commencent a se chevaucher. Cette figure est a rapprocher de la figure F1G.4.7 du chapitre 4
illustrant ’effet de la Toeplitzation ol un phénomene similaire est observé.

6.6.4 Robustesse par rapport au S/B de certains capteurs

Dans le cas d’une seule source bande étroite ou large bande, d’un réseau quelconque et d’observations
gaussiennes circulaires indépendantes, nous avons la propriété suivante :

Résultat 6.10 La loi asymptotique de ’estimée obtenue par Ualgorithme COMET lorsque les puissances
(62)mec,, Ca C{1,..., M} de certains capteurs tendent vers l'infini est celle obtenue a partir du réseau
privé de ces capteurs déficients.

Preuve : L’estimateur COMET étant consistant, il suffit de démontrer que la limite de la borne de
Cramer-Rao obtenue lorsque (02)mecc, — o0 est égale & la borne de Cramer-Rao associée au réseau
privé de ces capteurs déficients. Et pour ce faire, il suffit de démontrer cette propriété de proche en
proche en examinant un seul capteur déficient a la fois. Si le capteur déficient est le premier capteur, en
reportant les expressions du partionnement de Rg

Re, = [ 031~+ of §g2 ]
? fo, Ro,
et de son inverse (e.g. [3, pp.413])
R—l _ 6 (0-31 + U%)_lf.ggA_l
5= | (o2 +ot)1a7T5o, At '
avec
5 (@5, + oD+ (03, + o) PG, A e,
et

def = ~ 2 2\ —1~H
A= R@2 —Te, (Usl + Ul) To,

dans 'expression (6.2) de la borne de Cramer-Rao, on obtient sans difficulté :

. ! - ! ~p o~~~ ~ 2
lim Tr(Ag Rg!Ap Re, — Af)) = Tr(Ay Rg! Ay Re, — A7)

o2 —00

ou A;l est la matrice diagonale A;,l privée de sa premieére ligne et premiére colonne. Dans le cas d’un
capteur déficient quelconque m, il suffit d’appliquer le partionnement précédent aux matrices PRg, P et
PR(S;P ou P est la matrice de permutation qui permute les colonnes 1 et m. [ |

Les F1G.6.5 et F'1G.6.6 ci-dessous illustrent cette propriété. La F1G.6.5 présente 'EQM sur ’estimation, a
partir de 7' = 320 observations indépendantes, de la direction d’arrivée (pulsation spatiale) d’une source
gaussienne par 'algorithme COMET large bande en fonction du rapport de la puissance du signal sur
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la puissance du bruit sur le 1°" capteur, dans le cas ou le signal utile sur ce capteur est présent (),
comparées a la borne de Cramer-Rao dans cette situation (-) et a la borne de Cramer-Rao correspondant
au réseau privé du 1° capteur (— —) pour pour un réseau LU de 3 capteurs, f‘% = 1letun S/B = 20dB
pour les autres capteurs. On a représenté également sur cette figure, 'EQM dans la situation précédente
(puissance de bruit variable sur le 1°" capteur) mais avec un signal utile nul sur ce 1" capteur (o).

La F1G6.6.6 présente la borne de Cramer-Rao en fonction du rapport de la puissance du signal sur la
puissance du bruit sur respectivement le 1°7, 2°*¢ ou 3°*° capteur d’un réseau LU de 5 capteurs recevant
les signaux de 2 sources de méme puissance avec un S/B = 20dB pour les autres capteurs. Les droites
horizontales représentent la BCR du réseau privé du capteur déficient.

On peut noter la trés bonne robustesse de ’algorithme COMET large bande en cas de défaillance complete
de I'un des capteurs (puissance de bruit tres importante et signal utile coupé) comme le montre la F1G.6.5.
Cette propriété a été observée, également dans le cas de 'algorithme COMET bande étroite, a 1’aide de
simulations, dans différentes situations (nombres différents de capteurs et de sources).

¢
SNR =20 dB
10° .
$
¢
¢
i
10‘4 I I I I I I I ]
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

F1c. 6.5: EQM sur la DOA d’une source large bande (f% = 1) en fonction du S/B du 1°" capteur d’un réseau LU

de 3 capteurs dans le cas ou le signal utile est présent () ou absent (o) , comparées a la borne de Cramer-Rao sous
la 1°7¢ hypothése (-) et & la borne de Cramer-Rao correspondant au réseau privé du 1°” capteur (— —).
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10
capt. 1
capt. 3
capt. 2
SNR =20 dB
10‘5 I ! I 1 I
-10 -5 0 5 10 15 20

F1G. 6.6: Bornes de Cramer-Rao pour 'estimation de la DOA de 2 sources bande étroite en fonction du S/B
de différents capteurs d’un réseau LU de 5 capteurs comparées 4 la BCR (constante) du réseau privé du capteur
déficient.
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6.7 Application de COMET a l’estimation de fréquence de sinusoides

Nous nous proposons maintenant d’étudier les performances d’un estimateur COMET modifié appliqué
a l’estimation de fréquence de sinusoides en présence d’un bruit MA. Cet estimateur, asymptotiguement
de variance minimale, sera noté AMV dans la suite. Nous comparerons en particulier ses performances a
celles de I'algorithme MUSIC dans le cas d’un bruit blanc et & celles d’un algorithme de type “Pisarenko
étendu”, noté MPD, proposé par Sherman et Frazho dans [14] dans le cas d’un bruit MA. Nous étudierons
également la robustesse de cet algorithme confronté a une erreur sur I’ordre du modele.

6.7.1 Modele et notations

Nous considérons dans cette partie un processus complexe constitué de la somme de K sinusoides et d’un

bruit MA d’ordre @ :

K Q
Y = T+ Ny avec Iy — E ape?™leiE ot p, = E byus_g
k=1 q—O

Dans ce modele, (uf)te]N est une suite de variables aléatoires complexes, circulaires, non nécessairement

gaussiennes, centrées, indépendantes et identiquement distribuées, telles que E|us|* < 0o ; nous noterons

def def .
cw = Elug]?, et ry = Cum (uy, uf, us, uy). Les constantes (ag)r=1,.. x et (by)g=1,. 0, respectivement

réelles et complexes, sont supposées inconnues. Les fréquences inconnues (f;)r=1,.. .k sont supposées
réelles et distinctes dans l'intervalle | — %,—I—%[. Les (¢x)k=1,.. k sont des variables aléatoires réelles,
équidistribuées sur [0, 27[ et supposées mutuellement indépendantes et indépendantes des (us),.N. Le
processus aléatoire y; est alors stationnaire au sens large.

En posant y; def (Ysy - s Ye—nmr41) T, la matrice de covariance d’ordre M de ce processus, R(©) & E(y:y!)
s’écrit :
Yo 71 T 7Q 0 e 0
W o Yo e
. c ' Yo-2 Q-1 0
RO) =Y afe(fe )+ | v 2o, - . o
k=1 . . . .
0 7% 79
' B G A (M 1
0 0 005 e 7
avec
e(fi) X (1,672, 72D T
et

def *
(k)k=o0,...¢ = E(nni_y).
La matrice R(©) dépend des L = 2(Q + K) + 1 parametres réels © = (07, 01T avec

®1 d:ef (f17 e 7f[&")T

qui seront les parametres d’intérét et

def
62 = [ai =y a%ﬁ Yo, §R(’.)/1)7 ) 7%(7Q)7 %(71)7 ) 76(7Q)]T



14U oAttt o, o Dory 1oy CUNMI L

qui constitueront les parameétres de nuisance. Remarquons que la premiere colonne r(©) de R(O) est
linéaire par rapport & O3 : r(0) = U/ (01)0;, avec

OT
Io41, .
U(0) = | e(fr),...,e(fx), RARLI—; P
On—g-1,20+1

La matrice U'(0©) est de rang plein colonne si et seulement si M — @ —1 > K. Cette condition est
équivalente au fait que le nombre de parametres réels inconnus est inférieur ou égal au nombre d’équations
disponibles, i.e. 2(Q + K)+ 1 <14 2(M — 1). Cette condition nécessaire n’est toutefois pas suffisante
pour assurer l'identifiabilité du parametre © a partir de R(0). Nous supposerons néanmoins dans la
suite que si la condition précédente est remplie, le parametre O est effectivement identifiable & partir de
R(O©).

La matrice de covariance empirique de ’observation, Rr def %23;1 yiyH est calculée & partir de T
snapshots eux mémes issus de N = T + M — 1 échantillons de 'observation. [’échantillonnage étant
régulier et I'observation stationnaire au sens large, R(©) est de structure Toeplitz et nous désignerons
par R la matrice obtenue par moyennage le long des diagonales de Ry.

La distribution de probabilité asymptotique de ces matrices est caractérisée par le résultat suivant [16] :

Théoréme 1 Vec(Rr) et Vec(RY) ont la méme distribution asymptotique gaussienne caractérisée par
la distribution asymptotique de rr, la premiére colonne de R :

VT (rr—r(©)) 5 N,(0;C,,C.). (7.1)
avec
+1/2 K
¢ - | SR P +2 3 al el () +
-1/2 k=1
+1/2 K
ot = [, SN (I +23 S, (rretie () + iy
—1/2 Pt
otl v est le M x 1 vecteur (yo,--.,70,0,...,0)7 et S,(f), la densité spectrale de puissance de n;.

6.7.2 L’algorithme AMV

Nous sommes ici dans le cadre d’observations complexes circulaires non gaussiennes ni indépendantes et,
afin de satisfaire les conditions développées au paragraphe 6.4.2 pour obtenir un estimateur AMV de O,
nous proposons de choisir la statistique s7, équivalente a R, suivante :

To, T
st = |
1%
rr
ou rp = [ r?’T ] représente la lere colonne de Rt et rg 7, le ler terme de rr.
rr
1 o of
Notons qu’alors s7 = K;ST ou K; est la matrice de permutation | 0 O 1
0o I O

La distribution asymptotique de st est déduite de celle de rr grace au théoreme de continuité [5, théoreme
p. 122]) :

VT (st —5(0)) 5 N.(0;C4(0), CL(0))
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avec
e et T R
c,©)=[¢ c. . et CL(O)=C,O)K,=| ¢ C. C,. (7.2)
¢ Cx C ¢ C Cp

ou C, and C’, sont partitionnées de la maniére suivante

H T
¢ c ¢ ¢
C, = " r t C'. = " A .
" ( c, C, ) ¢ " ( c, C )

Notons enfin que s(0©) dépend aussi linéairement du paramétre de nuisance O3 et peut s’écrire
S(@) = \11(61)62

ce qui nous permet de définir un estimateur de ©; de type COMET selon Iexpression (4.9) qui sera
donc asymptotiquement de variance minimale & condition que W = CS_% ou C, 1 est une estimation
consistante de C4(0).

6.7.3 Analyse des performances et de la robustesse

Nous nous proposons d’apprécier 'amélioration apportée par ’estimateur AMV par rapport aux perfor-
mances des estimateurs MDP et MUSIC en comparant les variances asymptotiques respectives de ces
estimateurs.

Covariance asymptotique de 'estimateur AMYV

Le calcul des performances de l'algorithme AMYV développé au paragraphe 6.5 s’appliquent ici.
[’expression de la covariance asymptotique Cg, donnée par (5.1) s’applique avec ici W = C;!(0)
donné par (7.2).

Remarque 1 : Il est démontré en annexe 7 qu’un algorithme de type AMYV, défini en utilisant comme
matrice de pondération celle associée au modele de bruit gaussien, est insensible a la nature de la distri-
bution de probabilité du bruit.

Remarque 2 : La mise en ceuvre pratique de cet estimateur nécessite d’une part de disposer d’un
point de départ pour initialiser la recherche d’extremum, d’autre part, comme nous venons de le voir, de
disposer d’une estimation consistante de C;. Ce double probleme peut étre résolu, comme nous I’avons
fait, en utilisant les résultats d’une estimation préalable du parameétre © obtenus par une méthode de
type décomposition de Pisarenko modifiée (MPD) telle que celle proposée par Sherman et Frazho dans
[14] qui ne nécessite que 'estimation de la matrice Ry. L’estimation préalable GIMPD de © ainsi obtenue
étant consistante, il en va de méme pour I’estimation de CS(QIMPD) qui s’en déduit.

Le “domaine asymptotique” dans lequel la covariance de ©1 peut étre approximée par %C@1 dépend d’un
certain nombre de facteurs dont en particulier le rapport S/B. La F1G.6.7 illustre ce phénomene dans le
cas d’une sinusoide de fréquence f; = 0.2 dans un bruit MA d’ordre ¢ = 4 et une durée de snapshot
M = 8. Les variances théoriques 5Ce, et estimées (100 Monte Carlo et intervalles de confiance & 99%)
y sont comparées en fonction du nombre de snapshots T' pour différentes valeurs du rapport S/B. On
constate que le nombre de snapshots correspondant au domaine asymptotique doit étre d’autant plus
important que le rapport S/B est élevé contrairement au cas classique y; = z; +n; ol z; est déterministe
et (n¢); est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées ou le “domaine
asymptotique” est atteint pour T" grand et/ou S/B élevé. Cette constatation a déja été faite dans [15],
dans le cas d’une observation constituée de sinusoides et d’un bruit blanc. Par ailleurs, en pointillé figure
la borne % (S{ICS_lsl)_l mentionnée au paragraphe 6.4.2 ce qui permet de constater qu’elle est tres

. . 1
voisine de +Ceg, .
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Covariance asymptotique de I’estimateur MPD

La matrice de covariance asymptotique de ’estimateur MPD peut étre obtenue en utilisant, comme nous
I’avons déja fait, une approche fonctionnelle consistant a considérer I'algorithme comme une relation

fonctionnelle Ry MED O, prolongement de 'application R(©)—©. En utilisant un théoréme classique
de continuité on obtient :

VT (0¥PP _ ) 5 (0, CYPP) (7.3)

avec

MPD _ WMPD MPD\H
Co =Dor Cr (DG,R )

ol D]gﬁD représente la dérivée de cet estimateur. Un rappel succinct du principe de 'algorithme MPD

est présenté en Annexe 6 ainsi que le calcul de la différentielle DgﬁD de cet algorithme.

La matrice de covariance asymptotique de I'estimateur MUSIC est quand & elle fournie dans [18].

0dB

5dB

" 10dB

11 : : : : ‘11“‘15dB

107 10° 10*

10

F1G. 6.7: Variance théorique et estimée pour ’estimateur AMV pour différentes valeurs du rapport S/B en fonction
du nombre T de snapshots.

Comparaison des performances

La F1G.6.8 représente les variances asymptotiques et estimées (100 Monte Carlo et intervalles de
confiance & 99%) des algorithmes AMV et MPD dans le cas de 2 sinusoides (de fréquence f; = 0.1 et
f2 =0.3), d’un bruit MA d’ordre Q@ = 1, de coefficients MA, by = by = 0.707 et de T = 2000 snapshots en
fonction du rapport S/B pour différentes valeurs de la durée de snapshot M. A noter que contrairement
a I'approche AMV pour laquelle la contrainte sur M est M > K + ) + 1, l'estimateur MPD, utilisant
une matrice de Hankel construite a partir des blocs triangulaires “nuls” de Ry impose un ordre fixé
M =2K + ) + 2. La comparaison entre les deux estimateurs doit donc étre faite a priori pour la méme
valeur de M soit ici M = 7 et est bien sur en faveur de AMV. On constate toutefois que I'algorithme
AMYV autorise des ordres plus petits fournissant néanmoins de meilleurs performances que I’algorithme

MPD.
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¥ MPD M=7

AMV M=5

AMV M=7

AMV M=9

AMV M=11

|
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
SNR

F1G. 6.8: Variance théorique et estimée pour les estimateurs MDP (M = 7) et AMV (M = 5,7,9 et 11) en
fonction du rapport S/B.

La F1G.6.9 permet de comparer les performances asymptotiques des algorithmes AMV et MUSIC
dans le cas ou le bruit est blanc. Elle représente les variances théoriques %CJé{USIO et %CSJI\JV de
ces estimateurs en fonction du rapport S/B lors de 'estimation de la fréquence d’une seule sinusoide
pour différentes valeurs de 'ordre M de la matrice de covariance empirique de l’observation. Nous
pouvons constater que [lestimateur MUSIC n’est pas de variance minimum mais que les perfor-
mances de ces deux algorithmes restent néanmoins assez voisines, |’écart étant pratiquement nul pour
M = 2 et se creusant au fur et a mesure que ’ordre de la matrice de covariance de ’observation augmente.

MSE

1 | I L I L L I L

|
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
SNR

F1G. 6.9: Variance asymptotique des algorithmes AMV (-) et MUSIC (- -) en fonction du rapport S/B dans le cas
d’une seule fréquence pour différentes valeurs de M.

10
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L’étude suivante illustre I'influence de la valeur de la densité spectrale de puissance (DSP) a la
fréquence de la sinusoide sur ’estimation de cette derniere. Nous sommes dans la situation ou K =1, ou
le bruit est MA d’ordre 1 avec bg = 0.707 et by = —0.218 — 0.672¢ pour que cette DSP s’annule en f = 0.2
et ou M = 4, T = 2000 et le rapport S/B = 5 dB. La F1G.6.10 représente en pointillé la forme de la
DSP du bruit MA et en trait plein la DSP du bruit blanc de méme puissance. La F1G.6.11 présente, en
fonction de la fréquence f; de la sinusoide, la variance asymptotique (1) et estimée (100 Monte Carlo et
intervalles de confiance & 99%) de I’algorithme AMYV en présence de bruit MA ; la variance asymptotique
(3) de l'algorithme AMYV ainsi que celle de I’algorithme MUSIC (2) en présence d’un bruit blanc de méme
puissance.

2.5

1.5,/ \ .

DSP

0.5F \ / 7

Frequency

F1G. 6.10: Densités spectrales de puissance du bruit MA (- -) et du bruit blanc (-).

10
w 1
w10’ + %(/)/*%*\\ J
g % b
(BRGRRE FU ny T e e e e T
B) 1 \\% i %//
10'8 | | | | | | | | |
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Frequency

F1G. 6.11: Variance théorique et estimée pour Pestimateur AMV dans le cas d’un bruit MA (1) et pour les
estimateurs AMV (3) et MUSIC (2) dans le cas d’un bruit blanc en fonction de la fréquence de la sinusoide.
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Nous constatons a nouveau que 'estimateur MUSIC n’est pas de variance minimum et que les per-
formances de I'algorithme AMV se dégradent lorsque la fréquence f; est au voisinage du maximum de
la DSP du bruit. Ce résultat est semblable aux performances de I'estimateur des moindres carrés non
linéaire du modele déterministe [19] pour lequel la variance asymptotique est proportionnelle & S, (f1)/a3.

Sensibilité des algorithmes AMYV et MPD a 1’écart entre les fréquences

Afin d’apprécier la sensibilité des algorithmes AMV et MPD a ’écart entre les fréquences, nous con-
sidérons la situation suivante : le signal est constitué de 2 sinusoides de fréquence f; = —0.1 et
fo= fi + Af avec Af variant de 0.01 & 0.4 et d’un bruit MA d’ordre ) = 1 et de coefficients MA :
bg = by = 0.707. La matrice de covariance empirique est estimée a partir de T" = 2000 snapshots de
durée M =7 et le rapport S/B = 10 dB. La F1G.6.12 représente les variances asymptotiques et estimées
(100 réalisations et intervalles de confiance a 99%) de ces deux algorithmes. On peut constater, sur cette
étude, que l'algorithme AMV est moins sensible a la proximité des fréquences que I'algorithme MPD.
D’autre part, pour A f < 0.02, une EQM estimée de I'ordre de 2 1072 traduit le fait que ’algorithme MPD
ne fournit plus d’estimations correctes des fréquences. Or I'algorithme AMYV utilise ces estimations d’une
part pour évaluer la matrice de pondération Wy = CS_IT et d’autre part pour initialiser sa recherche.
Ceci explique que pour Af < 0.02, 'algorithme AMYV soit également mis en échec.

107 ¢
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F1G. 6.12: Variance théorique et estimée pour les estimateurs AMV et MPD dans ’estimation de deux fréquences
fi=-0.1et fs = f1 + Af avec un bruit MA d’ordre Q = 1 en fonction de 1’écart Af entre les deux fréquences.

Robustesse aux erreurs de modéle

L’algorithme AMYV proposé ne s’applique théoriquement que dans le cas d’un bruit MA d’ordre connu. Il
convient d’étudier sa robustesse aux erreurs de modele. En fait, pour tout processus aléatoire purement
non déterministe ny, limg_,oo yx = 0. 1l existe donc un entier @ tel que v = 0 Vk > ). La matrice
de covariance de y; devient alors R(©) + dR ol JR est constituée des “petits” termes yg41,...,Ym-1
résultants de I’erreur de modele. L’estimateur ©; 7 sera alors biaisé et le biais asymptotique sera donné

par :

1
E(©,7) - 0, = D2MV1iss 4 O(||5s|?) + O(T)’ (7.4)
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ouds = (0, .., 0, Yot1r - s V=15 05 0,741, -, 'yM_l)T et ott DAMV1 représente la dérivée de Ialgorithme
AMV. L’expression de cette dérivée est (cf. Annexe 3)

D?le _ % [(SHCS_I(@)S)_ISHCS_I(@)]

La covariance asymptotique quant a elle est donnée par :

(1:K,:) °

1 H 1 1
Cov(O1,7) = TDIN Corss(©) (DER') ™ +0(1ds]Y) + O(5) + O(13s])O ().

Pour illustrer ceci considérons la situation suivante : une sinusoide de fréquence f; = 0.2 dans un bruit
AR d’ordre 1 avec un rapport S/B = 5 dB, T' = 2000 échantillons de taille M = 5. Le bruit est considéré
a tort comme MA d’ordre 1 par les deux algorithmes.

La F1G.6.13 représente le biais asymptotique théorique

D285

et le biais estimé par I = 100 réalisations indépendantes

I
1 §
(13o)-o
=1

pour les algorithmes AMYV et MDP en fonction du coefficient du bruit AR. Nous pouvons constater que
les valeurs fournies par les estimations sont en accord avec les valeurs asymptotiques théoriques sauf pour
les faibles valeurs du coefficient AR. Pour expliquer ce phénomene, remarquons que le terme O(]|ds||?) du
développement (7.4) diminue corrélativement avec le coefficient AR du bruit alors que le terme O(7) de
ce développement, restant constant, devient prépondérant sur O(||ds||?). La F1G.6.14 qui compare, dans
1 ~ . . .« . . P alg . . . .

a méme situation, le biais asymptotique théorique Dg®ds au biais asymptotique au sens suivant

Jim E(©1,7) - ©; = alg(R(6) + 6R),
—00

corrobore cette explication.
Enfin la F1G.6.15 présente I’erreur quadratique moyenne asymptotique et estimée des estimateurs AMV
et MDP dans la situation précédente en fonction du coefficient AR du bruit.

107

10'6 | | | | | | |
-0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0

AR coefficient

F1G. 6.13: Biais théorique et estimé (les algorithmes sont appliqués & la matrice de covariance empirique) pour
les estimateurs AMV et MPD en fonction du coefficient AR du bruit.
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10°

10'6 | | | | | | |
-0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0

AR coefficient

F1G. 6.14: Biais théorique et estimé (les algorithmes sont appliqués & la matrice de covariance exacte) pour les
estimateurs AMV et MPD en fonction du coefficient AR du bruit.

10 ¢
MPD
10,5 ETs < 4
[ XYL R ]
X~
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s T~
o10° X . i
w ~ \%
Foeig E
AMV
10'8 | | | | | | |
-0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0

AR coefficient

F1G. 6.15: Erreur quadratique moyenne théorique et estimée pour les estimateurs AMV et MPD en fonction du
coefficient AR du bruit.

Ces figures montrent une trés bonne robustesse de I'algorithme AMV a ce type d’erreur de modele,
comparativement meilleure que celle de I"algorithme MPD.

Performances d’algorithmes sous-optimaux

Dans le but de simplifier la mise en ceuvre de l'algorithme AMV “optimal” et de I'algorithme de type
COMET qui s’en déduit nous pouvons envisager trois types d’algorithmes sous-optimaux.
Le premier, que nous noterons AMV,., est un algorithme de type moindres carrés non linéaires opérant
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non plus sur s mais simplement sur r7 et utilisant comme matrice de pondération W = CT_% ou C, 1
est une estimation consistante de la matrice de covariance asymptotique de rr, c’est a dire 'algorithme

O, = arg m;n (rp —r(a)? C;; (rr —r(a)). (7.5)

Cet algorithme semblerait étre & premiere vue un algorithme AMV. En fait il est sous optimal car la
démonstration donnée en 6.4.2 ne 8’y applique pas.

Le second, que nous noterons AMVY, opére comme ’algorithme AMYV optimal sur st mais utilise comme
matrice de pondération W celle correspondant au modele d’observations complexes gaussiennes circu-
laires indépendantes qui peut étre facilement déduite de Crr = R @. R :

2 1H /T
To,T rorrr  ToTr T

-1 T
WT =C T = T‘07TI'IT T’07TR/T I'ITI'/T

rx rx 1 H r*
rorr’'r rpr'yp  rorR'p

avec Rr partitionnée de la fagon suivante :

ror 1

R+ = 0, 1

1 ( / RI )
rrT T

Le troisieme enfin, noté AMVY opere sur rr et utilise comme précédemment la matrice de pondération
correspondant au modele d’observations complexes gaussiennes circulaires indépendantes

Wr =C 1 = (rorR7) ™

Les F1G.6.16 & F1G.6.19 permettent de comparer, en fonction du rapport S/B ou de l'ordre M de la
matrice de covariance empirique, les performances de ’algorithme AMYV optimal et celles de ces algo-
rithmes sous-optimaux lorsque le signal comporte une ou deux sinusoides. Sur chacune de ces figures sont
également présentées les performances des algorithmes de type moindres carrés non linéaires sans matrice

de pondération, opérant sur sy ou rr et notés respectivement LS; et LS, ainsi que les performances de
I’algorithme MPD.

Les F1G.6.16 et F1G.6.17 correspondent a la situation suivante : le signal est constitué d’une sinusoide
de fréquence f; = 0.3 et d’un bruit MA d’ordre ) = 1, de coefficients by = by = 0.707 et le nombre
de snapshots est T" = 2000. La variance asymptotique des algorithmes est représentée en F'1G.6.16 en
fonction du rapport S/B (en dB) pour M =5 et en F'1G.6.17 en fonction de M pour un rapport S/B =
5 dB.
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Fic. 6.16: Variance asymptotique de ’algorithme AMV optimal, des algorithmes AMV sous-optimaux AMV,,
AMVY et AMVY et des algorithmes LS;, LS, et MPD, en fonction du rapport S/B (M = 5).
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F1G. 6.17: Variance asymptotique de 1’algorithmes AMV optimal, des algorithmes AMV sous-optimaux AMV,.,
AMVY et AMVY et des algorithmes LS,, LS, et MPD, en fonction de 'ordre M de la matrice de covariance
empirique (S/B = 5 dB).

Les F1G6.6.18 et F1G.6.19 correspondent & la situation suivante : le signal est constitué de deux
sinusoides de fréquence f; = 0.1 et fo = 0.25 et d’un bruit MA d’ordre ) = 1, de coefficients by = by =
0.707 et le nombre de snapshots est T = 2000. La variance asymptotique des algorithmes est représentée
en F'1G.6.18 en fonction du rapport S/B (en dB) pour M =7 et en F1G.6.19 en fonction de M pour un
rapport S/B = 10 dB.
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F1G. 6.18: Variance asymptotique de I’algorithme AMV optimal, des algorithmes AMV sous-optimaux AMV,.,
AMVY et AMVY et des algorithmes LS;, LS, et MPD, en fonction du rapport S/B (M = 7).
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F1G. 6.19: Variance asymptotique de 1’algorithmes AMV optimal, des algorithmes AMV sous-optimaux AMV,.,
AMVY et AMVY et des algorithmes LS,, LS, et MPD, en fonction de l'ordre M de la matrice de covariance
empirique (S/B = 10 dB).

Les F1G.6.16 a I'1G.6.19 permettent de constater :

e L’algorithme AMV, (7.5) qui pouvait intuitivement étre un algorithme AMYV car il existe une
bijection entre rr et Rp, n’est pas un algorithme AMYV. En d’autres termes, pour passer du cas
réel au cas complexe circulaire, il ne suffit pas d’adapter l"algorithme en remplacant I'opération de
transposition matricielle en 'opération de transposition hermitienne.
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e Les algorithmes AMVY et AMVY, dont les performances apparaissent comme identiques, ne sont
pas non plus, en général, des algorithmes AMV.

e Les performances des algorithmes LS; et LS,., apparaissant également comme identiques, sont assez
proches de celles de I’ algorithme AMV.

e Dans le cas particulier ot M = K 4+ Q + 1 (ordre minimum de R(©) pour que © soit identifiable),
tous ces algorithmes sont des algorithmes AMV. Ce résultat numérique, observé dans toutes les
situations examinées, n’a cependant pas pu étre démontré analytiquement.

En supposant cette propriété générale, cette valeur particuliere de M permettrait donc d’atteindre
les performances optimales au moyen d’algorithmes plus simples que I'algorithme AMV “optimal”,
en particulier grace a ’algorithme LS,.

6.8 Conclusion

Dans la premiere partie de ce chapitre nous avons rappelé le principe de I’algorithme COMET original,
présenté dans [1] dans le cadre d’observations complexes circulaires gaussiennes et indépendantes.
Apres avoir étendu cet estimateur au cas d’observations réelles gaussiennes indépendantes, nous I’avons
interprété comme un cas particulier, dans ces deux contextes, d’une classe plus générale d’estimateurs
asymptotiquement de variance minimale.

Nous avons ensuite étendu Iétude des estimateurs AMV au cas d’observations non gaussiennes et/ou non
indépendantes. En particulier, nous avons montré que certaines précautions devaient étre prises quant au
choix de la statistique a utiliser pour obtenir des estimateurs AMV dans le cas d’observations complexes
circulaires non indépendantes.

Nous avons également donné, sous des hypotheses générales, une nouvelle expression de la matrice de
covariance asymptotique des estimées fournies par ces algorithmes AMV qui permet notamment d’évaluer
les performances d’algorithmes sous-optimaux déduits des algorithmes AMYV.

Dans une seconde partie de ce chapitre, nous avons étudié la mis en ceuvre et 'application de I’algorithme
COMET classique au probléeme de I’estimation de DOA dans le cas de sources bande étroite ou large
bande et d’un bruit gaussien, spatialement non corrélé et non uniforme sur les capteurs.

Nous avons montré que dans le cas large bande, COMET ne pouvait s’appliquer qu’a une source de
spectre symétrique par rapport a la fréquence fo de démodulation.

Nous avons évalué les performances en DOA de I'algorithme COMET utilisant la matrice de pondération
du modele d’observations gaussiennes indépendantes.

e Dans le cas d’observations gaussiennes complexes circulaires indépendantes, la ou l'algorithme
COMET est efficace, nous avons donné, dans le cas d’une seule source large bande ou bande
étroite, I’expression générale de la borne de Cramer-Rao de laquelle nous avons déduit, dans le cas
bande étroite, une expression plus simple et interprétable.

e Dans le cas d’observations complexes circulaires non gaussiennes et/ou non indépendantes, et que
I’algorithme COMET n’est ni efficace ni asymptotiquement de variance minimale, nous avons donné
I’expression générale de la matrice de covariance asymptotique du parameétre directionel seul en
considérant notamment les cas particuliers d’une source large bande gaussienne et d’observations
non indépendantes d’une part et d’une source large bande non gaussienne et d’observations
indépendantes d’autre part.

Nous avons alors étudié la sensibilité de l'algorithme COMET & la distribution statistique et & la
corrélation temporelle des signaux sources en rappelant et en illustrant numériquement certaines pro-
priétés de 'algorithme COMET bande étroite établies au chapitre 4 et en montrant que, contrairement
a l'algorithme COMET bande étroite, I’algorithme COMET large bande est sensible a la distribution de
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la source.
En étudiant enfin I’effet de la défaillance d’un ou de plusieurs capteurs sur les performances de I’algorithme
COMET, nous avons montré la trés bonne robustesse de cet algorithme face a ce probleme.

Dans la derniere partie de ce chapitre, nous avons étudié ’application d’un algorithme de type COMET
modifié, asymptotiquement de variance minimale, déduit de notre étude théorique initiale, a I’estimation
de fréquence de sinusoides dans un bruit additif MA.

Nous avons comparé les performances de cet algorithme AMV & celles d’un algorithme de type “Pisarenko
étendu” (MPD) dans le cas d’un bruit additif MA et a celles de I'algorithme MUSIC dans le cas d’un
bruit blanc additif en fonction du rapport S/B. Ces comparaisons sont bien sur en faveur de I’algorithme
AMYV dans les deux cas mais avec un treés net avantage a ’algorithme AMV par rapport a l'algorithme
MPD dans le premier cas.

Nous avons également montré que ’algorithme AMYV est moins sensible a la proximité des fréquences a
estimer et plus robuste aux erreurs de modéle (bruit AR supposé MA par les algorithmes) que I’algorithme
MPD.

Nous avons enfin proposé un certain nombre de versions sous-optimales de ’algorithme AMYV et comparé
leurs performances a celles de I’algorithme original.



Annexe

Annexe 1 : Preuve de (2.9)

Pour montrer que (:)27T est réel remarquons que (2.9) peut également s’écrire
Oy = (W (01)IT) (I~ FWI =) (JW(61))] 1 (¥7 (01)3) (I~ FW1I ™) (Is).

Or Jst = I'r est réel de méme que J¥(O,) car pour tout Oy réel Js = (JU(O))O;, est réel. Pour
terminer, il reste & montrer que le terme J=FW;J =1, qui n’est autre que le 2éme membre de (2.7), est
aussi réel. Cela se montrerait comme au paragraphe 6.2.2 avec cette fois (Zf)tele une suite de variables
aléatoires complexes centrées telle que W;l soit la matrice de covariance asymptotique de la matrice de
covariance empirique vectorisée de z;. de loi de probabilité quelconque.

Annexe 2 : Preuve des résultats 6.2 et 6.3

Pour montrer, dans le cas réel, que I'estimateur
Or = arg min (st —s(a))’ C7'(a) (s7 — s())
OZEDQ

est asymptotiquement de variance minimale nous allons commencer par évaluer la matrice de covariance
asymptotique d’un estimateur plus général,

O7 = arg min Vr(a) def arg min (s7 —s(a))T W(a) (s7 — s(a)) (8.1)
a€De a€De

de matrice de pondération W («) supposée simplement symétrique réelle définie positive, puis appliquer
le résultat général obtenu au cas particulier ot W(a) = C;(a).

D’apres le résultat 6.1, la matrice de covariance asymptotique de O est Cg = D,C,DT ou D,
désigne la matrice associée a la différentielle de Iestimateur (8.1).
Pour calculer Dy, remarquons que Vr(a) est minimum en ©7 = © 4+ §O donc a‘g
suite, Vi =1,...,L

(@)|g,50 = 0 et par

a

ds” oW
= Y050 W (O +50) (57— 5(0 -+ 0)) + (57— 5(0+00)" D0 Do 50 (57— 5(0 + 0)
0
~ (st —s(0+50))T W(O + 50) ;((;‘)|@+5@:o, (3.2)
Or
8s(a)| B 8s(a)| n L 825(a)| 56; + 0(30)
Do, |O¥50 = 5 "le 2 Doy, @00 T

IW () _ OW(a) LW (a),
e, lotrse = s |®+;W|®50]+0(5®)

153
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Js(a

sT=s(0)+ds et s(O@+I0)=s(0)+ Z @50 + 0(40).

Compte tenu de ces expressions, (8.2) s’écrit alors, Vi=1,...,L,

O () wio )Z‘%( Jjodt; + Zasa( ) odt,w(e) 2

doy ; doy; ; Ooy;
j=1 71=1
s (a) T Js(w)
= oW (0)ds + ds” W (a) Do lo + 0(ds). (8.3)
En posant [3—9] kil o gie‘;, (8.3) s’écrit sous forme matricielle

osT Js osT
(%W(G) 3@) 00 = %W(Q)(;s + o(ds).

En posant enfin S def 7g hous obtenons la différentielle de I’algorithme :
D, = (S"W(©)s)” sSTW(0).

Remarque : Si on remplace la matrice de pondération W («) par une estimation consistante Wr de la
matrice W(0) au sens ot W = W(0) 4 o(s7 — s(0)), expression (8.2) devient

85@( o150 Wr (o7 (6 + 56)) - (57 ~ (6 +50))T Wr =g, 10 = 0

dont le développement conduit comme précédemment a I’expression (8.3). Le calcul de la différentielle de
ce nouvel algorithme conduit donc au méme résultat que précédemment et les performances asymptotiques
de ces deux algorithmes seront les mémes.

Si maintenant on applique le résultat général précédent au cas particulier W(0©) = C;1(0), il vient

Ce = D,C,DT
= (sTc;'s)”'sTere,cr's (ST Cs's)
= (sTc;'s)”!

-1

ce qui montre que I'estimateur Or est asymptotiquement de variance minimale. D’autre part, compte
tenu de la remarque précédente, estimateur ©1 obtenu en remplacant C, par une estimation consistante
C, r a méme matrice de covariance asymptotique que Or et est donc également asymptotiquement de
variance minimale.

Annexe 3 : Preuve des résultats 6.4 et 6.5

Pour montrer, dans le cas complexe circulaire, que I'estimateur

Or = arg min (57— ()" C7'(0) (s7 ~ 5(0))

est asymptotiquement de variance minimale nous commencerons, comme dans I’Annexe précédente, par
évaluer la matrice de covariance asymptotique d’un estimateur plus général,

Or = arg min Vr(a) = arg min (s7— s(@)) W(a) (s7 - s(a))
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de matrice de pondération W(«a) supposée simplement hermitienne définie positive, puis nous appli-

querons le résultat général obtenu au cas particulier ot W(a) = C;!(a).
Si s = Vec(Rr7), d’apres le corollaire 6.1,

Ce = 4D,C,(0)DY

L’expression de D; peut étre obtenue d’une facon analogue a celle utilisée dans I’Annexe précédente.

L’expression (8.3) devient, Vi =1,...,L,

s (a L Os(a L osH (o Os(o
aa(- )IeW(G)Z%moJ’ + > 805 ) |030,W (0) 8((%)|@
) =1 ) = i ;
0st () - 9s(a)
e loW (0)ds + 6s”" W(0O) Do lo + o(ds)
soit
8SH(04)| W(G)ﬁs(a)| 4 8ST(04)| w7 (6) 0s* () 50
Jdoy © o © Jdo; © Jda
9s" (o) 0T(0)| T o s
= g, 1eW(O)ds+ =5 oW (©)65” + o(4s).
Soit encore, sous forme matricielle, en posant [S]k,l def gi&’;
(s"W(0)s +sTWT(0)s*) 60 = [sTW(0),sTWT(0)] [ 5:* ] + o(6s).

Puisque s(©) = Vec(R(0)) et que R(O) est hermitienne nous avons
s*(0) = K§s(0) et sT(0) =s"(0)KS,.
De méme, puisque st = Vec(R7) et que R est hermitienne nous avons
s5(0) = K§ysr et st =sHKS,.
Nous en déduisons, d’une part que
S*=KiS et ST =sK;,
et d’autre part que

C1(0) = K3 Cs(0)K5, dou (C3(0))™" = Ky C; ' (0)Kjy.

S S

(8.1)

(8.2)

(8.3)

Plus généralement d’ailleurs, pour toute matrice W, structurée du point de vue parties réelles et imagi-

naires comme C;!(0), nous avons

W* = K5, WK5,.

(8.4)

En conséquence, si la matrice W (0) est structurée du point de vue parties réelles et imaginaires comme

S
s’écrire

D, = % (s7wW(e)s)”' s7Tw(0).

C;'(0), les propriétés (8.2) et (8.3) appliquées a (8.1) montrent que la différentielle de I’estimateur peut

(8.5)
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En particulier, si W(0) = C;!(0), il vient

S

Ce = 4D,C,(0)DH

= (sfcy's)'sfcrle,crls (s erts)T
= (sc's)”

1

ce qui montre que 'estimateur O est asymptotiquement de variance minimale.

Remarque : Comme dans le cas réel traité en annexe 2, si on remplace la matrice de pondération W(«)
par une estimation consistante Wy de la matrice W(0) au sens ot Wr = W(0) + o(s” — 5(0)), le
calcul de la différentielle de ce nouvel algorithme conduit au méme résultat (8.5) que précédemment et les
performances asymptotique de ces algorithmes seront les mémes. En conséquence, ’estimateur O7 obtenu
en remplagant C; par une estimation consistante Csj a méme matrice de covariance asymptotique que
Or et est donc également de variance minimale.

Annexe 4 : Preuve de (4.8)

Pour montrer que (:)2771 est réel on peut emprunter la méme démarche que celle suivie dans "annexe 1
précédente. Comme s} = K/ st, I'application qui a st associe I'r, le vecteur constitué des parties réelles
et imaginaires de st est linéaire et inversible. Il existe donc une matrice inversible J telle que I'r = Js7.
(:)27T peut aussi s’écrire

Oy,7 = [(PF(01)I7) (I~ WrI~1) (3W(01))]7 (W7 (01)IT) (I-HTWI =) (IsT).

ou Js7 et JW(O) sont réels. 1l reste & montrer que JW;IJH = JC&TJH est réel. Or C, 1 est supposée
structurée comme C; (du point de vue partie réelle, partie imaginaire) c’est & dire comme sng et
JsTsIT_IJH = I‘TI‘g est réel. Donc JW%IJH = JC&TJH est bien réel.

Annexe 5 : Calcul des différentielles des estimateurs (5.3) et (5.7)

Dans le cas d’observations complexes non gaussiennes et/ou non indépendantes, 'estimateur (5.3), de
type COMET, de ©; = (#1,...,0x)" obtenu par une approche AMV est

O,,1 = arg max S]HG(OA)ST (8.1)
avec G(a) ¥ C7H (0)¥(a) (VH (2)CT1(O)¥(a)) " WH (a)CT1(O).
D’apres (8.1)

0 (s G(@)sr) o, = 0.

Donc, en notant ©1 7 = 01 + 00; Iestimée associée a st = s+ ds

G i
(s + 0s)™ ao(j‘)|@1+5@1 (s+ds)=0 [=1,...,K
D’autre part
0G () _ 0G(a) ", 9?G(a) B i
Doy lo,+50, = 9, e, +k:1 aak8a1|®150k+0(5®1) I=1,...,K.
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Donc, compte tenu du fait que ©; = argmax, s” G(a)s,

0G(a) .
SHTOH|@1$:0 1217...,I§7
nous avons
0G(a) 0G ()
30, = —s ds — os’? 2
( Z Tagelo, ) ; e L (82)
IG(@) 0GT (o) :
= H aal |@1(SS TT|@1K/(SS lzl,...7](7
soit, sous forme matricielle,
f15®1 = —f25s
avec
def H3 G(@1)
Fi(k,l
(k1) = 00, 801
et

def HaG(®1) r0GT(0y) _ -
6, +s 08, K, kil=1,... K.

Dans le cas d’observations réelles, ’adaptation du raisonnement et du calcul précédent est immédiate.
La relation (8.2) devient

Falk,:) =

0G(a) 0G(a)
_ T _ T
( Z@ak3a1|®1 )&% = Doy lo,0r — or 7{9051 lo, T
0G(w
- T
Soit, sous forme matricielle
.7:1561 = —f25r
avec
def T(? G(®1)
k,l
Falk, 1) = 00, 801
et
Folk,) 2y 79G(01) ki=1,... K.

06,

Annexe 6 : L’algorithme de Pisarenko modifié (MPD)

Principe

Avec les notations du paragraphe 6.7.1, la matrice de covariance de I’'observation y; def Yty yprgr)
s’écrit Ry = R; + R,,. Cette matrice, de structure Hermitienne, Toeplitz, est engendrée par sa premiere
colonne : (1o 4 Y0, 71 + Y1, - ,7Q +YQs Q41 - -y TMm—1) " O,

Vi=0,....M—1 n d:ef E[:Ctm;f_l] — Zaiei%rfkl’
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terme que ’on peut également écrire
def ) : —
rm=alAla avec a= (a1,...,ax)T et A =Diag(e'?™ ... ?™K)

def %
et v, = E[nny_], ¢=0,...,Q.

Les M — @ — 1 derniers termes de cette premiere colonne ne dépendent donc que des {aj}r=1,. K et
des {fx}r=1,. K. Pour extraire ces parametres et en particulier les {fz} de ces termes, choisissons
M = @ + 2K + 2 et appelons H la matrice de Hankel construite a partir de ces termes de la facon
suivante :

TQ+1 rQ+2 o TQHK+1
Q42 rQ+3 1 TQ+K+2

H= ) ) ) )
TQ+K+1 TQ+K+2 - TQ4+2K+1

[’estimation des { fz} va reposer sur le théoréme suivant :

Théoréme 2 Les fréquences {fy},_, €lant supposées deur a deux distincles, {ei?mh . iKY

. N ¢ . . \ def
sont les racines du polynéme Cx (z) = ZII;O c1z' si et seulement si H ¢ =0 ot ¢ = [cg,...,cx]T

Preuve : Supposons que EzB:o ce?™k =0 pour k=1,..., K, alors EzB:o Al = 0. En conséquence,

K
al (Z CIAZ) AtEtla — 0, Vk=0,...,K,
(=0

donc

K K
Z (aTAQ"'k"'H'Za) = Z rQiyi+ker =0, Ve=0,..., K.

Donc H ¢ = 0.

Réciproquement, supposons maintenant que H ¢ = 0. Alors en particulier
K
(aT (Z clAl)) APtEtla —0 Vk=0,...,K - 1. (8.1)
(=0
Or,comme a; #0,1=1,...,K, {AQ"'k"'la}k:O’m’K_l constitue une base de CX. En effet, la matrice

[APFa, . A9TKa] = A9 [Ia, Aa, ..., AR ta] = AP Diag(ay, ..., ax)V

ot V est une matrice de Vandermonde K x K, de terme général [V],, , = e2r(n=Ufm mopn=1,...,K,
est réguliere.
Donc (8.1) implique que a” ( zR:o CZAZ> =07, soit ZlR:O aAl = 0. [ |

Mise en ceuvre

Dans la pratique, la mise en ceuvre de 'algorithme MPD peut étre faite de la facon suivante :
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1. A partir de la matrice de covariance empirique d’ordre M = ) + 2K + 2 de 'observation Ry def

%2?21 y:yH, on forme la matrice de Hankel Hy par lissage diagonal °

. Q+2K+2—k
_ Ryl ... k=Q+1,.0Q+2K+1.
LT Q 19K 12—k Z [ T]2,2+k ’ Q + 1, 7Q + +

=1

2. La matrice Hy ainsi formée n’ayant a priori aucune raison d’étre de rang déficient, on cherche par
exemple le vecteur er estimé de ¢ comme solution de

soit le vecteur singulier a droite associé a la plus petite valeur singuliere de Hr.

3. On résout I"équation Cx 7(2) = 0 oli Cx,7(2) est le polynéme qui a pour coefficients, les composantes
de ep.

. def . . .. ,
4. Des racines zp = (z1,1y--- ,ZKT)T ainsi obtenues, on tire les estimées des fréquences ;1 =
T 1 . — g
(A, s frr)” par for = 5-arg(zer) k=1,..., K.

Dérivée de I’algorithme MPD

Pour le calcul de la dérivée de I'algorithme MDP qui, & Vec(R7), associe O (7") def (fir,---, fxr)T, on
peut considérer cet algorithme comme composé d’une suite d’applications

1
Vec(R7T) EiN Vec(RY) SN Vec(Hr) T er L ar 25 O117 = py arg(zr)
T

def

e L’application F; qui a Vec(R7) o Vec(R,) 4 Vec(§R,) associe Vec(RY) = Vec(R}’) + Vec(éR}’)

est linéaire et il lui est associée une matrice de “Toeplization” K. Donc

Vec(6RY) = K"Vec(dR,).

e L’application F; qui, a Vec(R%?), associe Vec(Hr) ef Vec(H)+Vec(dH), le “vectorisé” de la matrice
de Hankel construite a partir de RY selon le principe présenté précédemment, est également linéaire
et il lui est associé une matrice Kg. Donc

Vec(6H) = Ky Vec(JR)) et Vec(dH*) = KyKj,;Vec(dR}’)
ou K§; est une matrice de commutation (cf. Formulaire, relation (0.8)).

e Etant donné c le vecteur singulier & droite, de norme unité, associé a I'unique valeur singuliere 0
. . PN . . N . def s s
de H, 'application F3 associe a Vec(Hr) le vecteur singulier & droite cr = ¢+ dc associé A la plus
petite valeur singuliere de Hy telle que ¢”ep =1 6.

Pour calculer la dérivée de I’application F3 nous utiliserons un théoreme démontré par Magnus [4,
Theorem 8, p.161] dans le cadre des éléments propres d’une matrice . Selon ce théoréme, si Ag

50n aurait pu également commencer par faire un “lissage Toeplitz” de la matrice R puis construire la matrice Hr 2
partir des derniers termes de la premiére colonne de la matrice lissée RY ainsi obtenue.

Le choix de cette normalisation du vecteur ¢r, qui n'est pas la seule envisageable, permet, comme le montre Magnus [4,
Theorem 8, p.161] une expression plus simple de la dérivée de I’application.
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est une valeur propre simple d’une matrice quelconque Zg € C"*™ et si ug est un vecteur propre
associé, alors les applications A et u définies pout tout Z dans un voisinage N(Zg) de Zg, telles que

AMZo) = Xo, u(Zo)=uy, Zu=u avec ufu=1
sont indéfiniment dérivables sur N(Zg), les dérivées en Zg étant

vl dZ ug

Vo Uo

d\ =

H
et du= (A — Zo)* (1— 2070 ) dZ uo,

Vo Uo
ol vq est le vecteur propre associée a la valeur propre A de ZgI.

Notre probleme concernant le vecteur singulier a droite associé & la valeur singuliere 0 de H, nous
appliquons le théoreme précédent & Zg = HPH, \g = 0 et ug = vg = c. Il vient alors :

se = —(HTH)# (Ixc11 — cc™)(JH" H + H” §H)c + o(5H).
Or, grace a (0.2) et (0.8),

SH” He = Vec(Iy1 6H ¢) = (Igy1 @ c"H) Vec(6HM)
= (Ix41 ® cTHT) K5, Vec(6H")
et
HY §He = (H” @. c') Vec(6H).
Donc
dc = AyVec(6H) + AyVec(6H™) 4 o(dH)
avec
Ay = — (HIH) (Ixp — ccf) (H . )
Ay = — (HPH)? (Txp — cc) (Igyr @ PHA)KS . (8.2)
e A c7, 'application Fy fait correspondre zr & + 0z ot z = (21,...,2K)7 est le vecteur dont les
composantes sont les racines du polynéme C (z) dont les coefficients cq, . . . , cx sont les composantes
(Pif(})ucl: tout k=1,... K, E{;O(cn + d¢n)(zk + 82)" = 0. En développant cette relation et en ne
retenant que les termes du premier ordre il vient
X
Z Senzp = —Cre(21) 825 + 0(82)
n=0

N def 3Cy . .y . .
ou Cp(2) = % Ceci, exprimé sous forme matricielle, nous donne

[1,2,...,2"] dc = - (Diag(C}{(zl), e ,C}((ZK))) 0z + o(dz).

Or F; est une application holomorphe de €X*! dans €. Elle est donc différentiable dans €*+!
et par suite

0z = D.dc + o(dc)

avec

! ’ -1 .
D, =— (Diag(CK(zl), .. ,cK(zK))) 1,2,...,25].
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e En posant O 7 = ©1 4+ 804, un calcul de perturbation effectué sur I’application F5 montre que :

00, = (D%6z — D 40z") 4 o(dz)

dam
avec

21 ZK

def .. .
D4 = Diag( |2) = Diag(z1,...,2K).

|z1|2’ Ceey B

Gréce a ces différents résultats intermédiaires, en utilisant la régle de composition des applications qui
se traduit par le produit des matrices associées aux différentielles correspondantes et en utilisant les
notations précédentes il vient :

1 .
50, = yr [(D3D.A; - D4D:A}) Ky + (D3D.A; - D4DIAT) KyKj ] K"Vec(6R,)
+ o(6R,). (8.3)

Annexe 7 :

Il est démontré dans [16] que les performances de tout algorithme du second ordre d’estimation des
fréquences Oy de sinusoides dans un bruit MA, régulier au sens des conditions 1 et 2b du paragraphe
4.4.1 du chapitre 4, ne dépendent pas de la nature de la distribution de probabilité du bruit.

Supposons maintenant le bruit non nécessairement gaussien dans notre probleme. En adoptant une

démarche similaire a celle qui nous a conduit a I'expression (5.6) mais en utilisant comme matrice de

pondération, la matrice W, def Cg(@)_1 du modele erroné de bruit gaussien, ceci définit un algorithme

noté AMV’ (la matrice C4(0) est construite comme C;(0) dans (7.2) mais sans les 3éme termes de C,
et de C’, qui font intervenir le cumulant du 4éme ordre de u;).
La matrice de covariance asymptotique de ©; 7 = AMV’(R7) est alors donnée par

! 43 N H
c4 = Dyt c.(e) (D4)

ou DSKV’ désigne la matrice associée a la différentielle de I’algorithme AMV’ par rapport & ©1 au point
s(©).

Comme les performances de cet algorithme ne dépendent pas de la nature de la distribution de probabilité
du bruit, nous avons aussi

1 7! 1 H
cav b cse) (i)

Or le deuxieme membre de cette expression n’est autre que la matrice de covariance asymptotique de
Oy 7 dans le cas ou le bruit est gaussien.
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